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1 Ââåäåíèå

1.1 Çà÷åì è äëÿ êîãî ýòà êíèãà

�ëóáîêîå ïîíèìàíèå ìàòåìàòèêè ïîëåçíî è ìàòåìàòèêó, è ïðî-

�åññèîíàëó â íàóêî¼ìêîé îòðàñëè. Â ÷àñòíîñòè, ¾ïðî�åññèÿ¿ â íà-

çâàíèè ýòîé êíèãè íå îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò ïðî�åññèþ ìàòåìàòèêà.

Ýòà êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ è ìëàäøåêóðñ-

íèêîâ (â ÷àñòíîñòè, îðèåíòèðîâàííûõ íà îëèìïèàäû). Ñì. ïîäðîá-

íåå ï. 11.1 ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿. Êíèãó ìîæíî èñïîëüçîâàòü

êàê äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ çàíÿòèé, òàê è äëÿ ïðåïîäàâàíèÿ.

Â ýòîé êíèãå ìû ïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ìîñò (ïóòåì óêàçàíèÿ íà

îòñóòñòâèå ïðîïàñòè) ìåæäó îáû÷íûìè øêîëüíûìè çàäà÷àìè è áî-

ëåå ñëîæíûìè àáñòðàêòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè. Íàøà

îñíîâíàÿ öåëü � ïîìî÷ü øèðîêîé àóäèòîðèè ÷èòàòåëåé íàó÷èòüñÿ

ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ìîòèâè-

ðîâàííûõ ¾ðåàëüíûì ìèðîì èëè ðåàëüíîé ðàáîòîé¿ [Mey℄, è îâëà-

äåòü èíñòðóìåíòàìè è ñïîñîáàìè ìûøëåíèÿ, êîòîðûå áóäóò ïîëåç-

íû çà ïðåäåëàìè øêîëû â ñàìûõ ðàçíûõ äèñöèïëèíàõ.

Êíèãà ñîäåðæèò íàèáîëåå ñòàíäàðòíûé ¾áàçîâûé¿ ìàòåðèàë (âïðî-

÷åì, ÷àñòè÷íî, ñêîðåå, äëÿ ïîâòîðåíèÿ, ÷åì äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî

èçó÷åíèÿ). Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êíèãè ñîñòàâëÿåò áîëåå ñëîæíûé

ìàòåðèàë. Íåêîòîðûå òåìû ìàëîèçâåñòíû â òðàäèöèè ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ êðóæêîâ, íî ïîëåçíû êàê äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ,

òàê è äëÿ ïîäãîòîâêè ê îëèìïèàäàì.

Êíèãà îñíîâàíà íà çàíÿòèÿõ, ïðîâåä¼ííûõ àâòîðàìè è ðåäàêòî-

ðàìè â ðàçíîå âðåìÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Âûñøåé øêî-

ëû ýêîíîìèêè, â Íåçàâèñèìîì ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå, â øêîëàõ

èì. À.Í.Êîëìîãîðîâà (ÑÓÍÖ Ì�Ó), ¾Èíòåëëåêòóàë¿ è � 1543

ã. Ìîñêâû, ëåòíåé øêîëå ¾Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà¿, â Êèðîâñêîé

è Êîñòðîìñêîé ëåòíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ, â Ìîñêîâñêîé âû-

åçäíîé îëèìïèàäíîé øêîëå, â êðóæêàõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ñåìèíàð¿

è ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿, íà ëåòíåé êîí�åðåíöèè Òóðíèðà ãî-

ðîäîâ, ïðè ïîäãîòîâêå êîìàíäû �îññèè ê ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé îëèìïèàäå, â ñèñòåìå äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå

ÌÈÎÎ.

Êíèãà äîñòóïíà óæå ñòàðøåêëàññíèêàì, èíòåðåñóþùèìñÿ ìàòå-
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ìàòèêîé

1

. Ïðèâîäÿòñÿ ïî÷òè âñå îïðåäåëåíèÿ, íå âõîäÿùèå â øêîëü-

íóþ ïðîãðàììó. Åñëè ãäå-òî íóæíû äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, òî

ïðèâîäÿòñÿ ññûëêè.

Ïðè ýòîì ìíîãèå òåìû òðóäíû, åñëè èçó÷àòü èõ ¾ñ íóëÿ¿. Îäíà-

êî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ïîìîãàåò ïðåîäîëåâàòü òðóäíî-

ñòè. Â òî æå âðåìÿ ìíîãèå òåìû íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Ñì. ïî-

äðîáíåå ï. 1.4 ¾Êàê óñòðîåíà êíèãà¿.

1.2 Èçó÷åíèå ïóò¼ì ðåøåíèÿ è îáñóæäåíèÿ çàäà÷

Ìû ñëåäóåì òðàäèöèè èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà â âèäå ðåøåíèÿ è îá-

ñóæäåíèÿ çàäà÷. Ýòè çàäà÷è ïîäîáðàíû òàê, ÷òî â ïðîöåññå èõ ðåøå-

íèÿ ÷èòàòåëü (òî÷íåå, ðåøàòåëü) îñâîèò îñíîâû âàæíûõ òåîðèé �

êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê è ñîâðåìåííûõ. Îñíîâíûå èäåè äåìîíñòðèðó-

þòñÿ ïî îäíîé è íà ¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ, ò. å. íà ïðîñòåéøèõ

÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñâîáîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé. Ýòèì ìû ïî-

êàçûâàåì, êàê ìîæíî ïðèäóìàòü ýòè òåîðèè. Ñì. ïîäðîáíåå ï. 11.1

¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿.

Îáó÷åíèå ïóò¼ì ðåøåíèÿ çàäà÷ íå òîëüêî õàðàêòåðíî äëÿ ñå-

ðü¼çíîãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, íî è ïðîäîëæàåò äðåâíþþ êóëü-

òóðíóþ òðàäèöèþ. Íàïðèìåð, ïîñëóøíèêè äçåíñêèõ ìîíàñòûðåé

îáó÷àþòñÿ, ðàçìûøëÿÿ íàä çàãàäêàìè, äàííûìè èì íàñòàâíèêàìè.

Âïðî÷åì, ýòè çàãàäêè ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå ïàðàäîêñàìè, à íå çàäà÷àìè.

Ñì. ïîäðîáíåå [Su℄; ñð. [Pl, ñ. 26�33℄. À âîò íåêîòîðûå ¾ìàòåìàòè÷å-

ñêèå¿ ïðèìåðû: [Ar01, BS, GDI, GIF, KK08, Pr07-1, PoSe, SCY, Sk09,

Sk19, SZ, Vag, Zv℄; êîå-ãäå íå òîëüêî ïðèâåäåíû çàäà÷è, íî è èçëî-

æåíû ïðèíöèïû îòáîðà óäà÷íûõ çàäà÷. Îá àìåðèêàíñêîé òðàäèöèè

ñì. [IBL, Mey, RMP℄.

Ó÷èòüñÿ, ðåøàÿ çàäà÷è, òðóäíî. Â ÷àñòíîñòè, ïîòîìó, ÷òî òà-

êîå îáó÷åíèå îáû÷íî íå ñîçäà¼ò èëëþçèþ ïîíèìàíèÿ. Îäíàêî óñè-

ëèÿ ñïîëíà âîçíàãðàæäàþòñÿ ãëóáîêèì ïîíèìàíèåì ìàòåðèàëà �

â ïåðâóþ î÷åðåäü, óìåíèåì ïðîâîäèòü àíàëîãè÷íûå (è äàæå íå î÷åíü

1

×àñòü ìàòåðèàëà â íåêîòîðûõ êðóæêàõ è ëåòíèõ øêîëàõ èçó÷àåòñÿ òåìè,

êòî òîëüêî çíàêîìèòñÿ ñ ìàòåìàòèêîé (íàïðèìåð, 6-êëàññíèêàìè). Îäíàêî ïðè-

âîäèìîå èçëîæåíèå ðàññ÷èòàíî íà ÷èòàòåëÿ, óæå èìåþùåãî õîòÿ áû ìèíèìàëü-

íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ êóëüòóðó. Çàíèìàòüñÿ ñ 6-êëàññíèêàìè íóæíî ïî-äðóãîìó,

ñì., íàïðèìåð, [GIF℄.
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àíàëîãè÷íûå) ðàññóæäåíèÿ. Êîå-ãäå âñëåä çà âåëèêèìè ìàòåìàòè-

êàìè â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ èíòåðåñíûõ çàäà÷ ÷èòàòåëü óâèäèò, êàê

åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âàæíûå ïîíÿòèÿ è òåîðèè. Íàäååìñÿ, ýòî

ïîìîæåò åìó ñîâåðøèòü ñîáñòâåííûå íàñòîëüêî æå ïîëåçíûå îò-

êðûòèÿ (íå îáÿçàòåëüíî â ìàòåìàòèêå)!

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äîñòàòî÷íî ïîíèìàíèÿ èõ óñëîâèé. Äðóãèå

çíàíèÿ è òåîðèè íå íóæíû. (Âïðî÷åì, òàêèå çíàíèÿ è òåîðèè êàê

ðàç ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïîäîáðàííûõ çàäà÷.) Íî ìîæåò ïî-

òðåáîâàòüñÿ âëàäåíèå äðóãèìè ÷àñòÿìè êíèãè, ÷òî îòðàæåíî â ïîä-

ñêàçêàõ è óêàçàíèÿõ.

Ê âàæíåéøèì çàäà÷àì ïðèâîäÿòñÿ ïîäñêàçêè, óêàçàíèÿ, ðåøå-

íèÿ è îòâåòû. Îíè ðàñïîëîæåíû â êîíöå êàæäîãî ïóíêòà. Îäíàêî

ê íèì ñòîèò îáðàùàòüñÿ ïîñëå ïðîðåøèâàíèÿ êàæäîé çàäà÷è.

Åñëè çàäà÷à âûäåëåíà ñëîâîì ¾òåîðåìà¿ (¾ëåììà¿, ¾ñëåäñòâèå¿

è ò. ä.) è æèðíûì øðè�òîì, òî å¼ óòâåðæäåíèå âàæíîå.

Êàê ïðàâèëî, ìû ïðèâîäèì �îðìóëèðîâêó êðàñèâîãî èëè âàæíî-

ãî óòâåðæäåíèÿ (â âèäå çàäà÷è) ïåðåä åãî äîêàçàòåëüñòâîì. Â òà-

êèõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ

ñëåäóþùèå çàäà÷è. Ýòî âñåãäà ÿâíî îãîâàðèâàåòñÿ â ïîäñêàçêàõ,

à èíîãäà è ïðÿìî â òåêñòå. Ïîýòîìó åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à íå ïîëó-

÷àåòñÿ, òî ÷èòàéòå äàëüøå. (Íà çàíÿòèè çàäà÷à-ïîäñêàçêà âûäà¼òñÿ

òîëüêî òîãäà, êîãäà ó÷åíèê íåìíîãî ïîäóìàë íàä ñàìîé çàäà÷åé.)

Òàêîé ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïîëåçåí, ïîñêîëüêó ìîäåëèðóåò ðåàëüíóþ

èññëåäîâàòåëüñêóþ ñèòóàöèþ. Ñì. ïîäðîáíåå ï. 11.3 ¾Î íåîáõîäè-

ìîñòè ìîòèâèðîâîê¿.

Âñ¼ ýòî � ïîïûòêà ïðîäåìîíñòðèðîâàòü çàíÿòèå â âèäå äèàëîãà,

îñíîâàííîãî íà ðåøåíèè è îáñóæäåíèè çàäà÷. Ïîäðîáíåå ñì. [KK15℄.

Íàïóòñòâèå. À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ

Äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä âûñ-

øåãî óðîâíÿ íåîáõîäèìû â ïåðâóþ î÷åðåäü îáùåóêðåïëÿþùèå ñðåä-

ñòâà: õîðîøàÿ ïðîðàáîòêà àëãåáðû (êóëüòóðà àëãåáðàè÷åñêèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé), ïðîðàáîòêà øêîëüíîé ãåîìåòðèè. Çàäà÷è ýòèõ îëèì-

ïèàä (êðîìå ïåðâûõ çàäà÷) ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðåäïîëàãàþò ñìå-

øàííûé ñöåíàðèé ðåøåíèÿ; ðåäêè çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå íåêîòîðîãî

ìåòîäà èëè èäåè â ÷èñòîì âèäå. �åøåíèþ òàêèõ ¾ñìåøàííûõ¿ çàäà÷
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äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü ðàáîòà ñ êëþ÷åâûìè çàäà÷àìè, â êîòîðûõ

èäåè ðàáîòàþò â ÷èñòîì âèäå.

Óìåíèå ïðåîáðàçîâûâàòü àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ � îäíî èç

áàçîâûõ. Åãî íåäîñòàåò ¾îëèìïèàäíèêàì¿, èç-çà åãî îòñóòñòâèÿ ÷à-

ñòî âîçíèêàþò íåëåïûå è îáèäíûå îøèáêè. Ïîýòîìó äëÿ óñïåøíî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîãî, òåîðåòèêî-÷èñëîâîãî è êîìáèíà-

òîðíîãî òèïà ðåêîìåíäóåì íàðàáàòûâàòü êóëüòóðó àðè�ìåòè÷åñêèõ

âûêëàäîê.

1.3 Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è äëÿ øêîëüíèêîâ

Ìíîãèì òàëàíòëèâûì øêîëüíèêàì è ñòóäåíòàì èíòåðåñíî ðå-

øàòü èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è. Îíè ÷àñòî ïðåäëàãàþòñÿ â �îðìå

ñëîæíûõ çàäà÷, ðàçáèòûõ íà øàãè, ñì. [LKTG℄. Âîçìîæíî, êîíå÷-

íûé ðåçóëüòàò äàæå íåèçâåñòåí çàðàíåå, à åñòåñòâåííî ïîÿâëÿåòñÿ

â ïðîöåññå ðàáîòû. Ýòî îäíà èç �îðì ðàçâèòèÿ òâîð÷åñêèõ ñïî-

ñîáíîñòåé, áëèçêàÿ ê íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè, êîòîðàÿ äëÿ ìíîãèõ

ó÷åíèêîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ íàèáîëåå óäà÷íîé. Êðîìå òîãî, îáû÷íî

ó÷åíèêó èíòåðåñíåå èçó÷àòü òåîðèþ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ñðàçó æå

ïðèìåíÿåò åå ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì. Ïîýòîìó èíòåðåñ ê èññëåäî-

âàòåëüñêèì çàäà÷àì ïîëåçíî ïîääåðæèâàòü è ðàçâèâàòü. Íàäååìñÿ,

íàñòîÿùàÿ êíèãà ïîìîæåò ýòî äåëàòü.

Ìíîãèå èç ïðèâåä¼ííûõ çàäà÷ � õîðîøèå òåìû äëÿ èññëåäîâà-

òåëüñêèõ ðàáîò ñòàðøåêëàññíèêîâ è ìëàäøåêóðñíèêîâ, ñâÿçàííûõ ñ

àëãåáðîé, êîìáèíàòîðèêîé è èí�îðìàòèêîé. Ñ èõ ðåøåíèÿìè ìîæ-

íî âûñòóïàòü íà êîí�åðåíöèÿõ. Îïèñàíèå óäà÷íûõ ïðèìåðîâ ýòîé

äåÿòåëüíîñòè ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â ìàòåðèàëàõ Ìîñêîâñêîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè øêîëüíèêîâ [M℄. Õîòÿ áîëüøèíñòâî ýòèõ

çàäà÷ íå ïðåòåíäóþò íà íàó÷íóþ íîâèçíó, âîçìîæíî èõ ðàçâèòèå

â ñòîðîíó íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

1.4 Êàê óñòðîåíà êíèãà

Êíèãó íå îáÿçàòåëüíî èçó÷àòü ïîäðÿä. ×èòàòåëü ìîæåò âûáðàòü

óäîáíóþ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ (èëè âîâñå îïóñòèòü íåêî-

òîðûå ïóíêòû) íà îñíîâàíèè ïðèâîäèìîãî ïëàíà. Äëÿ çàíÿòèÿ êðóæ-

êà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé ïóíêò (èëè ïîäïóíêò) êíèãè.
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Êíèãà ðàçáèòà íà ãëàâû, ïàðàãðà�û è ïóíêòû (íåêîòîðûå ïóíê-

òû ðàçáèòû íà ïîäïóíêòû). Ñòðóêòóðà ïàðàãðà�îâ ïðèáëèçèòåëüíî

îïèñàíà â èõ íà÷àëå. Åñëè â çàäà÷å èñïîëüçóåòñÿ ìàòåðèàë äðóãîãî

ïóíêòà, òî ìîæíî ëèáî èãíîðèðîâàòü ýòó çàäà÷ó, ëèáî ïîñìîòðåòü

òî ìåñòî, íà êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ññûëêà. Ýòî äà¼ò áîëüøóþ ñâîáî-

äó ÷èòàòåëþ ïðè èçó÷åíèè êíèãè, íî îäíîâðåìåííî ìîæåò òðåáîâàòü

åãî âíèìàòåëüíîñòè.

Ïóíêòû âíóòðè êàæäîãî ïàðàãðà�à ðàñïîëîæåíû ïðèìåðíî â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëîæíîñòè ìàòåðèàëà. Öè�ðû â ñêîáêàõ ïîñëå

íàçâàíèÿ ïóíêòà îçíà÷àþò åãî ¾îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü¿: 1 � ñà-

ìûé ïðîñòîé, 4 � ñàìûé ñëîæíûé. Ïåðâûå ïóíêòû (íå îòìå÷åííûå

çâ¼çäî÷êîé) ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè; åñëè íå óêàçàíî ïðîòèâíîå, ñ íèõ

ìîæíî íà÷àòü èçó÷åíèå ïàðàãðà�à. À ê îñòàëüíûì ïóíêòàì (îò-

ìå÷åííûì çâ¼çäî÷êîé) ìîæíî âîçâðàùàòüñÿ ïîòîì; åñëè íå óêàçàíî

ïðîòèâíîå, òî îíè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Ïðè èçó÷åíèè ïîëåçíî

âîçâðàùàòüñÿ ê ïðîéäåííîìó ìàòåðèàëó, íî íà íîâîì óðîâíå. Ïî-

ýòîìó ðàçíûå ïóíêòû îäíîãî ïàðàãðà�à ìîæíî èçó÷àòü íå ïîäðÿä,

à ñ ïåðåðûâàìè íà äðóãèå òåìû.

Îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå âî âñåé êíèãå, ïðèâåäåíû â êîíöå

ââåäåíèÿ. Ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â íåêîòîðîé ãëà-

âå, ââîäÿòñÿ â íà÷àëå ãëàâû. Â êîíöå êíèãè åñòü ïðåäìåòíûé óêà-

çàòåëü. Æèðíûì øðè�òîì âûäåëåíû íîìåðà ñòðàíèö, íà êîòîðûõ

ïðèâîäÿòñÿ �îðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé.

Ïàðàãðà� 11 ñîñòàâëåí èç çàìåòîê îá îáùèõ ïðèíöèïàõ ïðåïî-

äàâàíèÿ, àäðåñîâàííûõ ïðåæäå âñåãî ó÷èòåëÿì. Âîçìîæíî, çàìåòêè

îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè è ó÷åíèêàì.

Îáíîâëÿåìàÿ ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ ÷àñòè êíèãè, ïåðåñå÷åíèå êî-

òîðîé ñ èçäàííîé êíèãîé âûëîæåíî â èíòåðíåò ñ ðàçðåøåíèÿ èçäà-

òåëüñòâà: http://www.m

me.ru/
ir
les/oim/materials/sturm.pdf.

Î ëèòåðàòóðå è èñòî÷íèêàõ

Â êîíöå êàæäîãî ïàðàãðà�à ïðèâîäèòñÿ ëèòåðàòóðà, îòíîñÿùà-

ÿñÿ êî âñåìó ïàðàãðà�ó, è îòäåëüíî ëèòåðàòóðà ïî êàæäîìó ïóíê-

òó. Ññûëêè íà êíèãè [GDI, GKP, ZSS, Sk19, SZ℄, îòíîñÿùèåñÿ êî

ìíîãèì ïàðàãðà�àì, ïðèâåäåíû â ýòîì ïàðàãðà�å. Ìû ñòàðàëèñü

óêàçàòü íå òîëüêî ëèòåðàòóðó, èñïîëüçîâàííóþ ïðè ïîäãîòîâêå êîí-
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êðåòíîãî ìàòåðèàëà, íî òàêæå è æåì÷óæèíû íàó÷íî-ïîïóëÿðíîãî

æàíðà íà èçó÷àåìûå òåìû. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàø ñïèñîê ëèòåðà-

òóðû, õîòÿ áû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ñìîæåò ñòàòü ïóòåâîäèòå-

ëåì â ìîðå íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðû ïî ìàòåìàòèêå. Îäíàêî

â íåãî íàâåðíÿêà íå âîøëè ìíîãèå çàìå÷àòåëüíûå ìàòåðèàëû, ââèäó

íåîáúÿòíîñòè èõ êîëè÷åñòâà. Âàæíî, ÷òî îáðàùåíèå ê ëèòåðàòóðå

íå íóæíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, åñëè ÿâíî íå óêàçàíî îáðàòíîå.

Ìíîãèå çàäà÷è íå îðèãèíàëüíû, íî ïåðâîèñòî÷íèê (äàæå åñ-

ëè åãî ìîæíî óñòàíîâèòü) îáû÷íî íå óêàçûâàåòñÿ. Ññûëêà ïîñëå

óñëîâèÿ çàäà÷è óêàçûâàåò èñòî÷íèê, èç êîòîðîãî âçÿòà çàäà÷à. Ýòè

ññûëêè ïðèâåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èòàòåëü ñìîã ñðàâíèòü ñâî¼ ðå-

øåíèå ñ ïðèâåä¼ííûì òàì. Åñëè ìû çíàëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êàêîãî-

òî ïóíêòà ñ êàêèì-òî èñòî÷íèêîì âåëèêî, òî óïîìèíàëè îá ýòîì.

Ìû íå äà¼ì ññûëîê íà èíòåðíåò-âåðñèè ñòàòåé â æóðíàëàõ ¾Êâàíò¿

è ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå Ïðîñâåùåíèå¿, èõ ìîæíî íàéòè íà ñàéòàõ

http://kvant.ras.ru, http://kvant.m

me.ru,

http://www.m

me.ru/free-books/matpros.html.

Áëàãîäàðíîñòè è ñâåäåíèÿ î ðåäàêòîðàõ

Ìû áëàãîäàðèì çà ñåðü¼çíóþ ðàáîòó àâòîðîâ ìàòåðèàëîâ. Áëà-

ãîäàðèì çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ðåöåíçåíòîâ êíèãè Å.À.Àâêñåíòüå-

âà, À.Â.Àíòðîïîâà, Å.Â.Áàêàåâà, Â.Í.Äóáðîâñêîãî, Ê.À.Êíîïà,

Ä.Â.Ìóñàòîâà, Ë.Ý.Ìåäíèêîâà, À.À.Ïîëÿíñêîãî, À.È.Ñãèáíåâà,

Ñ.Ë.Òàáà÷íèêîâà, À.È.Õðàáðîâà, �.È.Øàðûãèíà, è Ä.Ý.Øíîëÿ,

à òàêæå àíîíèìíûõ ðåöåíçåíòîâ îòäåëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Áëàãîäà-

ðèì À.ß.Êàíåëÿ-Áåëîâà è À.Â.Øàïîâàëîâà (http://www.ashap.info),

àâòîðîâ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìàòåðèàëîâ, âûñêàçàâøèõ òàêæå ðÿä

ïîëåçíûõ èäåé è çàìå÷àíèé. Áëàãîäàðèì Ä.À.Ïåðìÿêîâà, ðåäàêòî-

ðà êíèãè [ZPS℄. Áëàãîäàðèì ó÷åíèêîâ çà êàâåðçíûå âîïðîñû è óêà-

çàíèÿ íà íåòî÷íîñòè. Áëàãîäàðèì Å.Ñ. �îðñêóþ è Ï.Â.Øèðîêîâà

çà ïîäãîòîâêó ìíîãèõ ðèñóíêîâ. Áëàãîäàðíîñòè ïî îòäåëüíûì ìà-

òåðèàëàì ïðèâîäÿòñÿ ïðÿìî â íèõ.

Ìû ïðèíîñèì èçâèíåíèÿ çà äîïóùåííûå íåòî÷íîñòè è áóäåì

áëàãîäàðíû ÷èòàòåëÿì çà óêàçàíèÿ íà íèõ.

�ëàâû 1 ¾�åîìåòðèÿ¿ è 2 ¾Êîìáèãàòîðèêà¿ ðåäàêòèðîâàëè À.À. Çà-

ñëàâñêèé è Ì.Á.Ñêîïåíêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ìû îðãàíèçîâàëè ðå-
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öåíçèðîâàíèå ìàòåðèàëîâ ïàðàãðà�à 11, íî ðåäàêòèðîâàëè èõ ñàìè

àâòîðû.

À.Á.Ñêîïåíêîâ è Ì.Á.Ñêîïåíêîâ ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíû ãðàí-

òàìè �îíäà Ñàéìîíñà è �îíäà ¾Äèíàñòèÿ¿.

Ìåñòà ðàáîòû è èíòåðíåò-ñòðàíèöû.

À.À. Çàñëàâñêèé: ÖÝÌÈ �ÀÍ, øêîëà 1543.

À.Á.Ñêîïåíêîâ: Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (�Ó)

è Íåçàâèñèìûé ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò, www.m

me.ru/~skopenko.

Ì.Á.Ñêîïåíêîâ: Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè (�àêóëüòåò ìàòåìàòèêè) è Èíñòèòóò ïðî-

áëåì ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè �ÀÍ, www.m

me.ru/~mskopenkov.

1.5 Âàæíûå ñîãëàøåíèÿ

Ïóíêòû âíóòðè êàæäîãî ïàðàãðà�à ðàñïîëîæåíû ïðèìåðíî â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëîæíîñòè ìàòåðèàëà. Öè�ðû â ñêîáêàõ ïîñëå

íàçâàíèÿ ïóíêòà îçíà÷àþò åãî ¾îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü¿: 1 � ñàìûé

ïðîñòîé, 4 � ñàìûé ñëîæíûé. Ïåðâûå ïóíêòû (íå îòìå÷åííûå çâ¼ç-

äî÷êîé) ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè; åñëè íå óêàçàíî ïðîòèâíîå, ñ íèõ ìîæ-

íî íà÷àòü èçó÷åíèå ãëàâû. À ê îñòàëüíûì ïóíêòàì (îòìå÷åííûì

çâ¼çäî÷êîé) ìîæíî âîçâðàùàòüñÿ ïîòîì; åñëè íå óêàçàíî ïðîòèâ-

íîå, òî îíè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.

Íîìåðà çàäà÷ îáîçíà÷àþòñÿ æèðíûì øðè�òîì. Åñëè óñëîâèå

çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé óòâåðæäåíèÿ, òî â çàäà÷å òðåáóåò-

ñÿ ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàòü. Çàãàäêîé íàçûâàåòñÿ íå ñ�îðìóëèðî-

âàííûé ÷¼òêî âîïðîñ; çäåñü íóæíî ïðèäóìàòü è ÷¼òêóþ �îðìóëè-

ðîâêó, è äîêàçàòåëüñòâî, ñð. [VIN℄. Â çàäà÷àõ, îòìå÷åííûõ êðóæî÷-

êîì

◦
, òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè òîëüêî îòâåò áåç äîêàçàòåëüñòâà. Íàèáî-

ëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷åíû çâ¼çäî÷êîé *. Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è

íàïèñàíî ¾íàéäèòå¿, òî íóæíî äàòü îòâåò áåç çíàêà ñóììû è ìíîãî-

òî÷èÿ. Óêàçàíèå è ðåøåíèå ê çàäà÷å ìîæåò îïèðàòüñÿ íà ïîäñêàçêó

ê íåé. Åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à íå ïîëó÷àåòñÿ, òî ÷èòàéòå äàëüøå �

ñëåäóþùèå çàäà÷è ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîäñêàçêàìè.
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1.6 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

• ⌊x⌋ = [x]� (íèæíÿÿ) öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x (¾ïîë¿), ò. å. íàè-

áîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.
• ⌈x⌉� âåðõíÿÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x (¾ïîòîëîê¿), ò. å. íàèìåíü-

øåå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå x.
• {x}�äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

• d | n, èëè n ..
.

d�÷èñëî n äåëèòñÿ íà ÷èñëî d, ò. å. d 6= 0 è ñó-

ùåñòâóåò òàêîå öåëîå k, ÷òî n = kd (÷èñëî d íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì
÷èñëà n).

• R,Q, Z�ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ, ðàöèîíàëüíûõ è öå-

ëûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî.

• Z2�ìíîæåñòâî {0, 1} îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 2 ñ îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

• Zm�ìíîæåñòâî {0, 1, . . . ,m − 1} îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà m
ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ m. (Ñïåöèàëèñòû
ïî àëãåáðå ÷àùå îáîçíà÷àþò ýòî ìíîæåñòâî Z/mZ, à ÷åðåç Zm îáî-

çíà÷àþò ìíîæåñòâî öåëûõ m-àäè÷åñêèõ ÷èñåë äëÿ ïðîñòîãî m.)
•
(
n
k

)
�êîëè÷åñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà (äðóãîå îáîçíà÷åíèå: Ck
n).

• |X|�÷èñëî ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå X.
• A−B = {x | x ∈ A è x /∈ B}�ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B.
• A ⊔ B �äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B, ò. å. îáú-

åäèíåíèå A ∪B íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A è B.
• A ⊂ B �¾ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B¿. (Â íåêî-

òîðûõ äðóãèõ êíèãàõ ýòî îáîçíà÷àþò A ⊆ B, à A ⊂ B îçíà÷àåò

¾ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B è íå ðàâíî B¿.)
• Ôðàçà ¾îáîçíà÷èì x = a¿ ñîêðàùàåòñÿ äî x := a.
• id � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå êàæäûé ýëå-

ìåíò â ñåáÿ (òîæäåñòâåííîå).
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2.1 Äåëèìîñòü (1)

2.1.1. (a) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 2, 4,

5, 10, 3, 9, 11.

(b) Äåëèòñÿ ëè ÷èñëî 11 . . . 1 èç 1993 åäèíèö íà 111111?

(
) ×èñëî 1 . . . 1 èç 2001 åäèíèö äåëèòñÿ íà 37.

2.1.2. Åñëè a äåëèòñÿ íà 2 è íå äåëèòñÿ íà 4, òî êîëè÷åñòâî ÷¼òíûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà a ðàâíî êîëè÷åñòâó åãî íå÷¼òíûõ äåëèòåëåé.

2.1.3. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû äëÿ ëþáûõ a, b:

(a) 2|(a2 − a); (b) 4|(a4 − a); (
) 6|(a3 − a); (d) 30|(a5 − a);

(e) åñëè c|a è c|b, òî c|(a+ b);

(f) åñëè b|a, òî bc|ac äëÿ ëþáîãî c 6= 0;

(g) åñëè bc|ac äëÿ íåêîòîðîãî c, òî b|a?

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 2.1.3 (
) âû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèé �àêò

2.1.4 (a). Äîêàæèòå åãî ïî îïðåäåëåíèþ äåëèìîñòè, íå èñïîëüçóÿ

åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (çàäà÷à 2.2.8 (
))!

Èñïîëüçîâàíèå åäèíñòâåííîñòè ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîðî÷íîìó êðó-

ãó, âåäü îáû÷íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè èñïîëüçóåòñÿ

�àêò, áëèçêèé ê óòâåðæäåíèþ 2.1.4 (a).

2.1.4. (a) Åñëè ÷èñëî a äåëèòñÿ íà 2 è íà 3, òî a äåëèòñÿ íà 6.

(b) Åñëè ÷èñëî a äåëèòñÿ íà 2, íà 3 è íà 5, òî a äåëèòñÿ íà 30.

(
) Åñëè ÷èñëî a äåëèòñÿ íà 17 è íà 19, òî a äåëèòñÿ íà 323.

2.1.5. (a) Åñëè k íå êðàòíî íè 2, íè 3, íè 5, òî k4 − 1 êðàòíî 240.

(b) Åñëè a+ b+ c äåëèòñÿ íà 6, òî è a3 + b3 + c3 äåëèòñÿ íà 6.

(
) Åñëè a+ b+ c äåëèòñÿ íà 30, òî è a5 + b5 + c5 äåëèòñÿ íà 30.

(d) Åñëè n > 0, òî 202n + 162n − 32n − 1 äåëèòñÿ íà 323.

Ïîäñêàçêè

2.1.4. (a) Èìååì 3a− 2a = a, ïîýòîìó a äåëèòñÿ íà 6.
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3 Óìíîæåíèå ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

Èç ýòîãî ïàðàãðà�à äàëåå èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì òåîðåìà

Ôåðìà�Ýéëåðà (çàäà÷è 3.1.1 è 3.1.5) è òåîðåìà î ïåðâîîáðàçíîì

êîðíå (çàäà÷à 3.5.6 (b)). Âïðî÷åì, ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåì ïîíèìàòü

èõ äîêàçàòåëüñòâî íå îáÿçàòåëüíî.

Â ýòîì ïàðàãðà�å ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ öåëûå ÷èñ-

ëà èëè âû÷åòû ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p (÷òî èìåííî � âèäíî èç êîí-

òåêñòà).

3.1 Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà (2)

3.1.1. (a) Îáîçíà÷èì Z97 = {0, 1, . . . , 96}. Îïðåäåëèì îòîáðàæå-

íèå f : Z97 → Z97 òàê: f(a) ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ ÷èñëà 14a
íà 97. Òîãäà f �âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Îáñóæäåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèáî ñþðúåêòèâíîñòü, ëèáî

èíúåêòèâíîñòü. Îáû÷íî äîêàçûâàþò èíúåêòèâíîñòü. Íî íåîáõîäè-

ìàÿ äëÿ ýòîãî îñíîâíàÿ ëåììà àðè�ìåòèêè 2.5.7.b îáû÷íî äîêàçû-

âàåòñÿ ÷åðåç ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ 97x + 14y = 1, èç êîòîðîé
ñðàçó âûòåêàåò ñþðúåêòèâíîñòü.

(b) Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (14 · 1) · (14 · 2) · . . . · (14 · 96) ≡ 96!
(mod 97).

(
) Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 1496 ≡ 1 (mod 97).

(d)Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Åñëè p ïðîñòîå, òî np−n äåëèòñÿ
íà p äëÿ ëþáîãî öåëîãî n.

(e) Alio modo. Åñëè p ïðîñòîå è n íå äåëèòñÿ íà p, òî np−1 − 1
äåëèòñÿ íà p.

(f) Äëÿ ïðîñòîãî p ÷èñëî

(
p
k

)
äåëèòñÿ íà p äëÿ ëþáîãî k =

1, 2, . . . , p − 1. (Èç ýòîãî ïîëó÷àåòñÿ èíîå � ïî èíäóêöèè � äîêàçà-

òåëüñòâî ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.)

3.1.2. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ

(a) 2100 íà 101; (b) 3102 íà 101; (
) 8900 íà 29;

(d) 32000 íà 43; (e) 760 íà 143; (f) 260 + 650 íà 143.

3.1.3. (a) Åñëè p ïðîñòîå è p > 2, òî 7p − 5p − 2 äåëèòñÿ íà 6p.

(b) ×èñëî 111 . . . 11 èç 2002 åäèíèö äåëèòñÿ íà 2003.
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(
) Åñëè p è q�ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî pq + qp − p − q
äåëèòñÿ íà pq.

(d) ×èñëî 30239 + 23930 ñîñòàâíîå.

(e) Åñëè p ïðîñòîå, òî äëèíà ïåðèîäà äåñÿòè÷íîé äðîáè 1/p äå-
ëèò p− 1.

3.1.4. Äëÿ ïðîñòîãî p è a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, íàçîâ¼ì ïîðÿäêîì

ord a = ordp a ÷èñëà (èëè âû÷åòà) a ïî ìîäóëþ p íàèìåíüøåå k > 0,
äëÿ êîòîðîãî ak ≡ 1 (mod p):

ord a = ord pa := min{k > 1 | ak ≡ 1 (mod p)}.

(a) Ìíîæåñòâî {m > 0: am ≡ 1 (mod p)} ñîñòîèò èç öåëûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, êðàòíûõ ord a.

(b) Åñëè am ≡ an (mod p), òî m− n äåëèòñÿ íà ord a.

(
) Ëåììà. ×èñëî p− 1 äåëèòñÿ íà ord a.

(d) Åñëè ordx è ord y âçàèìíî ïðîñòû, òî ord(xy) = ordx · ord y.
(e) Äëÿ ëþáûõ ëè a, x, p âåðíî, ÷òî a ordp x

a = ordp x?

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ìîæíî îïðåäåëèòü äåëåíèå

è îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè. Àíàëîãè óòâåðæäåíèé 3.1.4 (a, b) ñïðà-

âåäëèâû äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé.

3.1.5. Â ýòîé çàäà÷å áóêâàìè p, q, p1, . . . , pk îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷-

íûå ïðîñòûå ÷èñëà.

(a) Åñëè p 6= q è n íå äåëèòñÿ íè íà p, íè íà q, òî n(p−1)(q−1) − 1
äåëèòñÿ íà pq.

(b) Åñëè n íå äåëèòñÿ íà p, òî np
α(p−1) − 1 äåëèòñÿ íà pα+1

.

(
) Òåîðåìà Ýéëåðà.Ïóñòü n âçàèìíî ïðîñòî ñm = pα1
1 ·. . .·pαk

k .

Îáîçíà÷èì ϕ(m) := (p1− 1)pα1−1
1 · . . . · (pk − 1)pαk−1

k . Òîãäà nϕ(m)− 1
äåëèòñÿ íà m.

(d) ×èñëî ϕ(m) ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë îò 1 äî m, âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ m.

3.1.6. (Çàãàäêà.) Èçâåñòíî, ÷òî n�íå÷¼òíîå ÷èñëî îò 3 äî 47, íå

äåëÿùååñÿ íà 5. Êàê áûñòðî âû÷èñëÿòü íåèçâåñòíîå n ïî èçâåñòíîìó
n7 mod 50?
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3.3 Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû (2*)

Öåëü ýòîãî öèêëà çàäà÷ �ìîòèâèðîâàòü è îáñóäèòü ïðîáëåìó

ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a (mod p) äëÿ ïðîñòîãî p. Â ýòîì

ïóíêòå ÷åðåç p îáîçíà÷àåòñÿ íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî.

3.3.1. (a) Êàêèå îñòàòêè ìîãóò äàâàòü êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë ïðè

äåëåíèè íà 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10?

(b) Åñëè a2+ b2 äåëèòñÿ íà 3 (íà 7), òî a è b äåëÿòñÿ íà 3 (íà 7).
(
) ×èñëî âèäà 4k + 3 íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàä-

ðàòîâ.

(d) Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë,

íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû òð¼õ êâàäðàòîâ.

3.3.2. �åøèòå óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ:

(a) x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = y2 (â íå÷¼òíûõ ÷èñëàõ);
(b) 3x = 5y2 + 4y − 1; (
) x2 + y2 = 3z2; (d) 2x + 1 = 3y2;
(e) x2 = 2003y − 1; (f) x2 + 1 = py, ãäå p = 4k + 3;

3.3.3. (a) Åñëè p = 4k + 3 äåëèò a2 + b2, òî p|a è p|b.
(b) ×èñëî, â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå êîòîðîãî íåêîòîðûé ïðî-

ñòîé äåëèòåëü âèäà 4k+3 âõîäèò â íå÷¼òíîé ñòåïåíè, íå ïðåäñòàâèìî
â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ (öåëûõ ÷èñåë).

(
)

∗
Óðàâíåíèå x2 + 1 = py ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ ïðè p =

4k + 1 (è íåðàçðåøèìî ïðè p = 4k + 3).
(d)

∗
Ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû

äâóõ êâàäðàòîâ.

(e)

∗
×èñëî, â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå êîòîðîãî ëþáîé ïðîñòîé

äåëèòåëü âèäà 4k + 3 âõîäèò â ÷¼òíîé ñòåïåíè, ïðåäñòàâèìî â âèäå

ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

(f) Ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî Äîí Çàãèðà óòâåðæäåíèÿ (d) ìîæíî íàéòè â êíè-

ãå [Pr07-1℄.

3.3.4. (Çàãàäêà.) ¾Ñâåäèòå¿ óðàâíåíèå py = at2 + bt + c, a 6= 0,
ê ñðàâíåíèþ x2 ≡ k (mod p).

Îñòàòîê a 6= 0 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì (êâàäðàòè÷-

íûì íåâû÷åòîì) ïî ìîäóëþ p, åñëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a(p) ðàçðåøèìî
(íåðàçðåøèìî). Ñëîâà ¾ïî ìîäóëþ p¿ äàëåå îïóñêàþòñÿ.



Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ 55

3.4 Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè (3*)

Çäåñü ñòðîèòñÿ àëãîðèòì âûÿñíåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ

x2 ≡ a (mod p) äëÿ ïðîñòîãî p. Èñïîëüçóåòñÿ ï. 3.3 ¾Êâàäðàòè÷íûå
âû÷åòû¿.

3.4.1. Åñëè ÷èñëî p = 8k + 5 ïðîñòîå, òî
(a) 24k+2 ≡ −1 (mod p);
(b) óðàâíåíèå x2 − 2 = py íåðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

3.4.2. Åñëè ÷èñëî p = 8k + 1 ïðîñòîå, òî
(a) 24k ≡ 1 (mod p);
(b) óðàâíåíèå x2 − 2 = py ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

3.4.3. (a) Åñëè ÷èñëî p = 8k ± 1 ïðîñòîå, òî 2(p−1)/2 ≡ 1 (mod p).
(b) Åñëè ÷èñëî p = 8k ± 3 ïðîñòîå, òî 2(p−1)/2 ≡ −1 (mod p).
(
) Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ p ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x2 − 2 = py?

3.4.4. (à) Åñëè ÷èñëî p = 12k ± 1 ïðîñòîå, òî 3(p−1)/2 ≡ 1 (mod p).
(b) Åñëè ÷èñëî p = 12k ± 5 ïðîñòîå, òî 3(p−1)/2 ≡ −1 (mod p).
(
) Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ p ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x2 − 3 = py?

3.4.5. Äëÿ íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ðàññìîòðèì ñèìâîë Ëåæàíä-

ðà

(a
p

)
:=

{
+1, a�êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p;
−1, a�êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p.

Íàïðèìåð,

(
2
p

)
= (−1)(p

2−1)/8
ïî çàäà÷å 3.4.3 è

(
ab
p

)
=
(
a
p

)(
b
p

)
ïî

çàäà÷å 3.3.8.

(a) Êðèòåðèé Ýéëåðà. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

(b) Ëåììà �àóññà. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(a
p

)
= (−1)

(p−1)/2∑
x=1

[ 2ax
p

]
.
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3.5 Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè (3*)

3.5.1. (2�7) Ñ�îðìóëèðóéòå è îáîñíóéòå àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñðàâ-

íåíèÿ ax ≡ b (m) äëÿ çàäàííûõ a, b, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ çàäàííûì

m ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7}.
(�åøåíèå òàêîãî ñðàâíåíèÿ � îäíà èç îñíîâíûõ ìîòèâèðîâîê ýòî-

ãî çàíÿòèÿ.)

3.5.2. (a) Åñëè (a, 35) = 1, òî a12 ≡ 1 (mod 35).
(b) Åñëè m äåëèòñÿ íà äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ íå÷¼òíûõ ÷èñëà

è (a,m) = 1, òî a
ϕ(m)

2 ≡ 1 (mod m).

Ïóñòü (g,m) = 1. Âû÷åò g íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî

ìîäóëþ m, åñëè îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m ÷èñåë g1, g2, . . . , gϕ(m) ≡ 1
ðàçëè÷íû. Íàïðèìåð,

• ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 5, à ÷èñëî

4 � íåò;

• ïî çàäà÷å 3.5.2 (b) åñëè m äåëèòñÿ íà äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

íå÷¼òíûõ ÷èñëà, òî íå ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäó-

ëþ m.

3.5.3. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ïðîñòîìó

ìîäóëþ ñëåäóþùåãî âèäà:

(a) 257; (b) 2l+1; (
) 2k ·3l+1; (d) 151; (e) 2k ·3l ·5m+1.

Ïðîñòîé ìåòîä ðåøåíèÿ ïóíêòîâ (a), (b), (
), íå ïðîõîäèò äëÿ

(d), (e). Ïðîäåìîíñòðèðóåì ìåòîä ðåøåíèÿ ïóíêòîâ (d), (e) íà ïðè-

ìåðàõ.

3.5.4. (a) Âû÷åò g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 97 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè g48, íè g32 íå ñðàâíèìû ñ 1 ïî ìîäóëþ 97.

(b) Ñðàâíåíèå x48 ≡ 1 (mod 97) èìååò ðîâíî 48 ðåøåíèé.
(
) Ñðàâíåíèå x32 ≡ 1 (mod 97) èìååò ðîâíî 32 ðåøåíèÿ.
(d) Ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 97.

(e) Êîëè÷åñòâî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ 97 ðàâíî 32.

3.5.5. (a) Âû÷åò g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 151 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè g30, íè g50, íè g75 íå ñðàâíèìû ñ 1 ïî

ìîäóëþ 151.



Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ 61

3.6 Âûñîêèå ñòåïåíè (3*).À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ, À.Á.Ñêî-

ïåíêîâ

3.6.1. (a) Äëÿ ëþáûõ n è íå÷åòíîãî k ÷èñëî k2
n−1 äåëèòñÿ íà 2n+2

.

(b) Äëÿ ëþáîãî n ÷èñëî 23·7
n − 1 äåëèòñÿ íà 7n+1

.

3.6.2. Ïðè êàêèõ a

(a) 2a − 1 äåëèòñÿ íà 3100; (b) 2a + 1 äåëèòñÿ íà 3100;

(
) 5a − 1 äåëèòñÿ íà 2100; (d) 2a − 1 äåëèòñÿ íà 5100?

Óòâåðæäåíèå 3.6.1 (a) îçíà÷àåò, ÷òî íè ïðè êàêîì n > 3 íå ñó-

ùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ 2n (ñì. îïðåäåëåíèå â ï.
3.5). Îòâåòû ê çàäà÷àì 3.6.2.(a),(d),(
) è óòâåðæäåíèå 3.6.1.(b) îçíà-

÷àþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî

ìîäóëþ 3n è ïî ìîäóëþ 5n, à ÷èñëà 5 è 2 íå ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàç-

íûìè êîðíÿìè ïî ìîäóëþ 2n è ïî ìîäóëþ 7n.

3.6.3. (a) Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 7100.

(b) Òåîðåìà. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïî ìî-

äóëÿì 2, 4, pn, 2pn.

3.6.4. Ïóñòü p > 2 ïðîñòîå, g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p
è gp−1 − 1 íå äåëèòñÿ íà p2. Òîãäà g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî

ìîäóëþ

(a) p2; (b) p3; (
) pn äëÿ ëþáîãî n.

3.6.5. Ïóñòü p > 2 ïðîñòîå.

(a) Åñëè g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, òî îäíî èç ÷è-
ñåë gp−1 − 1 è (g + p)p−1 − 1 íå äåëèòñÿ íà p2.

(b) Åñëè g�ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p2, òî g�ïåðâî-

îáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn äëÿ ëþáîãî n.

(
) Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïåðâîîá-

ðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn.
(d) Tî æå ïî ìîäóëþ 2pn.

3.6.6. Ëåììà îá óòî÷íåíèè ïîêàçàòåëÿ. Ïóñòü p�ïðîñòîå ÷èñ-

ëî, p > 2 èëè n > 1, q íå äåëèòñÿ íà p è x− 1 äåëèòñÿ íà pn, íî íå
íà pn+1

.

(a) ×èñëî xq − 1 äåëèòñÿ íà pn, íî íå íà pn+1
.
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4.2 �åøåíèå óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòåïåíè (2)

Áëàãîäàðþ Î.Å.Îð¼ë çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ïðèâåä¼ííûé çäåñü ìàòåðèàë âàæåí è øèðîêî èçâåñòåí, íî íå

âõîäèò â øêîëüíóþ èëè óíèâåðñèòåòñêóþ ïðîãðàììó. Îòëè÷èå ïðè-

âîäèìîãî ðàññóæäåíèÿ îò âñòðå÷àþùèõñÿ â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ â òîì,

÷òî (âìåñòî íåìîòèâèðîâàííûõ çàìåí) óðàâíåíèÿ åñòåñòâåííî ñâî-

äÿòñÿ ê òàêèì, êîòîðûå ÿñíî, êàê ðåøàòü.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2 + 4x − 1 = 0 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

y2 − 5 = 0 çàìåíîé ïåðåìåííîé y = x+ 2.

4.2.1. (a) Óðàâíåíèå x3 + 3x2 + 5x + 7 = 0 ¾ñâîäèòñÿ¿ çàìåíîé

ïåðåìåííîé ê óðàâíåíèþ y3+py+ q = 0 ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè p, q.
(b) Óðàâíåíèå ax3+bx2+cx+d = 0 ïðè a 6= 0 ¾ñâîäèòñÿ¿ çàìåíîé

ïåðåìåííîé ê óðàâíåíèþ y3+py+ q = 0 ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè p, q.
(
) Óðàâíåíèå ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0 ïðè a 6= 0 ¾ñâîäèòñÿ¿

çàìåíîé ïåðåìåííîé ê óðàâíåíèþ y4+py2+qy+r = 0 ñ íåêîòîðûìè
÷èñëàìè p, q, r.

4.2.2. (a) Äîêàæèòå, ÷òî

3
√

2 +
√
5− 3

√√
5− 2 = 1.

(b) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x3−3 3
√
2x+3 = 0.

Óêàçàíèå. Ìåòîä äåëü Ôåððî. Òàê êàê

(u+ v)3 = u3 + v3 + 3uv(u+ v),

òî ÷èñëî u+ v ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x3−3uvx− (u3+ v3) = 0.

(
) �åøèòå óðàâíåíèå x3 − 3 3
√
2x+ 3 = 0.

4.2.3. (a) �àçëîæèòå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå a3 + b3 + c3 − 3abc.
(b) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî a2 + b2 + c2 > ab + bc + ca. Êîãäà

äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?

(
) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî a3 + b3 + c3 > 3abc ïðè a, b, c > 0.
(d) �àçëîæèòå âûðàæåíèå a3 + b3 + c3 − 3abc íà ëèíåéíûå ìíî-

æèòåëè ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè.

Çàäà÷è ýòîãî ïóíêòà î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Íî äëÿ èõ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìû ëèøü ìèíèìàëüíûå ñâåäåíèÿ î êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñëàõ: äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü çàäà÷è 4.5.1 è 4.5.2.
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4.2.4. (a) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìû, îïèñûâàþùèå âñå

âåùåñòâåííûå (âñå êîìïëåêñíûå) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2+px+q = 0.
(b) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìû, îïèñûâàþùèå âñå âå-

ùåñòâåííûå (âñå êîìïëåêñíûå) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x3 + px+ q = 0
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàáîòàåò ìåòîä äåëü Ôåððî (ñì. çàäà÷ó 4.2.2).

À ïðè êàêîì óñëîâèè íà p, q ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä äëÿ âåùåñòâåííûõ

ðåøåíèé, åñëè êâàäðàòíûå êîðíè ðàçðåøàåòñÿ èçâëåêàòü òîëüêî èç

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë?

(
) Ñîñòàâüòå àëãîðèòì (òî÷íîãî, èëè ñèìâîëüíîãî) íàõîæäåíèÿ

âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ ax3 + bx2 + cx + d = 0, ãäå
a 6= 0.

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì äåëü

Ôåððî â �îðìóëàõ íåîæèäàííûì îáðàçîì âîçíèêàþò êîìïëåêñíûå

÷èñëà � êàê ðàç òîãäà, êîãäà âñå êîðíè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âåùå-

ñòâåííû. Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî òàêæå ðåøàòü ñëåäóþùèì ¾÷èñòî

âåùåñòâåííûì¿ ìåòîäîì. Îí òàêæå èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïîäâîäèò

ê òðàíñöåíäåíòíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé [PSo℄.

4.2.5. (a) �åøèòå óðàâíåíèå 4x3 − 3x = 1
2 .

(b) �åøèòå óðàâíåíèå x3 − 3x− 1 = 0.
(
) Èñïîëüçóÿ �óíêöèè cos è arccos, íàïèøèòå îáùóþ �îðìóëó

äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x3+px+q = 0 ìåòîäîì, íàìå÷åííûì â ýòîé

çàäà÷å. Ïðè êàêîì óñëîâèè óðàâíåíèå x3+px+q = 0 ðåøàåòñÿ ýòèì
ìåòîäîì?

4.2.6. �åøèòå óðàâíåíèå

(a) (x2 + 2)2 = 9(x− 1)2; (b) x4 + 4x− 1 = 0;

(
) x4 + 2x2 − 8x− 4 = 0; (d) x4 − 12x2 − 24x− 14 = 0.

Óêàçàíèå ê çàäà÷å 4.2.6 (b).Ìåòîä Ôåððàðè. Ïîäáåðèòå òàêèå

α, b, c, ÷òî
x4 + 4x− 1 = (x2 + α)2 − (bx+ c)2.

Äëÿ ýòîãî íàéäèòå õîòÿ áû îäíî α, äëÿ êîòîðîãî êâàäðàòíûé òð¼õ-
÷ëåí (x2 + α)2 − (x4 + 4x− 1) îò x ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

Äëÿ ýòîãî íàéäèòå äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà. Îí

ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îò α è íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêîé

ðåçîëüâåíòîé ìíîãî÷ëåíà x4 + 4x− 1.
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4.7 Äèî�àíòîâû óðàâíåíèÿ è ãàóññîâû ÷èñëà (4*).À.ß.Êà-

íåëü-Áåëîâ

Âñåì õîðîøî çíàêîì àëãîðèòì Åâêëèäà. Äàíû äâà ÷èñëà a, b. Èç
íèõ âûáèðàåòñÿ áîëüøåå, èç áîëüøåãî âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå, áîëü-

øåå çàìåíÿåòñÿ íà ðàçíîñòü, è ñ íîâîé ïàðîé ÷èñåë ïðîèçâîäèòñÿ òà

æå ïðîöåäóðà. Ñì. çàäà÷ó 2.5.9 (b). Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëè-

äà äîêàçûâàþòñÿ àðè�ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷èñåë è ýòî Âû èçó÷àëè

ðàíüøå (ñì. ï. 2.5 ¾Ëèíåéíûå äèî�àíòîâû óðàâíåíèÿ¿ è ï. 4.4 ¾Äå-

ëèìîñòü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ¿). Ïðèâåä¼ì ïðèíöèïèàëüíî íîâûå (äëÿ

áîëüøèíñòâà øêîëüíèêîâ) åãî ïðèìåíåíèÿ.

4.7.1. �åøèòå óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ:

(a) x2 + 4 = y3; (b) x2 + 2 = yn; (
)

∗ x3 + y3 = z3.

Ïîïðîáóéòå ïîðåøàòü èõ, íå ÷èòàÿ äàëüíåéøåãî! Âïðî÷åì, ó Âàñ

âðÿä ëè ïîëó÷èòñÿ. Âîçâðàùàéòåñü ê ýòîé çàäà÷å ïî ìåðå ÷òåíèÿ

äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ x2 + 4 = y3 â öåëûõ ÷èñëàõ õî÷åòñÿ

äåéñòâîâàòü òàê: x2 + 4 = (x + 2i)(x − 2i). Ïðè íå÷¼òíîì x îáà ýòè

ìíîæèòåëè âçàèìíî ïðîñòû, è ïîòîìó îáà ÿâëÿþòñÿ êóáàìè. Èç

ýòîãî ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå. (Ñëó÷àé ÷¼òíîãî x õèòðåå: îáå ñêîáêè

ìîãóò äåëèòüñÿ íà (1+ i)3.) Ïîïðîáóéòå äîâåñòè ðåøåíèå äî êîíöà,
à çàòåì ñðàâíèòü ñ ïðèâåä¼ííûì â êîíöå òåìû.

Îäíèì ñëîâîì, õî÷åòñÿ íàñëàæäàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûìè âîçìîæ-

íîñòÿìè ïðè ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ ãàóñ-

ñîâûõ ÷èñåë, ò. å. ÷èñåë âèäà a + bi ñ öåëûìè a è b. Îäíàêî íå

âñ¼ êîòó ìàñëåíèöà � òàê ïîëó÷àåòñÿ íå âñåãäà (ñì. çàäà÷è 2.2.8 (b)

è 4.7.3 (b)), íî èíîãäà ïîëó÷àåòñÿ. ×òîáû ïðèìåíÿòü ðàçëîæåíèå íà

ìíîæèòåëè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, íóæíà îäíîçíà÷íîñòü ðàçëî-

æåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Åñëè îíà èìååò ìåñòî, òî ìû èìå-

åì âñ¼ òå æå àðè�ìåòè÷åñêèå óäîâîëüñòâèÿ, ÷òî è äëÿ öåëûõ ÷èñåë.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò óäèâèòåëüíûé �àêò: äëÿ àðè�ìå-

òè÷åñêèõ óäîâîëüñòâèé äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêèé �àêò

î âîçìîæíîñòè äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.

4.7.2. �àóññîâî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ (ãàóññîâî) ïðîñòûì, åñëè îíî íå

ðàçëàãàåòñÿ íà äâà ãàóññîâûõ ìíîæèòåëÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ îòëè-
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÷åí îò ±1 è±i. Â ýòîé çàäà÷å ëàòèíñêèå áóêâû îáîçíà÷àþò ãàóññîâû

÷èñëà.

(a) Îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âûòåêàåò

èç ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà (àíàëîãà ëåììû Åâêëèäà 2.5.7 (ñ)).

Ôàêòîðèàëüíîñòü. Äëÿ ëþáûõ a, b åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò
ab, òî p äåëèò a èëè p äåëèò b.

(b) Ôàêòîðèàëüíîñòü âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà (àíàëîãà

ëåììû î ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ 2.5.7 (a)).

�ëàâíîèäåàëüíîñòü. Äëÿ ëþáûõ a, b ñóùåñòâóþò òàêèå x, y,
÷òî xa + yb = gcd(a, b). (Äàéòå îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî

äåëèòåëÿ gcd(a, b) ÷èñåë a, b ñàìîñòîÿòåëüíî!)

(
) �ëàâíîèäåàëüíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì (àíà-

ëîãîì òåîðåìû î äåëåíèè ñ îñòàòêîì 2.4.1 (b)).

Åâêëèäîâîñòü. Äëÿ ëþáûõ b 6= 0 è a ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî
|a− kb| < |b|.

4.7.3. Âåðíà ëè åâêëèäîâîñòü (è, çíà÷èò, �àêòîðèàëüíîñòü!) äëÿ

ìíîæåñòâà Z[ξ] ÷èñåë âèäà a+ bξ ñ öåëûìè a, b, åñëè ξ åñòü

(a)

√
−2; (b)

√
−3; (
) (1−

√
−3)/2; (d) (1−

√
−5)/2;

(e) (1−
√
−7)/2?

4.7.4. (a) Íèêàêîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k−1 íå ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó
äâóõ êâàäðàòîâ.

(b) Ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 1 ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó äâóõ

êâàäðàòîâ, ïðè÷¼ì ðîâíî îäíèì ñïîñîáîì.

(b) Ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî, ðîâíî 1024 ñïîñîáàìè ðàçëàãàþùå-

åñÿ â ñóììó äâóõ êâàäðàòîâ.

Ýòó çàäà÷ó ïðîùå ðåøàòü áåç ãàóññîâûõ ÷èñåë (ñì. ï. 3.3), îäíà-

êî ïîëåçíî ïîòðåíèðîâàòüñÿ â èõ ïðèìåíåíèè!

Ïîäðîáíåå ñì. [Pos, � 4℄. Ñì. òàêæå çàäà÷ó 4.4.7.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

4.7.1. (a) (�.È.Äåâÿòîâ) Îòâåò: x = ±2, y = 2 è x = ±11, y = 5.

Ïåðåéä¼ì ê öåëûì ãàóññîâûì ÷èñëàì è ïîëó÷èì (x+2i)(x−2i) =
y3.
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5.3 Êîìáèíàòîðèêà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (2)

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿù¼í ïîäñ÷¼òó ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòîñòè

(ò. å. ðàñêðàñîê è ò. ä.). Òàêîé ïîäñ÷¼ò ïîäâîäèò ÷èòàòåëÿ ê âàæíîìó

ïîíÿòèþ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è ê ýëåìåíòàðíîé �îðìóëèðîâêå

ëåììû Á¼ðíñàéäà. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî è äðóãèõ

ðåçóëüòàòîâ íà ÿçûêå àáñòðàêòíîé òåîðèè ãðóïï äåëàåò èõ ìåíåå

äîñòóïíûìè. Ñð. [ZSS, � 28 ¾Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê¿℄.

Íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â ðàñêðàñêå ïðèñóòñòâîâàëè âñå äàííûå öâå-

òà. �àñêðàñêè, ñîâìåùàþùèåñÿ âðàùåíèåì ïðîñòðàíñòâà (ò. å. äâè-

æåíèåì ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ è èìåþùèì íåïî-

äâèæíóþ òî÷êó), ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ 5.3.1.(b),

5.3.5.(e), 5.3.10 (è ïîòîìó ìîãóò áûòü ïðîïóùåíû ïðè ðåøåíèÿ îñòàëü-

íûõ çàäà÷).

Èçîìîð�èçì ìåæäó ãðà�àìè� òàêàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâà-

ìè èõ âåðøèí, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí ýòè âåðøèíû ñîåäèíåíû

ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû ïðè áèåêöèè ñîåäè-

íåíû ðåáðîì. Àâòîìîð�èçì ãðà�à� åãî èçîìîð�èçì íà ñåáÿ.

5.3.1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî

(a) ðàñêðàñîê ãðàíåé êóáà â êðàñíûé è ñåðûé öâåòà;

(b) çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ ñâÿçíûõ p-çâåííûõ ëîìàíûõ

(âîçìîæíî, ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âñå âåðøèíû

äàííîãî ïðàâèëüíîãî p-óãîëüíèêà.
Çäåñü p ïðîñòîå è ëîìàíûå, ñîâìåùàþùèåñÿ ïîâîðîòîì, íåîòëè-

÷èìû.

Çàäà÷è 5.3.1 ïðîñòûå, èõ ìîæíî ðåøèòü áåç èäåé, ïðèâîäÿùèõ

ê ëåììå Á¼ðíñàéäà.

5.3.2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê êàðóñåëè èç n íåçàíóìåðî-

âàííûõ âàãîí÷èêîâ â r öâåòîâ (ò. å. êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê âåðøèí

ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà â r öâåòîâ, åñëè ðàñêðàñêè, ñîâìåùàþùè-
åñÿ ïîâîðîòîì, íåîòëè÷èìû) äëÿ

(a) n = 5; (b) n = 4; (
) n = 6.

Çàäà÷ó 5.3.2 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ìîæíî ðåøèòü ñïîñîáîì, àíà-
ëîãè÷íûì ïðèäóìàííîìó âàìè äëÿ ìàëûõ n. Îäíàêî ðåøåíèå áóäåò
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ãðîìîçäêèì. Ïðèâåä¼ì áîëåå ïðîñòîé (äëÿ ¾î÷åíü íåïðîñòûõ¿ n)
ñïîñîá íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è 5.3.2 (ñ).

Íàçîâ¼ì (ðàñêðàøåííûì) ïîåçäîì ðàñêðàñêó êàðóñåëè èç çàíó-

ìåðîâàííûõ âàãîí÷èêîâ â r öâåòîâ. Òîãäà âñåãî èìååòñÿ r6 ïîåçäîâ
èç 6 âàãîí÷èêîâ.

�àñïðåäåëèì ïîåçäà ïî âîêçàëàì òàê, ÷òîáû íà êàæäîì âîêçàëå

íàõîäèëèñü âñå ïîåçäà, ïîëó÷åííûå èç íåêîòîðîé îäíîé ðàñêðàñêè

êàðóñåëè âñåâîçìîæíûìè ðàçðóáàíèÿìè. Òîãäà èñêîìîå êîëè÷åñòâî

Z ðàñêðàñîê ðàâíî êîëè÷åñòâó âîêçàëîâ.

Íàçîâåì ïåðèîäîì T (α) ïîåçäà α íàèìåíüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ

âåëè÷èíó öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà, ïåðåâîäÿùåãî ïîåçä α â ñåáÿ.

5.3.3. Êîëè÷åñòâî ïîåçäîâ íà âîêçàëå ðàâíî ïåðèîäó êàæäîãî èç

ïîåçäîâ, ñòîÿùèõ íà ýòîì âîêçàëå. Â ÷àñòíîñòè, ïåðèîäû ïîåçäîâ,

ñòîÿùèõ íà îäíîì âîêçàëå, ðàâíû.

Íà êàæäîì âîêçàëå âûáåðåì îäèí ïîåçä. Ïîñàäèì â íåãî 6 ïàññà-

æèðîâ è âûäàäèì èì áèëåòû ñ ÷èñëàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5. Òîãäà íóæíî

íàéòè îáùåå ÷èñëî 6Z ïàññàæèðîâ.

Ïî êîìàíäå êàæäûé ïàññàæèð ïåðåõîäèò â (ðàñêðàøåííûé) ïî-

åçä, ïîëó÷åííûé èç âûáðàííîãî ïîåçäà öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì íà

÷èñëî, óêàçàííîå â áèëåòå ïàññàæèðà. ßñíî, ÷òî êàæäûé ïàññàæèð

îñòàåòñÿ íà ïðåæíåì âîêçàëå.

5.3.4. (a) Â âûáðàííîì ïîåçäå α îñòàíåòñÿ 6/T (α) ïàññàæèðîâ. Áî-
ëåå �îðìàëüíî, êîëè÷åñòâî òåõ s ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, äëÿ êîòîðûõ öèê-
ëè÷åñêèé ñäâèã íà s ïåðåâîäèò ïîåçä α â ñåáÿ, ðàâíî 6/T (α).

(b) Â êàæäîì ïîåçäå α îêàæåòñÿ 6/T (α) ïàññàæèðîâ.

Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî 6Z ïàññàæèðîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõ ïàð

(α, s), â êîòîðûõ s ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} è α � ïîåçä, ïåðåõîäÿùèé â ñåáÿ

ïðè öèêëè÷åñêîì ñäâèãå íà s âàãîí÷èêîâ. Öèêëè÷åñêèé ñäâèã íà s
ïåðåâîäèò â ñåáÿ ðîâíî rgcd(s,6) ïîåçäîâ. Ïîýòîìó

6Z = r6 + r + r2 + r3 + r2 + r.

Ïðèâåäåííûé ïëàí ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �îðìóëû

6Z =
∑

x

T (x) · 6

T (x)
=
∑

α

6

T (α)
= r6 + r + r2 + r3 + r2 + r.
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Çäåñü ïåðâîå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ïî âñåì ðàñêðàñêàì

x êàðóñåëåé, à âòîðîå � ïî âñåì ïîåçäàì α.

5.3.5. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê

(a) êàðóñåëè èç n âàãîí÷èêîâ â r öâåòîâ;

(b) ðàñêðàñîê îæåðåëèé èç n = 2k+1 áóñèí â r öâåòîâ (îæåðåëüÿ
ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâìåùàþòñÿ ëèáî ïîâîðîòîì âî-

êðóã öåíòðà îæåðåëüÿ, ëèáî îñåâîé ñèììåòðèåé îæåðåëüÿ);

(
) íåçàíóìåðîâàííûõ ãðàíåé êóáà â r öâåòîâ;

(d) íåçàíóìåðîâàííûõ âåðøèí êóáà â r öâåòîâ;

(
) â r öâåòîâ âåðøèí ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà?

(e) ðàñêðàñîê íåçàíóìåðîâàííûõ âåðøèí ãðà�à K3,3 (ðèñ. 2) â r
öâåòîâ (ðàñêðàñêè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâìåùàþòñÿ

àâòîìîð�èçìîì ýòîãî ãðà�à).

�èñ. 2: �ðà� K3,3

5.3.6. Ïåðå÷èñëèòå âñå âðàùåíèÿ êóáà (ò. å. âðàùåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà, ïåðåâîäÿùèå êóá â ñåáÿ). (Ýòà çàäà÷à ðàçáèòà íà øàãè â [SZ,

ï. ¾Ñàìîñîâìåùåíèÿ¿℄.)

Ïðèâåäåì ïëàí ðåøåíèÿ çàäà÷è 5.3.5 (
). (Ïóíêòû (b)�(e) ðåøà-

þòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóíêò (b) ðåøàåòñÿ è áåç ýòîãî óêàçàíèÿ.)

Íàçîâ¼ì (ðàñêðàøåííîé) êîðîáêîé (èëè çàìîðîæåííîé ðàñêðàñ-

êîé) ðàñêðàñêó çàíóìåðîâàíûõ ãðàíåé êóáà â r öâåòîâ. Òîãäà âñåãî
èìååòñÿ r6 êîðîáîê.

�àñïðåäåëèì êîðîáêè ïî êîìíàòàì òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîìíàòå

íàõîäèëèñü âñå êîðîáêè, ïîëó÷åííûå èç íåêîòîðîé îäíîé êîðîáêè

âñåâîçìîæíûìè âðàùåíèÿìè. Òîãäà èñêîìîå êîëè÷åñòâî Z ðàñêðà-

ñîê ðàâíî êîëè÷åñòâó êîìíàò.
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Â êàæäîé êîìíàòå âûáåðåì îäíó êîðîáêó. Ïîñàäèì â íåå 24 òàðà-

êàíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ âðàùåíèÿì êóáà. Òîãäà íóæíî íàéòè îáùåå

÷èñëî òàðàêàíîâ 24Z.
Ïî êîìàíäå êàæäûé òàðàêàí ïåðåïîëçàåò â êîðîáêó, ïîëó÷åí-

íóþ èç âûáðàííîé òåì âðàùåíèåì, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó òà-

ðàêàíó. ßñíî, ÷òî êàæäûé òàðàêàí îñòàåòñÿ â ïðåæíåé êîìíàòå.

×èñëî òàðàêàíîâ, îñòàâøèõñÿ â âûáðàííîé êîðîáêå, ðàâíî êîëè÷å-

ñòâó âðàùåíèé êóáà, ïåðåâîäÿùèõ ýòó êîðîáêó â ñåáÿ. Îáîçíà÷èì

÷åðåç stα êîëè÷åñòâî âðàùåíèé êóáà, ïåðåâîäÿùèõ (ðàñêðàøåííóþ)
êîðîáêó (ò. å. çàìîðîæåííóþ ðàñêðàñêó) α â ñåáÿ.

5.3.7. (a) ×èñëî òàðàêàíîâ, îêàçàâøèõñÿ â êîðîáêå α, ðàâíî stα.
Áîëåå �îðìàëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò âðàùåíèå, ïåðåâîäÿùåå çàìîðî-

æåííóþ ðàñêðàñêó α â çàìîðîæåííóþ ðàñêðàñêó α′
, òî êîëè÷åñòâî

òàêèõ âðàùåíèé ðàâíî stα.
(b) Â ëþáîé äðóãîé êîðîáêå èç íåêîòîðîé êîìíàòû îêàæåòñÿ

ñòîëüêî æå òàðàêàíîâ, ñêîëüêî â âûáðàííîé êîðîáêå èç ýòîé êîìíà-

òû. Áîëåå �îðìàëüíî, äëÿ ëþáûõ äâóõ çàìîðîæåííûõ ðàñêðàñîê α
è α′

, ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà ïðè íåêîòîðîì âðàùåíèè, âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî stα = stα′
. (Ýòè ðàâíûå ÷èñëà îáîçíà÷àþòñÿ stx, ãäå

x� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàñêðàñêà íåçàíóìåðîâàííûõ ãðàíåé êóáà.)

Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî òàðàêàíîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõ ïàð (α, s),
â êîòîðûõ s� âðàùåíèå êóáà è α�êîðîáêà, ïåðåõîäÿùàÿ â ñåáÿ ïðè

âðàùåíèè s. Ïîýòîìó îñòàëîñü ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

5.3.8. Äëÿ êàæäîãî âðàùåíèÿ êóáà s íàéäèòå êîëè÷åñòâî �xs êî-
ðîáîê (ò. å. çàìîðîæåííûõ ðàñêðàñîê), ïåðåõîäÿùèõ â ñåáÿ ïðè âðà-

ùåíèè s.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nx êîëè÷åñòâî çàìîðîæåííûõ ðàñêðàñîê, îò-

âå÷àþùèõ ðàñêðàñêå x. Òîãäà äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè x ÷èñëî stx ·Nx

ðàâíî êîëè÷åñòâó âðàùåíèé êóáà, ò. å. 24. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûé

ïëàí ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �îðìóëû

24Z =
∑

x

stx ·Nx =
∑

α

stα =
∑

s

�xs.

Çäåñü ïåðâîå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ðàñêðàñêàì x íåçà-
íóìåðîâàííûõ ãðàíåé, âòîðîå � ïî âñåì çàìîðîæåííûì ðàñêðàñêàì α,
à òðåòüå � ïî âñåì âðàùåíèÿì êóáà s.
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Êàê ñ�îðìóëèðîâàòü îáùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî áûëî

ïðèìåíÿòü âìåñòî ïîâòîðåíèÿ íàìå÷åííûõ ðåøåíèé çàäà÷ 5.3.5 (a), (
)?

5.3.9. Ëåììà Á¼ðíñàéäà. Ïóñòü çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M
è ñåìåéñòâî {g1, g2, . . . , gn} ïðåîáðàçîâàíèé ýòîãî ìíîæåñòâà, çà-

ìêíóòîå îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ êîìïîçèöèè è âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëå-

ìåíòà. Íàçîâ¼ì ýëåìåíòû ìíîæåñòâàM ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí

èç íèõ ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãîé îäíèì èç äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òîãäà êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâíî

1
n

n∑
k=1

�x(gk), ãäå

�x(gk)�êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M , êîòîðûå ïðåîáðàçî-

âàíèå gk ïåðåâîäèò â ñåáÿ.

5.3.10. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ãðà�îâ ñ n âåðøèíàìè ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîð�èçìà. (Îòâåò ìîæíî îñòàâèòü â âèäå ñóììû.)

5.3.11. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî bn îòîáðàæåíèé {0, 1}n → {0, 1} ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ.

Ïîäñêàçêè

5.3.1. Îòâåòû: (a) 10; (b) p− 2 + ((p− 1)! + 1)/p.

5.3.2. Îòâåòû: (a) (r5 + 4r)/5; (b) (r4 + r2 + 2r)/4;

5.3.5. (a) Îòâåò:

1
n

∑
d|n
ϕ
(
n
d

)
rd. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(n) îïðåäåëåíà

â çàäà÷å 3.1.5.
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7 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëû

Ýòîò ïàðàãðà� ïî÷òè íåçàâèñèì îò îñòàëüíîé ÷àñòè êíèãè. Â äðó-

ãèõ ìåñòàõ èç íåãî èñïîëüçóþòñÿ ëèøü ïðîñòûå �àêòû.

7.1 Êîíå÷íûå ñóììû è ðàçíîñòè (3)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñóìì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}∞n=1 íàçû-

âàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = Σan := a1 + . . . + an, à ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ðàçíîñòåé �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn = ∆an := an+1 −
an.

Íàïðèìåð, ∆2n = 2n è Σ2n = 2n+1 − 2.
(Ñóììà è ðàçíîñòü � àíàëîãè èíòåãðàëà è ïðîèçâîäíîé.)

Â ýòîì ïóíêòå n îáîçíà÷àåò íîìåð ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

¾ïî êîòîðîìó¿ áåð¼òñÿ ñóììà è ðàçíîñòü. Òàê, íàïðèìåð, ∆2k = 0.

7.1.1. Íàéäèòå

(a) ∆nk äëÿ êàæäîãî öåëîãî k > −1; (b) ∆cosn; (
) ∆(n·2n).
7.1.2. Íàéäèòå

(a) Σ sinn; (b) Σ 1
n(n+1)...(n+k) äëÿ êàæäîãî öåëîãî k > 0.

7.1.3. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íåêîòîðîé

íåïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an:
(a) ∆an = 0; (b) ∆an = 1; (
) ∆an = an;
(d) Σan = an; (e) Σ∆an = an; (f) ∆Σan = an?

7.1.4. (a) Íàéäèòå

n∑
k=0

(−1)kk2
(n
k

)
.

(b) Ëåììà. k-ÿ ðàçíîñòü ìíîãî÷ëåíà k-é ñòåïåíè åñòü ïîñòîÿí-
íàÿ, à (k + 1)-ÿ ðàâíà 0.

(
) (Çàãàäêà.) Âûðàçèòå ∆kan ÷åðåç an, an+1, . . . , an+k.

(d) Ëåììà. �àâåíñòâî ∆kan = 0 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà an �ìíîãî÷ëåí îò n ñòåïåíè íå âûøå k − 1.
(e) Äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Pλ(n), èìåþùåãî ñòåïåíü l ïðè

λ 6= 1 è ñòåïåíü l − 1 ïðè λ = 1, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∆(nlλn) =
Pλ(n)λ

n
.

(f) Ôîðìóëà Ëåéáíèöà. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆(anbn) = an+1∆bn + bn∆an.
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7.3 Êîíêðåòíàÿ òåîðèÿ ïðåäåëîâ (4*)

Çàäà÷è ýòîãî ïóíêòà èíòåðåñíû íå òîëüêî êàê ïðîñòåéøèé ñïî-

ñîá ðàçîáðàòüñÿ â òåîðèè ïðåäåëîâ. Ïîõîæèå çàäà÷è î êîíêðåòíûõ,

õîòÿ è ãðóáûõ îöåíêàõ ÷àñòî âîçíèêàþò è íà îëèìïèàäàõ, è â ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêå, è â òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêå.

Â ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ �óíêöèÿìè

n
√
x, ax,

loga x, arcsin x è ò. ï. áåç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ �óíêöèé (ïîñêîëüêó äëÿ
èõ îïðåäåëåíèÿ � íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òà-

êîãî x, ÷òî x2 = 2, ��àêòè÷åñêè íóæíî ýòè çàäà÷è ðåøèòü). Èñ-

êëþ÷åíèå: åñëè íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ â óñëîâèè, òî å¼

ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ðåøåíèè. Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçà-

òåëüñòâà ñâîéñòâàìè íåðàâåíñòâ.

7.3.1. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî òàêîå N , ÷òîáû äëÿ ëþáîãî n > N
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî an > 109, åñëè

(a) an =
√
n; (b) an = n2 − 3n + 5; (
) an = 1,02n;

(d) an = 1 + 1
2 +

1
3 + 1

4 + . . .+ 1
n .

7.3.2. Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè. Äîêàæèòå, ÷òî (1 + x)a > 1 + ax
äëÿ ëþáûõ x > −1 è

(a) öåëîãî a > 1; (b) ðàöèîíàëüíîãî a > 1;
(
) äåéñòâèòåëüíîãî a > 1.

7.3.3. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ïàðó òàêèõ a è N , ÷òîáû äëÿ ëþáîãî

n > N âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |an − a| < 10−8
, åñëè

(a) an = n2−n+28
n−2n2 ; (b)

√
5 +

2

n
; (
) an = n

(√
1 + 1

n − 1

)
;

(d) an = n

(
3

√
1 + 1

n − 1

)
; (e) an = 0, 99n; (f) an = n

√
2;

(g) an = n9/2n; (h)

∗ an = (1 + 1/n)n; (i)

∗ an = n( n
√
2− 1);

(j) an = 1
12
+ 1

22
+ . . .+ 1

n2 ; (k)

∗ an = 1
1
√
1
+ 1

2
√
2
+ 1

3
√
3
+ . . .+ 1

n
√
n
;

(l)

∗ an = 1
0! +

1
1! + . . .+ 1

n! ; (m)

∗ an = 1− 1
3 +

1
5 − 1

7 + . . .+ (−1)n

2n+1 .

7.3.4. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ïàðó òàêèõ a è δ > 0, ÷òîáû äëÿ

ëþáîãî x ∈ (−δ, δ) áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x)− a| < 3 · 10−9

äëÿ �óíêöèè f(x), ðàâíîé
(a) x3; (b) 3x; (
) sinx; (d)

sinx
x ;

(e)

√
1+x5

cos x−2 ; (f)

1+sinx
x3−1

; (g) (1 + 1/x)x.
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7.6 Ïðèìåðû òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë

7.6.1 Ââåäåíèå (1)

×èñëî x íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì óðàâíåíèÿ atx
t + at−1x

t−1 + . . . + a1x + a0 = 0 ñ öåëûìè

êîý��èöèåíòàìè at 6= 0, at−1, . . . , a0. Ïåðâûé ÿâíûé ïðèìåð òðàíñ-
öåíäåíòíîãî ÷èñëà áûë ïðèâåäåí Æîçå�îì Ëèóâèëëåì â 1835 (ñì.

òåîðåìó 7.6.4.a è [CR, �ë. 2, �6℄). Â 1929 Êóðò Ìàëåð [Ma29℄ äîêàçàë

òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà Ìàëåðà (
ì. òåîðåìó 7.6.7; ýòà òðàíñöåí-

äåíòíîñòü íå ñëåäóåò íè èç îáùåé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ 7.6.4.b, íè èç

òåîðåì Òóý, Çèãåëÿ è �îòà [CR, �ë. 2, �6℄, [Fe83℄). Â ðàáîòå [Ma29℄

áûë ïîëó÷åí áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, ñð. [Ga80, Ni96℄. Íî äîêàçà-

òåëüñòâî â [Ma29℄ (òàê æå êàê è â [Ni96℄) íå ýëåìåíòàðíî è äëèííî.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà òðàíñöåí-

äåíòíîñòè ÷èñåë Ëèóâèëëÿ è Ìàëåðà. Ïåðâîå èç íèõ îñíîâàíî íà

ýëåìåíòàðíîé âåðñèè òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåì çíà÷åíèè 8.2.7 (
).

Õîòÿ îíî èçâåñòíî ñïåöèàëèñòàì, ê ñîæàëåíèþ, îáû÷íî èçó÷àþòñÿ

áîëåå ñëîæíûå äîêàçàòåëüñòâà. Âòîðîå èç íèõ îñíîâàíî íà äâîè÷-

íîé çàïèñè. Âèäèìî, îíî íå áûëî èçâåñòíî äî [Sk02℄ è [AS03, �13.3,

pp. 399-401℄. Äîêàçàòåëüñòâà äîñòóïíû ñòàðøåêëàññíèêàì.

Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ïðîñòîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå äîêà-

çàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë [CR, �ë. 2, �6℄.

Îíî íå äàåò ÿâíîãî ïðèìåðà òðàíñöåíäåíòíîãî ÷èñëà, õîòÿ äàåò àë-

ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè.

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ âåðñèÿ ÷àñòè ýòîãî ïóíêòà ïðåäñòàâëÿëàñü â

2002 ã. À. Êàèáõàíîâûì íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè Intel ISEF

(ÑØÀ, Ëóèñâèëëü), à òàêæå È. Íèêîêîøåâûì è À. Ñêîïåíêîâûì

íà Ëåòíåé Êîí�åðåíöèè Òóðíèðà �îðîäîâ (�îññèÿ, Áåëîðåöê). Áëà-

ãîäàðèì Â. Âîëêîâà, À. �àëî÷êèíà, Ä. Ëåøêî, À. Ïàõàðåâà, À. �ó-

õîâè÷à è Ë. Øàáàíîâà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ïåðåä èçó÷åíèåì ýòîãî ïóíêòà ïîëåçíî ïðîðåøàòü ï. 4.1.
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8.2 Ýëåìåíòû àíàëèçà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ (2)

Ïåðåìåíîé çíàêà â êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b0, . . . , bk íåíó-
ëåâûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òàêîé èíäåêñ i ∈ {1, . . . , k}, ÷òî ÷èñëà bi−1

è bi èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïåðåìåíîé çíàêà â êîíå÷íîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ïåðåìåíà çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó-

÷åííîé èç äàííîé âû÷¼ðêèâàíèåì íóëåé.

8.2.1. (a) ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax2+bx+c =
0 íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, b, c.

(b) ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax3+bx2+cx+d =
0 íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, b, c, d.

8.2.2. (a) Ïðàâèëî çíàêîâ Äåêàðòà. ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ðå-

øåíèé óðàâíåíèÿ pnx
n + . . . + p1x + p0 = 0 íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà

ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè p0, . . . , pn.
(b) Êàê àíàëîãè÷íî ïðàâèëó çíàêîâ Äåêàðòà îöåíèòü êîëè÷åñòâî

îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé äàííîãî ìíîãî÷ëåíà?

(
)

∗
Êàê àíàëîãè÷íî ïðàâèëó çíàêîâ Äåêàðòà îöåíèòü êîëè÷å-

ñòâî êîðíåé äàííîãî ìíîãî÷ëåíà íà äàííîì ïðîìåæóòêå [a, b]?
(d) Íåðàâåíñòâà Ìàêëîðåíà. Äëÿ x1, . . . , xn > 0 îáîçíà÷èì

Mk =
k

√√√√
∑

i1<...<ik

xi1 · . . . · xik
(n
k

) .

(Çàìåòüòå, ÷òî M1� ýòî ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå è Mn � ñðåäíåå

ãåîìåòðè÷åñêîå.) Òîãäà M1 > . . . >Mn.

8.2.3. (a) Ïðè ÷¼òíîì n ìíîãî÷ëåí

n∑
k=0

xk

k! íå èìååò âåùåñòâåííûõ

êîðíåé, à ïðè íå÷¼òíîì n èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

(b) Åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü ïðè íå÷¼òíîì n (èëè

ìèíèìàëüíûé ìîäóëü êîìïëåêñíîãî êîðíÿ ïðè ëþáîì n) ìíîãî÷ëå-

íà

n∑
k=0

xk

k! ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n→ ∞.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ è ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷ ïîëåçíî ñëåäóþùåå

ïîíÿòèå. Ïðåäïðîèçâîäíîé f ′ ìíîãî÷ëåíà f íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Df (x, y) :=
f(y)−f(x)

y−x îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, y. (Ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó
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8.5 Ïðèìåíåíèÿ êîìïàêòíîñòè (4*). À.ß.Êàíåëü-Áå-

ëîâ

Â ýòîì ïóíêòå çàäà÷è ïîñëîæíåå è ïîäñêàçîê ïîìåíüøå. Îäíà-

êî îí áóäåò èíòåðåñåí ÷èòàòåëþ, òàê êàê, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî,

òàêàÿ ïîäáîðêà èíòåðåñíûõ çàäà÷ ïî ýòîé âàæíîé òåìå âïåðâûå ïóá-

ëèêóåòñÿ â íåñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå.

8.5.1. Áëèçêàÿ èäåÿ â êîíå÷íîì ñëó÷àå. Çàïèñü ÷èñëà ñîñòî-

èò èç íóëåé è åäèíèö. Ëþáîé �ðàãìåíò ¾10¿ ÷èñëà çàìåíÿþò íà

¾0001¿. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî çàìåíÿòü áóäåò íå÷åãî.

8.5.2. Èäåÿ êîìïàêòíîñòè. (a) Èçâåñòíî, ÷òî ÷åëîâå÷åñòâî æèâ¼ò

âå÷íî, à ÷èñëî ëþäåé â êàæäîì ïîêîëåíèè êîíå÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî

íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà íàñëåäíèêîâ.

(b) Â áåñêîíå÷íîì ïàðëàìåíòå ó êàæäîãî ïàðëàìåíòàðèÿ íå áî-

ëåå òð¼õ âðàãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðëàìåíò ìîæíî ðàçáèòü íà äâå

ïàëàòû òàê, ÷òî ó êàæäîãî ïàðëàìåíòàðèÿ áóäåò íå áîëåå îäíîãî

âðàãà â ñâîåé ïàëàòå. (Äëÿ êîíå÷íîãî ïàðëàìåíòà ýòà çàäà÷à ðàçáè-

ðàåòñÿ â [SZ, çàäà÷à 7 â ï. ¾Ïîëóèíâàðèàíòû¿℄.)

(
) Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ êîíå÷íóþ êàðòó íà ïëîñêîñòè ìîæíî

ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 4 öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïðîèçâîëüíóþ
êàðòó íà ïëîñêîñòè òàêæå ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 4 öâåòà.
(Ñòðàíû ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãîóãîëüíèêàìè. �àñêðàñêà íàçûâàåò-

ñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâå ñòðàíû ñ îáùèì ó÷àñòêîì ãðàíèöû

ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.)

(d) (Çàãàäêà.) Ïðî÷èòàéòå [SZ, ï. ¾Ïîëóèíâàðèàíòû¿℄. Êàêèå

óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, à êàêèå íåò?

8.5.3. Äëÿ ëþáûõ M è k íàéä¼òñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå v ñ òàêèì
ñâîéñòâîì: åñëè âñå ð¼áðà ïîëíîãî ãðà�à ñ v âåðøèíàìè ïîêðàøåíû
â M öâåòîâ, òî íàéä¼òñÿ ïîëíûé ïîäãðà� ñ k âåðøèíàìè, âñå ð¼áðà
êîòîðîãî ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

8.5.4. Èç ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë ìîæ-

íî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèáî òàê, ÷òîáû êàæäûé å¼ ÷ëåí

äåëèëñÿ íà ïðåäûäóùèé, ëèáî òàê, ÷òîáû íè îäèí ÷ëåí íå äåëèëñÿ

íà äðóãîé.
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9 Ê àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé

Listeners are prepared to a

ept unstated (but hinted)

generalizations mu
h more than they are able ... to

de
ode a pre
isely stated abstra
tion and to re-invent

the spe
ial 
ases that motivated it in the �rst pla
e.

P. Halmos, How to talk mathemati
s.

9.1 Ââåäåíèå è �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

9.1.1 Î ÷¼ì ýòîò ïàðàãðà�

Çíàìåíèòûå òåîðåìû �àóññà 9.1.5, �ó��èíè 9.2.5, Àáåëÿ, �àëóà

9.1.13, 9.1.14 è Êðîíåêåðà î ïîñòðîèìîñòè ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëü-

íèêîâ è î íåðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ

� êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò àëãåáðû, èíòåðåñíûé äëÿ èí�îðìàòèêè

(òåîðèè ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé).

Îïðåäåëåíèÿ ïîñòðîèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â ðàäèêàëàõ, à òàê-

æå �îðìóëèðîâêè óêàçàííûõ òåîðåì, ïðèâåäåíû â ï. 9.1.2�9.1.4.

ß íå ïðèâîæó èñòîðèþ ýòèõ òåîðåì, íàïðàâëÿÿ çàèíòåðåñîâàííî-

ãî ÷èòàòåëÿ ê òåêñòàì [Gi, Gi1, Ma℄.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîãî òåêñòà� èçëîæåíèå ãëóáîêèõ èäåé

àëãåáðû (òî÷íåå, òåîðèè �àëóà) íà êðàñèâûõ ïðîñòûõ äîêàçàòåëü-

ñòâàõ ýòèõ òåîðåì, ñì. ï. 9.1.5 è [ZSS, � 27℄. Ýòîò òåêñò àäðåñîâàí

âñåì ëþáèòåëÿì òàêîãî èçëîæåíèÿ: ñòàðøåêëàññíèêàì, ñòóäåíòàì,

ó÷èòåëÿì è ïðî�åññèîíàëüíûì ìàòåìàòèêàì. Ïðèâîäèìûå äîêàçà-

òåëüñòâà (ï. 9.2.5 è 9.4) èíòåðåñíû òåì, ÷òî äëÿ èõ ïîíèìàíèÿ äî-

ñòàòî÷íî óìåòü äîêàçûâàòü èððàöèîíàëüíîñòü (ï. 4.1), äåëèòü ìíî-

ãî÷ëåíû ñ îñòàòêîì (ï. 4.3 è çàäà÷è 4.4.3, 4.4.4), èçâëåêàòü êîðíè èç

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (çàäà÷à 4.5.4), óìíîæàòü ïåðåñòàíîâêè (ï. 5.1)

è ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. (Äëÿ êàæäîãî îäíîãî äîêà-

çàòåëüñòâà íåîáõîäèìà òîëüêî ÷àñòü ýòèõ óìåíèé.) Íàïîìíèì, ÷òî

íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ, îíè èëëþñòðèðóþò ãëó-

áîêèå èäåè àëãåáðû. �àçáîð äîêàçàòåëüñòâ (èëè èõ íà÷àëà) ïîëå-

çåí äëÿ çàêðåïëåíèÿ òåì ¾èððàöèîíàëüíîñòü¿, ¾ìíîãî÷ëåíû¿, ¾êîì-

ïëåêñíûå ÷èñëà¿, ¾ïåðåñòàíîâêè¿ è ¾îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû¿.
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È òîò, êòî íå äîéä¼ò äî ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ, ïîëó÷èò õîðîøèé îïûò ïî ýòèì òåìàì è äàæå ñìîæåò ïîðå-

øàòü çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ, ñì. ï. 9.1.5 è [E2, Es, AB, Ko17, Saf℄

è ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâàìè íåðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ìû ðàçáåðåì îáùèé ñïîñîá èõ ðåøåíèÿ � ìåòîä ðåçîëüâåíò

Ëàãðàíæà (ï. 9.2). Èäåÿ Àáåëÿ è �àëóà �àêòè÷åñêè çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, òî åãî ìîæíî

ðåøèòü ýòèì ìåòîäîì. Ýòà èäåÿ �îðìàëèçóåòñÿ êðèòåðèåì 9.2.12.a

�àëóà ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ. Ýòèì æå ìåòîäîì ñòðîÿòñÿ è àëãî-

ðèòìû � ðàñïîçíàâàåìîñòè ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ

è ðåøåíèÿ â ðàäèêàëàõ ðàçðåøèìîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ ïðàêòèêè ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ �óíêöèé è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîëåçíåå ðàäèêàëüíûõ �îð-

ìóë. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøàòü ïðè ïîìîùè òðàíñöå-

äåíòíûõ �óíêöèé (ñì. ìåòîä Âèåòà â ï. 4.2 è [PSo℄; î ðàçâèòèè ýòèõ

èäåé ðàññêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [Sk10℄). Îäíàêî ïðîáëåìà ðàçðå-

øèìîñòè â ðàäèêàëàõ èíòåðåñíà êàê ïðîáíàÿ çàäà÷à ñîâðåìåííûõ

òåîðèé ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.

Î íîâèçíå. Ïðèâîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà íå ïðåòåíäóþò íà íî-

âèçíó, õîòÿ â ýòîì òåêñòå èìååòñÿ ìíîãî ìåòîäè÷åñêèõ íàõîäîê,

ñì. ï. 9.1.5 è 9.1.6. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, îíè ìàëîèçâåñòíû. Êàê

ñëåäñòâèå, ìàëîèçâåñòíî, ÷òî íå òîëüêî ðåøàòü êâàäðàòíûå è êóáè-

÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íî è äîêàçûâàòü óêàçàííûå òåîðåìû ýêîíîìíåå

íå ñòðîÿ è çàòåì ïðèìåíÿÿ òåîðèþ �àëóà (êàê, íàïðèìåð, â ñòàí-

äàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ïî àëãåáðå, [Kh13, Kir℄), à íàïðÿìóþ (ñì. ññûë-

êè â ï. 9.1.6)� íî ïðè ýòîì, êîíå÷íî, îòêðûâàÿ è èñïîëüçóÿ áàçîâûå

èäåè ýòîé òåîðèè.

Ïëàí ïàðàãðà�à. Ýòîò ïàðàãðà� íå îáÿçàòåëüíî èçó÷àòü ïîä-

ðÿä. Íàïðèìåð, íà÷àòü åãî èçó÷åíèå ìîæíî íå ñ ï. 9.1, à ñ ðåøåíèÿ

çàäà÷ â ï. 9.2, 9.3, ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî èç íèõ èñïîëüçóåò ïðåäû-

äóùèé ìàòåðèàë òîëüêî â êà÷åñòâå ìîòèâèðîâêè. ×èòàòåëü ìîæåò

âûáðàòü óäîáíóþ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ (èëè âîâñå îïó-

ñòèòü íåêîòîðûå ïóíêòû) íà îñíîâàíèè ïðèâîäèìîãî ïëàíà.

Â ï. 9.1.2�9.1.4 ïðèâåäåíû �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñëåäóþùèå òðè ïóíêòà ââåäåíèÿ íåçàâèñèìû îò îñòàëüíîãî òåêñòà
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(ò. å. îíè íå èñïîëüçóþòñÿ â îñòàëüíîì òåêñòå è äëÿ åãî èçó÷åíèÿ

äîñòàòî÷íî ïðî÷èòàòü ï. 9.1.2�9.1.4). Â ï. 9.1.7 ïðèâîäèòñÿ ïåðå�îð-

ìóëèðîâêà òåîðåìû �àóññà (óïîìÿíóòàÿ â ï. 9.1.2).

Ïëàí ï. 9.2�9.4 ïðèâîäèòñÿ â èõ íà÷àëå. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâ-

íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäÿòñÿ â ï. 9.2.3, 9.2.5 è 9.4. Ôîðìàëüíî îíè

íåçàâèñèìû îò çàäà÷, ïîäâîäÿùèõ ê íèì (ï. 9.2�9.3).

Áëàãîäàðíîñòè. Áëàãîäàðþ À.ß.Áåëîâà-Êàíåëÿ, È.È.Áîãäà-

íîâà, Ý.Á.Âèíáåðãà, Â.Â.Âîëêîâà, Ì.Í.Âÿëîãî, À.Ñ. �îëîâàíîâà,

Ï.À.Äåðãà÷à, Ä. Çóíãà, À.Ë.Êàíóííèêîâà, Â.À.Êëåïöûíà, Ï.À. Êîç-

ëîâà, �.À.Ìåðçîíà, À.À.Ïàõàðåâà, Â.Â.Ïðàñîëîâà, À.Ä.�óõîâè-

÷à, Ë.Ì.Ñàìîéëîâà, Ì.Á.Ñêîïåíêîâà, �. �.×åëíîêîâà, Ë.Ý.Øà-

áàíîâà è Â.Â.Øóâàëîâà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Ýòîò òåêñò îñ-

íîâàí íà çàíÿòèÿõ â Ìîñêîâñêîé âûåçäíîé øêîëå ïî ìàòåìàòèêå,

íà Ëåòíåé Êîí�åðåíöèè Òóðíèðà �îðîäîâ [ABG, ECG℄, â êðóæêàõ

¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ñåìèíàð¿ è ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿.
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9.1.2 Ïîñòðîèìîñòü (1)

Çàìå÷àíèå 9.1.1. Èçâåñòíî, ÷òî

cos
2π

3
= −1

2
, cos

2π

4
= 0, cos

2π

5
=

√
5− 1

4
, cos

2π

6
=

1

2
,

cos
2π

8
=

1√
2
, cos

2π

10
=

√
5 + 1

4
, cos

2π

12
=

√
3

2
.

À äëÿ êàêèõ åùå n ÷èñëî cos 2π
n âûðàæàåòñÿ àíàëîãè÷íîé �îðìó-

ëîé? Ò.å. äëÿ êàêèõ n åãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà êàëüêóëÿòîðå, âû-

ïîëíÿþùåì òîëüêî ÷åòûðå àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ è èçâëå÷åíèÿ

êâàäðàòíûõ êîðíåé?

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî ïîñòðîèìûì,

åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû-

÷èòàíèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé

êâàäðàòíûõ êîðíåé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ò.å. åñëè íåêîòîðîå

ìíîæåñòâî, åãî ñîäåðæàùåå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà {1}, èñ-
ïîëüçóÿ îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíîæåñòâó M ,

ñîäåðæàùåìó ÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y 6= 0 è ÷èñëà

√
x ïðè x > 0.

Èëè åñëè ýòî ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü íà êàëüêóëÿòîðå èç çàìå÷àíèÿ

9.1.1.

Íàïðèìåð, âåùåñòâåííî ïîñòðîèìû ÷èñëà

4
√
2 =

√√
2,

√
2
√
3,

√
2+

√
3,

√
1 +

√
2, 1+

√
3− 2

√
2,

1

1 +
√
2
,

÷èñëà èç çàìå÷àíèÿ 9.1.1 è óòâåðæäåíèÿ 9.1.3.

Âåùåñòâåííàÿ ïîñòðîèìîñòü ÷èñëà ðàâíîñèëüíà åãî ïîñòðîèìî-

ñòè öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Ïîýòîìó ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû

ðåøàþò çíàìåíèòûå ïðîáëåìû äðåâíîñòè î ïîñòðîèìîñòè öèðêóëåì

è ëèíåéêîé. Ìû îáñóäèì ýòó ðàâíîñèëüíîñòü â ï. 9.1.7; âïðî÷åì, îíà

íå èñïîëüçóåòñÿ â îñòàëüíîì òåêñòå. Èçó÷åíèå âåùåñòâåííîé ïîñòî-

ðèìîñòè âàæíî òàêæå êàê ïðîáíàÿ çàäà÷à ñîâðåìåííûõ òåîðèé ñèì-

âîëüíûõ âû÷èñëåíèé è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé [Ko17℄.
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Òåîðåìà 9.1.2. ×èñëî

3
√
2 íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ïîñòðîèìûì.

Ñì. äîêàçàòåëüñòâî â ï. 9.4.4.

Âîïðîñ îá îáîáùåíèè �îðìóë èç çàìå÷àíèÿ 9.1.1 �îðìàëèçóåòñÿ

òàê: äëÿ êàêèõ n ÷èñëî cos(2π/n) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî?

9.1.3. ×èñëî cos(2π/n) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî äëÿ n = 15, 16, 20,

24, 60.

Ëåììà 9.1.4 (îá óìíîæåíèè; âåùåñòâåííàÿ âåðñèÿ). (a) Åñëè ÷èñëî

cos(2π/n) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî, òî ÷èñëî cos(π/n) âåùåñòâåííî
ïîñòðîèìî.

(b) Åñëè ÷èñëà cos(2π/n) è cos(2π/m) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìû

è m,n âçàèìíî ïðîñòû, òî ÷èñëî cos(2π/mn) âåùåñòâåííî ïîñòðîè-
ìî.

Òåîðåìà 9.1.5 (�àóññ). ×èñëî cos(2π/n) âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 2αp1 · . . . ·pl, ãäå p1, . . . , pl �ðàçëè÷-

íûå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 22
s
+ 1.

Ïîñòðîèìîñòü â òåîðåìå �àóññà äîêàçàíà â ï. 9.2.3 è 9.2.5 (èëè

ï. 9.2.6), à íåïîñòðîèìîñòü � â ï. 9.4.4.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, òåîðåìà �àóññà íå äà¼ò íàñòîÿùåãî ðåøåíèÿ ïðî-

áëåìû âåùåñòâåííîé ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà cos(2π/n), ïîñêîëüêó íåèç-
âåñòíî, êàêèå ÷èñëà âèäà 22

s
+ 1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Îäíàêî òåî-

ðåìà �àóññà äà¼ò, íàïðèìåð, áûñòðûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïî-

ñòðîèìîñòè.

Èç òåîðåìû �àóññà âûòåêàåò âåùåñòâåííàÿ íåïîñòðîèìîñòü ÷èñ-

ëà cos(2π/9) (âïðî÷åì, åå ïðîùå äîêàçàòü íàïðÿìóþ, ñì. çàäà÷ó

9.3.12.a). Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé

íåâîçìîæíîñòü òðèñåêöèè óãëà öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

Òåîðåìà 9.1.6. Ñóùåñòâóåò òàêîå α (íàïðèìåð, α = 2π/3), ÷òî
÷èñëî cosα âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî, à ÷èñëî cos(α/3) � íåò.
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9.1.3 Íåðàçðåøèìîñòü â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ (2)

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì,

åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòà-

íèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êîðíåé

öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ò.å. åñëè

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, åãî ñîäåðæàùåå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæå-

ñòâà {1}, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíî-

æåñòâó M ⊂ R, ñîäåðæàùåìó ÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y 6= 0

è ÷èñëà

n
√
x ïðè x > 0 è öåëîì n > 0.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è íà ÿçûêå êàëüêóëÿòîðà

àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 9.1.1. Ñòàíäàðòíûé òåðìèí: ÷èñëî ëåæèò â

íåêîòîðîì âåùåñòâåííîì ðàäèêàëüíîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ Q. Âåùå-
ñòâåííàÿ ðàäèêàëüíîñòü ÷èñëà α ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ òàêèõ

• öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë s, k1, . . . , ks,
• âåùåñòâåííûõ ÷èñåë f1, . . . , fs è ìíîãî÷ëåíîâ p0, p1, . . . , ps îò

0, 1, . . . , s ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè, ÷òî 



fk11 = p0

fk22 = p1(f1)

. . .

fkss = ps−1(f1, . . . , fs−1)

α = ps(f1, . . . , fs)

.

Çàìå÷àíèå 9.1.7. (a) Ëþáîé âåùåñòâåííûé êîðåíü êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè âåùåñòâåííî ðàäè-

êàëåí.

(b) Óðàâíåíèå x3 + x + 1 = 0 èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé

êîðåíü, êîòîðûé âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí (ï. 4.2), ñì. òàêæå çàäà÷ó

9.2.6 (ñ).

(ñ) Óðàâíåíèå x4 + 4x − 1 = 0 èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ,

êàæäûé èç êîòîðûõ âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí (çàäà÷à 4.2.6.b) , ñì.

òàêæå çàäà÷ó 9.2.9 (d).
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(d) Ëþáîå âåùåñòâåííî ïîñòðîèìîå ÷èñëî (ï. 9.1.2) âåùåñòâåííî

ðàäèêàëüíî.

Òåîðåìà 9.1.8. (a) ×èñëî cos(2π/9) íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðà-

äèêàëüíûì.

(b) Ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí 3-é ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý�-

�èöèåíòàìè (íàïðèìåð, x3−3x+1), íè îäèí èç êîðíåé êîòîðîãî íå
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

Dedu
tion of (a) from (b). Ïî �îðìóëå 4.1.5 (e) êîñèíóñà òðîéíîãî

óãëà êàæäîå èç ÷èñåë cos(2π/9), cos(8π/9), cos(14π/9) óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ 8y3 − 6y + 1 = 0. Çàìåíà x = 2y ïðåâðàùàåò åãî

â óðàâíåíèå x3 − 3x+ 1 = 0. Òîãäà ïî ï. (b) íè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë

íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

Çàìå÷àíèå 9.1.9. (a) Äëÿ ëþáîãî n > 3 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí

n-é ñòåïåíè, îäèí èç êîðíåé êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî

ðàäèêàëüíûì. (Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 9.1.10.b.)

(b) Ñïðàâåäëèâ àíàëîã óòâåðæäåíèÿ (a) ñ çàìåíîé ñëîâ ¾îäèí èç

êîðíåé¿ íà ¾íè îäèí èç êîðíåé¿. (Îí äîêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíî,

ñì. òåîðåìó 9.1.11 íèæå.) Ïðè ýòîì êîðíè íåêîòîðûõ óðàâíåíèé âû-

ñîêèõ ñòåïåíåé (íàïðèìåð, x5 = 2) âïîëíå ìîãóò áûòü âåùåñòâåííî
ðàäèêàëüíû, ñì. òàêæå ï. 9.2.5.

(
) Òðèñåêöèÿ óãëà íåâîçìîæíà ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííûõ ðà-

äèêàëîâ, ò.å. 
óùåñòâóåò òàêîå α (íàïðèìåð, α = 2π/3), ÷òî ÷èñëî
cosα âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíî, à ÷èñëî cos(α/3) � íåò. (Ýòî ñëåäóåò

èç òåîðåìû 9.1.10.a.)

Òåîðåìà 9.1.10 (î ðàçðåøèìîñòè â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ). Ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ íà ìíîãî÷ëåí f òðåòüåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîý��èöèåíòàìè ðàâíîñèëüíû:

(i) ìíîãî÷ëåí f èìååò ëèáî õîòÿ áû îäèí ðàöèîíàëüíûé êîðåíü,

ëèáî ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü;

(ii) ìíîãî÷ëåí f èìååò âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûé êîðåíü;

(iii) âñå âåùåñòâåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f âåùåñòâåííî ðàäè-

êàëüíû.
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Åäèíñòâåííîñòü âåùåñòâåííîãî êîðíÿ ¾óêîðî÷åííîãî¿ óðàâíå-

íèÿ x3 + px + q = 0 ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ ¾p = q = 0 èëè (p/3)3 +
(q/2)2 > 0¿, ñì. çàäà÷ó 8.1.4 (d).

�àâíîñèëüíîñòü (ii) ⇔ (iii) î÷åâèäíà, ñð. ñ çàìå÷àíèåì 9.1.7.a.

�àçðåøèìîñòü â òåîðåìå 9.1.10 (ò.å. (i) ⇒ (ii)) äîêàçûâàåòñÿ ìå-

òîäîì äåëü Ôåððî , ñì. òåîðåìû, ïðèâåä¼ííûå â óêàçàíèÿõ ê çàäà-

÷àì 4.2.4 è 8.1.4 (d) ; ñì. äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî â ï. 9.2.2. Íåðàçðå-

øèìîñòü â òåîðåìå 9.1.10 (ò.å. (ii) ⇒ (i)) äîêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå,

ñì ï. 9.4.5. Áîëåå ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò î

íåðàçðåøèìîñòè â ìíîãî÷ëåíàõ, ñì. ï. 9.3.5 è ï. 9.4.2.

Ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè â F íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì

íàä ìíîæåñòâîì F , åñëè îí íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíî-
ãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè ñ êîý��èöèåíòàìè â F .

Òåîðåìà 9.1.11. Åñëè ìíîãî÷ëåí ïðîñòîé íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñ ðà-

öèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè íåïðèâîäèì íàä Q è èìååò áîëåå

îäíîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ, òî íè îäèí èç åãî êîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ

âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

Ýòî âåùåñòâåííûé àíàëîã òåîðåìû Êðîíåêåðà 9.1.15. Äîêàçà-

òåëüñòâî ïðèâåäåíî â ï. 9.4.8.

�èïîòåçà 9.1.12.* (a) Êàæäûé âåùåñòâåííûé êîðåíü íåïðèâîäèìî-

ãî íàä Q ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ

áû îäèí êîðåíü åãî êóáè÷åñêîé ðåçîëüâåíòû (îïðåäåëåííîé ïîñëå

çàäà÷è 4.2.6.b) âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí. (Ñð. ñ çàäà÷åé 9.3.13.d.)

(b) Åñëè ÷èñëî cos(2π/n) âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíî, òî îíî âå-

ùåñòâåííî ïîñòðîèìî. (Ñð. ñ òåîðåìîé �àóññà 9.1.5 î ïîñòðîèìîñòè

ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.)

Âîçìîæíî, ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ãèïîòåç èçâåñòíà ñïåöèàëèñòàì.

�èïîòåçó 9.1.12.b (è îòâåò ê çàäà÷å 9.3.2 ñ íàáðîñêàìè äîêàçàòåëüñòâ)

ìíå ñîîáùèë À.À.Êàíóííèêîâ. ×èòàòåëü ìîæåò ïðîáîâàòü äîêà-

çàòü ýòè ãèïîòåçû ïîñëå èçó÷åíèÿ �9.3 è �9.4.

9.1.4 Íåðàçðåøèìîñòü â êîìïëåêñíûõ ðàäèêàëàõ (2)

Ïåðåéä¼ì ê �îðìóëàì, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü êîìïëåêñíûå

÷èñëà. Îêàçûâàåòñÿ, êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå (íàïðèìåð, x3 − 3x+1),
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íåðàçðåøèìîå â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ, ðàçðåøèìî â êîìïëåêñ-

íûõ.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ (êîìïëåêñíî) ðàäèêàëüíûì,

åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòà-

íèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êîðíåé

öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé. Ò.å. åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, åãî

ñîäåðæàùåå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà {1}, èñïîëüçóÿ îïåðà-

öèè äîáàâëåíèÿ ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíîæåñòâó M , ñîäåðæàùåìó

÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y 6= 0

è ëþáîãî òàêîãî ÷èñëà r ∈ C, ÷òî rn = x äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n > 0.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è íà ÿçûêå êàëüêóëÿòîðà

àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 9.1.1. (Ïðàâäà, êàëüêóëÿòîð áóäåò íåîáû÷-

íûé: îí îïåðèðóåò ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è ïðè íàæàòèè êíîïêè

n
√

âûäà¼ò âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ.) Ñòàíäàðòíûé òåðìèí: ÷èñëî ëåæèò

â íåêîòîðîì ðàäèêàëüíîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ Q.
Íàïðèìåð, ëþáîé (êîìïëåêñíûé) êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì. Àíàëî-

ãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòåïåíè.

Îíè äîêàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè äåëü Ôåððî è Ôåððàðè, ñì. òåîðåìû,

ïðèâåä¼ííûå â óêàçàíèÿõ ê çàäà÷àì 4.2.4 è 4.2.7; ñì. äðóãîå äîêà-

çàòåëüñòâî â ï. 9.2.2.

3

Îäíàêî àíàëîã ýòèõ óòâåðæäåíèé äëÿ áîëåå

âûñîêèõ ñòåïåíåé íåâåðåí.

Òåîðåìà 9.1.13 (�àëóà). Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå 5-é ñòåïåíè ñ ðà-

öèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè (íàïðèìåð, x5−4x+2 = 0), íè îäèí
èç êîðíåé êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì.

Çíàìåíèòóþ ïðîáëåìó î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ

ðåøèëè äîêàçàííûå íåìíîãî ðàíåå áîëåå ñëàáûå òåîðåìû �ó��èíè�

Àáåëÿ. Òåîðåìà �ó��èíè 9.2.5 ñëîæíåå �îðìóëèðóåòñÿ, íî ïîä-

âîäèò íàñ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû �àëóà. ×åòêàÿ �îðìóëèðîâêà

òåîðåìû Àáåëÿ åùå áîëåå ñëîæíà è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ, ñì. [Sk15,

Çàìå÷àíèå 7℄. Ýêîíîìíåå ðåøèòü ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè, äîêàçàâ

3

Îá îöåíêàõ íà êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ êîðíåé ñì. ï. 9.3.9 è [ABG℄.
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(â ï. 9.4.6) ñëåäóþùóþ òåîðåìó �àëóà (áîëåå ñëàáóþ è áîëåå ïðîñòî

äîêàçûâàåìóþ, ÷åì òåîðåìà �àëóà 9.1.13). Äëÿ X ⊂ C êîìïëåêñ-

íîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ X-ðàäèêàëüíûì, åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ìíîæåñòâà X∪{1} ïðè ïîìîùè îïåðàöèé èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëü-
íîñòè.

Òåîðåìà 9.1.14. Ñóùåñòâóþò òàêèå a0, a1, a2, a3, a4 ∈ C, ÷òî íè

îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ x5 + a4x
4 + . . . + a1x + a0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ

{1, a0, a1, a2, a3, a4}-ðàäèêàëüíûì.

Analogous result (with analogous proof) holds for equations of any

degree n > 5.

À áîëåå ñèëüíàÿ òåîðåìà �àëóà 9.1.13 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî

ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 9.1.15 (Êðîíåêåð). Åñëè ìíîãî÷ëåí ïðîñòîé ñòåïåíè ñ ðà-

öèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè íåïðèâîäèì íàä Q, èìååò áîëåå îä-
íîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ è õîòÿ áû îäèí íåâåùåñòâåííûé, òî íè

îäèí èç åãî êîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì.

Ýòà òåîðåìà èíòåðåñíà è íåòðèâèàëüíà äàæå äëÿ ìíîãî÷ëåíà

ïÿòîé ñòåïåíè. Îíà äîêàçàíà â ï. 9.4.7. Äëÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâà íåîá-

õîäèìî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû �àóññà 9.1.5. Îáîçíà÷èì

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).

Òåîðåìà 9.1.16 (�àóññà î ïîíèæåíèè). (a) Åñëè q ïðîñòîå, òî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü εq ïðè ïîìîùè îïåðàöèé èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíî-

ñòè òàê, ÷òîáû êîðíè èçâëåêàëèñü òîëüêî (q − 1)-é ñòåïåíè.

(b) Äëÿ ëþáîãî q ìîæíî ïîëó÷èòü εq ïðè ïîìîùè îïåðàöèé èç

îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè òàê , ÷òîáû êîðíè èçâëåêàëèñü òîëüêî

ñòåïåíåé, ñòðîãî ìåíüøèõ q.

×àñòü (a) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïîñòðîèìî-

ñòè â òåîðåìå �àóññà (ï. 9.2.5, 9.2.6). ×àñòü (b) âûâîäèòñÿ èç (a)

ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî q. (Åñëè q = ab äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ a, b,
0 < a, b < q, òî øàã èíäóêöèè ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà εq = a

√
εb. Åñëè

æå q ïðîñòîå, òî øàã èíäóêöèè ñëåäóåò èç ÷àñòè (a).)
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Ñïðàâåäëèâ êîìïëåêñíûé àíàëîã çàìå÷àíèÿ 9.1.9 äëÿ n > 5 è

òåîðåìû Êðîíåêåðà 9.1.15 âìåñòî òåîðåìû 9.1.11. Ïðè ýòîì äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1.14 ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà óðàâíåíèÿ ëþáîé

ñòåïåíè n > 5.

Òåîðåìà 9.1.17. There is an algorithm de
iding, for an−1, . . . , a0 ∈ Q,
whether all the roots of the equation xn+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 = 0
are expressible by radi
als.

Theorem 9.1.17 
an be proved using Galois Solvability Criterion

9.2.12.a and an estimation 9.3.42.b of the number of operations.

9.1.5 ×åì èíòåðåñíû ïðèâîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà

Ïðèâîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà íàìíîãî ïðîùå è êîðî÷å òåõ, êîòî-

ðûå èçëàãàþòñÿ â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ïî àëãåáðå. (Çäåñü ÿ èìåþ

â âèäó äîêàçàòåëüñòâà ¾ñ íóëÿ¿, à íå âûâîä íóæíîé òåîðåìû èç ïî-

ñòðîåííîé ïåðåä ýòèì òåîðèè, â êîòîðîé �àêòè÷åñêè çàêëþ÷àåòñÿ

âñ¼ äîêàçàòåëüñòâî.) Ñðàâíåíèå ñ äîêàçàòåëüñòâàìè èç ìåíåå ñòàí-

äàðòíîé áîëåå ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðû ïðèâåäåíî â ï. 9.1.6.

Ýòà ïðîñòîòà äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî, â îòëè÷èå îò

áîëüøèíñòâà ó÷åáíèêîâ, ïðèâîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà íå èñïîëüçó-

þò òåðìèíà ¾ãðóïïà �àëóà¿ (äàæå òåðìèíà ¾ãðóïïà¿). Íåñìîòðÿ

íà îòñóòñòâèå ýòèõ òåðìèíîâ, èäåè ïðèâîäèìûõ äîêàçàòåëüñòâ ÿâ-

ëÿþòñÿ îòïðàâíûìè äëÿ òåîðèè �àëóà è êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè

�àëóà [E2℄. Áîëåå ïîäðîáíî ýòî îáñóæäàåòñÿ â [ZSS, �27 è �28℄.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè îñíîâàíî íà ìåòîäå ðåçîëüâåíò

Ëàãðàíæà. Äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè îñíîâàíû íà èäåÿõ ñèì-

ìåòðèè è ñîïðÿæåíèÿ. (Âòîðàÿ èäåÿ áîëåå ó÷¼íî íàçûâàåòñÿ èäååé

àâòîìîð�èçìà ïîëÿ; çàìå÷àòåëüíîå èçëîæåíèå ñì. â [Vag℄.)

Îñíîâíûå èäåè ïðåäñòàâëåíû íà ¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ: íà

ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñâîáîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé,

è ñî ñâåäåíèåì íàó÷íîãî ÿçûêà ê íåîáõîäèìîìó ìèíèìóìó. Õîòÿ

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé, èäåè

äåìîíñòðèðóþòñÿ íà êâàäðàòíûõ è êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ. Íåðàç-

ðåøèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ñíà÷àëà ïðè óñëîâèè, ÷òî êîðåíü èçâëå-

êàëñÿ òîëüêî îäèí ðàç (â çàäà÷àõ â ï. 9.3.1, 9.3.3, 9.3.4). Áëàãîäàðÿ



9. Ê ÀË�Î�ÈÒÌÀÌ �ÅØÅÍÈß ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ195

ýòîìó îñíîâíûå èäåè ïðåïîäíîñÿòñÿ íà ïðèìåðå ðàöèîíàëüíûõ ÷è-

ñåë (à íå ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé è äàæå íå ïîëåé èç áàøíè ðàñøèðå-

íèé). Ýòè îñíîâíûå èäåè (ñîïðÿæåíèÿ, ïîëÿ è äðóãèå) çàêëþ÷åíû

â ëåììàõ î êàëüêóëÿòîðå, î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè è î ñîïðÿæåíèè

(�9.3 è 9.4). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàçðåøèìîñòè â òåîðåìå �àóññà

9.1.5 èñïîëüçóåòñÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (âìåñòî ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ

ïîëÿ) Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâàìè íåðàçðåøèìîñòè (â òåîðåìàõ 9.1.13,

9.1.14, 9.1.15 �àëóà è Êðîíåêåðà) äîêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîñòü â

ìíîãî÷ëåíàõ (òåîðåìû �ó��èíè 9.2.5, 9.4.3), à òàêæå íåðàçðåøè-

ìîñòü â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïåíè (òåî-

ðåìà 9.1.10). Âàæíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ ÿâíî âûäåëåíû â âèäå

÷åòêî ñ�îðìóëèðîâàííûõ íà ïðîñòîì ÿçûêå ëåìì (î ñîõðàíåíèè

÷åòíîñèììåòðè÷íîñòè 9.3.35, 9.4.4, î ñòåïåíÿõ äâîéêè 9.4.6, î ðàöè-

îíàëèçàöèè 9.4.11). Âñå ýòî äåëàåò äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè

áîëåå äîñòóïíûìè (çà ñ÷¼ò ââåäåíèÿ èíòåðåñíûõ ÷¼òêî âûäåëåííûõ

ïðîìåæóòî÷íûõ ¾ñòóïåíåê¿). Êðîìå òîãî, ýòî ïîäâîäèò ÷èòàòåëÿ

ê ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ïðèâåä¼ííûå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî

ðàçâèòü äî òåîðèè (�àëóà), ïîëåçíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äðóãèõ èí-

òåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ (ïîäðîáíåå ñì. [ZSS, ï. 28.2℄).

Ìû ïîêàçûâàåì, êàê ìîæíî ïðèäóìàòü ïðèâîäèìûå äîêàçà-

òåëüñòâà. Ïóòè ê íèì íàìå÷åíû â âèäå çàäà÷ â ï. 9.2.4 è 9.3. Î

òðàäèöèè èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà â âèäå ðåøåíèÿ è îáñóæäåíèÿ çàäà÷

ñì. ï. 1.2 è [ZSS, �26℄. Õîòÿ ïðèäóìàòü äîêàçàòåëüñòâà íåïðîñòî,

èçëîæèòü èõ ìîæíî êîðîòêî (ñì. ï. 9.2.5 è 9.4). Îñâîáîæäåíèå äî-

êàçàòåëüñòâà îò äåòàëåé, âîçíèêøèõ ïðè åãî ïðèäóìûâàíèè, íî íå

íóæíûõ äëÿ íåãî ñàìîãî, � âàæíàÿ ÷àñòü åãî ïðîâåðêè.

Ìíîãèå èç ïðèâåä¼ííûõ çàäà÷ � õîðîøèå òåìû èññëåäîâàòåëü-

ñêèõ ðàáîò ñòàðøåêëàññíèêîâ è ìëàäøåêóðñíèêîâ, ñâÿçàííûå ñ àë-

ãåáðîé, êîìáèíàòîðèêîé è èí�îðìàòèêîé, ñì. ï. 1.3. Âîò ðàáîòû,

óæå ïîäãîòîâëåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäûäóùèõ âåðñèé ýòîãî

òåêñòà: [Saf, AB, Ko17℄. À âîò ïðèìåðû çàäà÷ äëÿ èññëåäîâàíèÿ:

9.1.12, 9.2.11, 9.2.12, 9.3.2, 9.1.10, 9.1.11, 9.2.11, 9.2.16, 9.3.4, 9.3.8 (h),

9.3.16 (e), 9.3.18 (b), 9.3.20 (d), 9.3.24, 9.3.38, 9.3.40, 9.3.41, 9.2.2, 9.2.4,

9.2.5, 9.3.32, 9.3.37.
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9.1.6 Èñòîðè÷åñêèå êîììåíòàðèè

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà ïîëó÷åíî èç [E1,

� 24℄ íåêîòîðûì óïðîùåíèåì (ìû îáõîäèì èñïîëüçîâàíèå ëåììû 2,

ñì. ïîäðîáíåå àáçàö ïåðåä çàäà÷åé 9.2.18). Îíî òàêæå áîëåå ïðîñòîå

ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçàòåëüñòâîì èç [KS℄. Ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëü-

ñòâî ïîñòðîèìîñòè äëÿ n = 17 ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â [BK, Ch, Gi,
Pr07-2, Pos, PSo, Kol℄, [Dor, � 37℄ (ïðè ýòîì èíîãäà ïðèâîäÿòñÿ ÿâ-

íûå �îðìóëû, êàê ñ äîêàçàòåëüñòâàìè óòâåðæäåíèé î çíàêàõ ïåðåä

ðàäèêàëàìè [Dor, � 37℄, [Saf℄, òàê è áåç [BK℄). Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ

îíî íàìå÷åíî â [Ga, Gi℄ (ãäå ÿñíîñòè äîêàçàòåëüñòâà íåìíîãî ìå-

øàåò ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè âìåñòî äîêàçàòåëüñòâà êîíêðåòíîãî

ðåçóëüòàòà). Ïîäõîä èç [Ki℄ äà¼ò îòâåò íà âîïðîñ ¾ïî÷åìó¿, è áûëî

áû èíòåðåñíî äîâåñòè åãî äî ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà îñíîâàíî íà [Dor,

Supplement to � 35�37℄. Îíî áîëåå ïðîñòîå ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçà-

òåëüñòâàìè èç [KS℄.

Ìíå íåèçâåñòíî, îïóáëèêîâàíî ëè êîðîòêîå ïðÿìîå äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåì 9.1.10, 9.1.11 î íåðàçðåøèìîñòè â âåùåñòâåííûõ ðàäè-

êàëàõ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû �ó��èíè 9.2.5, 9.4.3 ñëåäóåò ïðè-

âåäåííîìó â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå [Kol℄ (ÿ íå ñìîã ðàçîáðàòü ïðè-

âåäåííîãî òàì äîêàçàòåëüñòâà, ïîêà íå ïåðåîòêðûë åãî, ÿâíî âûäå-

ëèâ ëåììó î ñîõðàíåíèè ÷åòíîñèììåòðè÷íîñòè 9.3.35, 9.4.4). Äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1.14 ñëåäóåò ïðèâåäåííîìó â çàìå÷àòåëüíîé

êíèãå [PSo℄ (ÿ ñìîã óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ïðåäëîæåííûõ òàì

èäåé òîëüêî ïåðåïèñàâ äîêàçàòåëüñòâî, ÿâíî âûäåëèâ ëåììó î ðàöè-

îíàëèçàöèè 9.4.11). Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àáåëÿ ïðèâåäå-

íî â [Al℄, [FT, Le
ture 5℄, [Sk11℄

4

. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðîíåêå-

ðà 9.1.15 îñíîâàíî íà çàìå÷àòåëüíûõ ñòàòüå [T℄ è êíèãàõ [Dor, � 25℄,

[Pr07-2, äîïîëíåíèå 8℄ (çäåñü èñïðàâëåíû íåòî÷íîñòè, ñì. ñíîñêè 11

è 13).

Äðóãèå ýëåìåíòàðíûå èçëîæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ, íàïðèìåð, â [Ber,

Br, Had, Vi, Ka, Ler, Pe, Ro, St94℄. Note that proofs in some of these

4

Äîêàçàòåëüñòâî èç [Al℄ áîëåå êîðîòêî è ïîíÿòíî èçëîæåíî â [FT, Le
ture

5℄ è, âîçìîæíî, â [Sk11℄. Áîëüøàÿ ÷àñòü [Al℄ ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ òåîðèè, íå

íóæíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Àáåëÿ. Îäíàêî àâòîðó êíèãè [Al℄ óäàëîñü

èçáåæàòü íåìîòèâèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ ÷àñòè ýòîé òåîðèè.
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sour
es are in
omplete, see [Sk15, Dis
ussion℄.

Âûøåóïîìÿíóòûå ýëåìåíòàðíûå èçëîæåíèÿ áûëè äëÿ ìåíÿ ïî-

ëåçíåå (íåñìîòðÿ íà óêàçàííûå íåäîñòàòêè), ÷åì �îðìàëüíûå èç-

ëîæåíèÿ (â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ, èçëàãàþùèõ òåîðèè), êîòîðûå

íà÷èíàþòñÿ ñ íåñêîëüêèõ ñîòåí ñòðàíèö îïðåäåëåíèé è ñëåäñòâèé,

ðîëü êîòîðûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íåðàçðåøèìîñòè íåÿñíà

íà ìîìåíò èõ �îðìóëèðîâêè.

9.1.7 Ñâÿçü ñ ïîñòðîåíèÿìè öèðêóëåì è ëèíåéêîé (1)

9.1.18. (a) Èñïîëüçóÿ îòðåçêè äëèíû x è y, ìîæíî ïîñòðîèòü 
 ïî-

ìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè îòðåçîê äëèíû

√
3xy + y 4

√
xy3.

(b) Èñïîëüçóÿ îòðåçêè äëèíû a, b è c, ìîæíî ïîñòðîèòü 
 ïîìî-
ùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè îòðåçêè äëèíû a+ b, a− b, ab/c,

√
ab.

Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 9.1.18.b åñëè íà ïëîñêîñòè çàäàí îòðåçîê

äëèíû 1, òî îòðåçîê âåùåñòâåííî ïîñòðîèìîé äëèíû ìîæíî ïîñòðî-

èòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Ýòîò ïðîñòîé ðåçóëüòàò áûë èçâåñòåí åù¼

äðåâíèì ãðåêàì. Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà 9.1.19 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ïîñòðîåíèÿõ öèðêóëåì è ëè-

íåéêîé). Åñëè îòðåçîê äëèíû a ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëè-

íåéêîé, èìåÿ îòðåçîê äëèíû 1, òî ÷èñëî a âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî.

Ýòîò íåñëîæíûé ðåçóëüòàò (äîêàçàííûé ëèøü â XIX âåêå) ïî-

êàçûâàåò, ÷òî èç íåïîñòðîèìîñòè ÷èñëà cos(2π/n) âûòåêàåò íåïî-

ñòðîèìîñòü ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå

ñëó÷àè ïîÿâëåíèÿ íîâûõ îáúåêòîâ (òî÷åê, ïðÿìûõ, îêðóæíîñòåé)

è ïîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòû âñåõ ïîñòðîåííûõ òî÷åê è êîý��èöè-

åíòû óðàâíåíèé âñåõ ïðîâåä¼ííûõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé ÿâëÿþòñÿ

ïîñòðîèìûìè. Äåòàëè ÷èòàòåëü ñìîæåò âîñïîëíèòü ñàìîñòîÿòåëüíî

èëè íàéòè â [Kol, CR, Ma, Pr07-2℄. Î ïîñòðîåíèÿõ ñ äðóãèì íàáîðîì

èíñòðóìåíòîâ ñì. [SZ℄.

Ïîäñêàçêè

9.1.18. (a) Äîñòàòî÷íî, ïðèìåíÿÿ (b), ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèòü

îòðåçêè ñ äëèíàìè z1 =
√
xy, z2 =

√
yz1, z3 = 3x+ z2, z =

√
yz3.
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9.2 �åøàåì óðàâíåíèÿ: ìåòîä ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà

Ìåòîä ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà íà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ èëëþ-

ñòðèðóåòñÿ â ï. 9.2.2. Åãî ïðèìåíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó ïîñòðîè-

ìîñòè â òåîðåìå �àóññà èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ

â ï. 9.2.4. Ïîñòðîèìîñòü â òåîðåìå �àóññà äîêàçàíà â ï. 9.2.3 è ï. 9.2.5.

Ïðè ýòîì â ï. 9.2.3 ïðèâîäèòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà,

íå èñïîëüçóþùàÿ ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà; ýòîò ïóíêò íå çàâèñèò îò

ïðåäûäóùèõ. Ìàòåðèàë ï. 9.2.6 íå èñïîëüçóåòñÿ äàëåå.

Îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé ïîñòðîèìîñòè è ðàäèêàëüíîñòè ÷è-

ñåë ñì. â ï. 9.1.2, 9.1.4. In this se
tion equality signs involving polynomial

f (or fj) mean equality of polynomials (ïîêîý��èöèåíòíîå). Íàïîì-
íèì, ÷òî

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).



200 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

9.2.1 Îïðåäåëåíèå ðàäèêàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà (2)

�åøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ t2 + bt+ c = 0 ìîæíî âûðàçèòü
�îðìóëàìè

(x−y)2 = (x+y)2−4xy = b2−4c è x =
x+ y + (x− y)

2
=

−b+ (x− y)

2
.

Âñåãäà ëè ìîæíî, çíàÿ x + y è xy, îäíîçíà÷íî íàéòè x? Âîò

ïðîñòåéøàÿ �îðìàëèçàöèÿ ýòîãî âîïðîñà: ñóùåñòâóåò ëè �óíêöèÿ

q : R2 → R, äëÿ êîòîðîé q(x+ y, xy) = x ïðè ëþáûõ x, y ∈ R? (Ò.å.
ðàçðåøèìî ëè �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå q(x+ y, xy) = x?) Îòâåò:
íå ñóùåñòâóåò (äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèòå ïàðû x = 1, y = 0 è

x = 0, y = 1).
Àíàëîãè÷íî, çíàÿ

σ1 := x+ y + z, σ2 := xy + yz + zx è σ3 := xyz,

íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî íàéòè (x− y)(y− z)(z− x) (äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèòå òðîéêè x = 0, y = 1, z = −1 è x = 1, y = 0, z = −1).

9.2.1. Äëÿ êàêèõ k ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàçðåøèìà â

ìíîãî÷ëåíàõ ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè

{
fk(x, y) = p(x+ y, xy)

x = q (x+ y, xy, f(x, y))
?

9.2.2. Äëÿ êàêèõ k ðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàç-
ðåøèìà â ìíîãî÷ëåíàõ ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè

{
fk(x, y, z) = p

(
σ1, σ2, σ3

)

x = q
(
σ1, σ2, σ3, f(x, y, z)

) ?

Îáîáùåíèå ýòîé çàäà÷è íà ëþáîå êîëè÷åñòâî øàãîâ �îðìàëèçó-

åòñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì ðàäèêàëüíîñòè.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

σ1(x1, . . . , xn) := x1 + . . .+ xn, . . . , σn(x1, . . . , xn) = x1 · . . . · xn.

Åñëè ÷èñëî n è àðãóìåíòû x1, . . . , xn ÿñíû èç êîíòåêñòà, òî îíè

ïðîïóñêàþòñÿ èç îáîçíà÷åíèé.
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Ìíîãî÷ëåí p ∈ R[x1, . . . , xn] íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäè-

êàëüíûì (èëè âûðàçèìûì â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ), åñëè p ìîæ-
íî äîáàâèòü â íàáîð {σ1, . . . , σn}∪R ìíîãî÷ëåíîâ öåïî÷êîé îïåðàöèé

ñëåäóþùåãî âèäà:

• äîáàâèòü â íàáîð ñóììó èëè ïðîèçâåäåíèå óæå èìåþùèõñÿ

ìíîãî÷ëåíîâ;

• åñëè ìíîãî÷ëåí èç íàáîðà ðàâåí fk äëÿ íåêîòîðûõ f ∈ R[x1, . . . , xn]
è öåëîãî k > 1, òî äîáàâèòü â íàáîð ìíîãî÷ëåí f .

Çàìå÷àíèå 9.2.3. (a) Íàïðèìåð, ê ìíîãî÷ëåíàì x2 + 2y è x − y3

îïåðàöèÿìè ïåðâîãî òèïà ìîæíî äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí −5(x2+2y)2+
3(x2+2y)(x− y3)6. À ê ìíîãî÷ëåíó x2− 2xy+ y2 îïåðàöèåé âòîðîãî
òèïà ìîæíî äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí x− y (èëè y − x).

(b) Îïåðàöèè ïåðâîãî òèïà äîáàâëÿþò ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè îò óæå èìåþùèõñÿ.

(
) �àäèêàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà x1 ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ

òàêèõ

• öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë s, k1, . . . , ks,
• ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fs îò n ïåðåìåííûõ è p0, p1, . . . , ps îò n, n+

1, . . . , n+ s ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ âåùåñòâåííûìè êîý��è-
öèåíòàìè, ÷òî





fk11 = p0(σ1, . . . , σn)

fk22 = p1(σ1, . . . , σn, f1)

. . .

fkss = ps−1(σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs−1)

x1 = ps(σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs)

.

Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ìû îïóñêàåì ïåðåìåííûå (x1, . . . , xn) ìíîãî÷ëå-
íîâ σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs.

(d) Ïî òåîðåìå Âèåòà σ1, . . . , σn åñòü êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

tn − σ1t
n−1 + . . .+ (−1)n−1σn−1t+ (−1)nσn ∈ C[x1, . . . , xn][t]

ñ êîðíÿìè x1, . . . , xn. Ïîýòîìó ðàäèêàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà x1 îçíà-
÷àåò âûðàçèìîñòü â ðàäèêàëàõ (â óêàçàííîì â îïðåäåëåíèè ðàäè-

êàëüíîñòè ñìûñëå) êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà ÷åðåç åãî êîý��èöèåíòû.
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�åøåíèå çàäà÷è 9.2.1 äëÿ k = 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí x
âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí äëÿ n = 2.

Òåîðåìà 9.2.4. Ìíîãî÷ëåí x íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëü-

íûì äëÿ n = 3.

Òåîðåìà 9.2.4 åñòü åùå îäíà �îðìàëèçàöèÿ òîãî, ÷òî êîðåíü êó-

áè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå âûðàçèì â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ ÷åðåç

åãî êîý��èöèåíòû, ñð. ñ çàìå÷àíèåì 9.1.7.e.

Îïðåäåëåíèå (êîìïëåêñíîé) ðàäèêàëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ èç åãî

âåùåñòâåííîãî àíàëîãà çàìåíîé âåùåñòâåííûõ êîý��èöèåíòîâ íà

êîìïëåêñíûå. �åøåíèÿ çàäà÷ 9.2.1.(2), 9.2.6.
 è 9.2.9.d ïîêàçûâàþò,

÷òî ìíîãî÷ëåí x1 ðàäèêàëåí äëÿ n 6 4.

Òåîðåìà 9.2.5 (�ó��èíè). Íè äëÿ êàêîãî öåëîãî n > 5 ìíîãî÷ëåí
x1 íå ðàäèêàëåí.

Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò âûòåêàòü, ÷òî äàæå ìíîãî÷ëåí x1x2 +
x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1 íå ðàäèêàëåí äëÿ n = 5.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

9.2.1. (2) Ñèñòåìå óðàâíåíèé óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ìíîãî-

÷ëåíû

f(x, y) = x− y, p(u, v) = u2 − 4v è q(u, v, w) =
u+ w

2
.

(3) Ïîäñòàâüòå (x, y) = (0, 1) è (x, y) = (1, 0).

9.2.4. Ïðè n = 3 ìíîæåñòâî âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî

êîëè÷åñòâó îïåðàöèé èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè. Øàã èíäóê-

öèè âûòåêàåò èç ëåììû 9.3.30 î ñîõðàíåíèè öèêëè÷åñêîé ñèììåò-

ðè÷íîñòè.

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí x íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷å-

ñêèì, òî îí íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.
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9.2.2 �åøåíèå óðàâíåíèé ìàëûõ ñòåïåíåé (2)

Â çàäà÷àõ ýòîãî ïóíêòà äàëåå èñïîëüçóéòå ïðåäñòàâèìîñòü ëþ-

áîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ýëåìåíòàð-

íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè-

÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ 4.6.3).

9.2.6. Ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû ðàäèêàëüíû äëÿ n = 3:
(a) (x− y)(y − z)(z − x); (b) x9y + y9z + z9x; (
) x.

Ïîäñêàçêîé ê (
) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è 9.2.7.a è 9.2.8.
.

9.2.7. Ìíîãî÷ëåí f ∈ R[u1, u2, . . . , un] íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷åñêèì, åñëè f(u1, u2, . . . , un) = f(u2, u3, . . . , un−1, un, u1).

(a) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ïàðó α, β ∈ C, äëÿ êîòîðîé ìíîãî÷ëåí
(u+vα+wβ)3 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, à ìíîãî÷ëåí u+vα+wβ
� íåò.

(b) Ïîëó÷èòå ìíîãî÷ëåí x1x3 + x3x5 + x5x7 + x7x9 + x9x1 îïå-
ðàöèÿìè èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè èç íåêîòîðûõ öèêëè÷åñêè

ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, x2, . . . , x10.

9.2.8. �åøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé (x, y, z, t�íåèçâåñòíûå, a, b, c, d
èçâåñòíû ):

(a)





x+ y + z + t = a,
x+ y − z − t = b,
x− y + z − t = c,
x− y − z + t = d;

(b)





x+ y + z + t = a,
x+ iy − z − it = b,
x− y + z − t = c,
x− iy − z + it = d;

(
)




x+ y + z = a,
x+ ε3y + ε23z = b,
x+ ε23y + ε3z = c.

9.2.9. Ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû ðàäèêàëüíû äëÿ n = 4:
(a) (x− y)(x− z)(x− t)(y − z)(y − t)(z − t);

(b) xy + zt; (
) x+ y − z − t; (d) x.

Âûðàæåíèÿ èç çàäà÷è 9.2.8 íàçûâàþòñÿ ðåçîëüâåíòàìè Ëàãðàí-

æà. Îíè ¾ëó÷øå¿ êîðíåé, ïîñêîëüêó ¾ñèììåòðè÷íåå¿ â ñëåäóþùåì

ñìûñëå.
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�åøåíèå êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè ðåçîëüâåíò Ëàãðàí-

æà (ðåøåíèå çàäà÷è 9.2.6.
). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé x, y, z êóáè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè âûðàæåíèÿ a, b, c èç çàäà÷è

9.2.8 (ñ). (Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä äåëü Ôåððî èç çàäà÷è 4.2.2 �àêòè-

÷åñêè ïðèâîäèò ê òîìó æå.) Ïî òåîðåìå Âèåòà a = a(x, y, z)�êî-

ý��èöèåíò óðàâíåíèÿ. Ïðè çàìåíå x ↔ y ìíîãî÷ëåí b = b(x, y, z)
ïåðåõîäèò â ε3c, à c = c(x, y, z) â ε23b (ïðîâåðüòå!). Çíà÷èò, ìíîãî-
÷ëåíû bc è b3 + c3 íå ìåíÿþòñÿ ïðè ýòîé çàìåíå. Àíàëîãè÷íî îíè

íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå z ↔ y. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû bc è b3 + c3

ñèììåòðè÷åñêèå, ò. å. íå ìåíÿþòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðå-

ìåííûõ. Òîãäà èç òåîðåìû Âèåòà è îñíîâíîé òåîðåìû î ñèììåòðè-

÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ 4.6.3 (
) ñëåäóåò, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû îò x, y, z
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.

Òåïåðü, ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü b3 è c3. Äà-
ëåå ëåãêî ïîëó÷èòü ñàìè b è c.

Çàìå÷àíèå 9.2.10. In solution of Problem 9.2.6.
 we 
onstru
ted

polynomials

f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z),

p0(u, v, w), p1(u, v, w, t1), p2(u, v, w, t1, t2), p3(u, v, w, t1, t2, t3)

with 
omplex 
oe�
ients su
h that





f21 = p0(σ1, σ2, σ3)

f32 = p1(σ1, σ2, σ3, f1)

f33 = p2(σ1, σ2, σ3, f1)

x = p3(σ1, σ2, σ3, f1, f2, f3)

.

(If we allow p3 to be a rational fun
tion, then we 
an omit the third

equation and f3 in the fourth equation.) There are no polynomials with
real 
oe�
ients su
h that the above system holds. A generalization of

this fa
t to more general systems is Theorem 9.2.4.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ 4-é ñòåïåíè ïðè ïîìîùè ðåçîëüâåíò Ëàãðàí-

æà (ðåøåíèå çàäà÷è 9.2.9.d). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé x, y, z, t óðàâ-
íåíèÿ 4-é ñòåïåíè äîñòàòî÷íî íàéòè âûðàæåíèÿ a, b, c, d îò êîðíåé
èç çàäà÷è 9.2.8.a. Ïî òåîðåìå Âèåòà a�êîý��èöèåíò óðàâíåíèÿ.
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Ïðè çàìåíå x↔ y ìíîãî÷ëåíû c2 è d2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à ìíîãî-
÷ëåí b2 ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Ïðè öèêëè÷åñêîé çàìåíå x → y → z →
t → x ìíîãî÷ëåíû b2 è d2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à ìíîãî÷ëåí c2 ïå-

ðåõîäèò â ñåáÿ. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåíû b2, c2, d2 ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïðè

ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó âèåòîâñêèå ìíîãî÷ëåíû

îò íèõ, ò. å.

b2 + c2 + d2, b2c2 + b2d2 + c2d2, b2c2d2,

ñèììåòðè÷åñêèå. Òîãäà ýòè ìíîãî÷ëåíû îò x, y, z ïðåäñòàâëÿþòñÿ

â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ. Òåïåðü, ðåøàÿ

êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñàìè b2, c2, d2. Äàëåå ëåãêî
ïîëó÷èòü b, c, d.

Ââèäó òåîðåìû �ó��èíè 9.2.5 ìåòîä ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà, ïðî-

äåìîíñòðèðîâàííûé íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòå-

ïåíè, íå ðàáîòàåò äëÿ óðàâíåíèÿ 5-é ñòåïåíè. Ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó!

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σq ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê q-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà. For a permutation α ∈ Σq denote

~uα := (uα(1), . . . , uα(q)).

Îïðåäåëèì ðåçîëüâåíòó Ëàãðàíæà êàê

t(u1, . . . , uq) := εqu1 + ε2qu2 + . . .+ εqquq.

Îïðåäåëèì ðåçîëüâåíòó �àëóà êàê

Q(u1, . . . , uq, y) :=
∏

α∈Σq

(y − t(~uα)) ∈ Q[εq][u1, . . . , uq, y].

9.2.11. (a) Èìååì Q(εqu1, . . . , εquq, y) = Q(u1, . . . , uq, y).
(b) Äëÿ íåêîòîðîãî RQ ∈ Q[εq][z] èìååì Q(u1, . . . , uq, y) =

= RQ(u1, . . . , uq, y
q).

(
) Åñëè x1, . . . , x5 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ∈ Q[x] 5-é ñòåïåíè, òî
Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[ε5][y] è äàæå Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[y].

Ìíîãî÷ëåí RQ(x1, . . . , x5, z) ∈ Q[z] íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì

ìíîãî÷ëåíîì äëÿ f .
(d)* Âñå êîðíè ðàçðåøàþùåãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ f(x) = x5+15x+

44 (à çíà÷èò, è ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà f ) ðàäèêàëüíû.
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Using (a version of) êðèòåðèÿ �àëóà ðàçðåøèìîñòè 9.2.12.a below

one 
an prove that ïðè a, b ∈ Q âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà x5 + ax + b
ðàäèêàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèì

íàä Q, ëèáî a =
5λ4(3± 4c)

c2 + 1
è b =

4λ5(11 ∓ 2c)

c2 + 1
äëÿ íåêîòîðûõ

λ, c ∈ Q, c > 0, λ 6= 0 [PSo, Chapter 6, �7, Theorem 1℄.

9.2.12. (a) Êðèòåðèé �àëóà ðàçðåøèìîñòè (ãèïîòåçà). Äëÿ

ëþáûõ an−1, . . . , a0 ∈ Q âñå êîðíè óðàâíåíèÿ A(x) := xn+an−1x
n−1+

. . .+a1x+a0 = 0 ðàäèêàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðûé

íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 1 ñ êîý��èöèåíòàìè â Q ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí èç {A} ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:
• (�àêòîðèçàöèÿ) åñëè îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí P1P2 äëÿ

íåêîòîðûõ P1, P2 ∈ Q[x], íå ÿâëÿþùèõñÿ êîíñòàíòàìè, òî çàìåíèì

P1P2 íà P1 è P2;

• (èçâëå÷åíèå êîðíÿ) åñëè îäèí èç íàøèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí

P (xq) äëÿ íåêîòîðîãî P ∈ Q[x], òî çàìåíèì P (xq) íà P (x);

• (âçÿòèå ðåçîëüâåíòû �àëóà) çàìåíèì îäèí èç íàøèõ ìíîãî-

÷ëåíîâ P íà ìíîãî÷ëåí Q(y1, . . . , yq, y), ãäå y1, . . . , yq � âñå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà P . (Ïî óòâåðæäåíèþ 9.2.11.
 Q(y1, . . . , yq, y) ∈ Q[y].)

(b) Äîêàæèòå ÷àñòü ¾òîãäà¿ êðèòåðèÿ (a).

(
) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå âåùåñòâåííûé àíàëîã êðèòåðèÿ

(a).

(d) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã êðèòåðèÿ (a) for equations

solvable using one radi
al, 
f. [AB, ABG℄.

(e)* Does the analogue of (a) hold for every an−1, . . . , a0 ∈ C
with `expressible by radi
als' repla
ed by `expressible by radi
als from

{1, an−1, . . . , a0}'?

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè ¾òîëüêî òîãäà¿ â êðèòåðèè (a) àíàëîãè÷-

íî òåîðåìå 9.1.14, ñì. òàêæå òåîðåìó �àëóà 9.1.13 è �9.3.9. I would

be grateful if a spe
ialist in algebra 
ould 
on�rm that 
riterion (a) is


orre
t (and is equivalent to the Galois Solvability Criterion in its usual

textbook formulation, please give a referen
e), or des
ribe required


hanges. (I asked some spe
ialists sin
e July 2017, but so far obtained

no answer.)
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9.2.3 Ïåðå�îðìóëèðîâêà òåîðåìû �àóññà (2)

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ (êîìïëåêñíî) ïîñòðîèìûì, åñ-

ëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòà-

íèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êâàä-

ðàòíûõ êîðíåé. Ò.å. åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, åãî ñîäåðæàùåå,

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà {1}, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ
ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíîæåñòâó M ⊂ C, ñîäåðæàùåìó ÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y 6= 0

è ëþáîãî òàêîãî ÷èñëà r ∈ C, ÷òî r2 = x.

9.2.14. ×èñëî cos(2π/n) ïîñòðîèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñ-
ëî εn ïîñòðîèìî.

Ëåììà 9.2.15 (î êîìïëåêñè�èêàöèè). Êîìïëåêñíîå ÷èñëî ïîñòðî-

èìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè

âåùåñòâåííî ïîñòðîèìû.

Èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ïîñòðîèìî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âåùåñòâåííî ïîñòðîèìî

5

. Çíà÷èò, òåî-

ðåìó �àóññà 9.1.5 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñ çàìåíîé ¾âåùåñòâåííîé ïî-

ñòðîèìîñòè¿ íà ¾ïîñòðîèìîñòü¿.

9.2.16. * ßâëÿåòñÿ ëè {e + πi}-ðàäèêàëüíûì ÷èñëî e? (Ñì. îïðå-
äåëåíèå ïåðåä òåîðåìîé 9.1.14. Èñïîëüçóéòå áåç äîêàçàòåëüñòâà òî,

÷òî ÷èñëà e è π íå ðàäèêàëüíû.)

5

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ïîñòðîèìîñòè íåò îïåðàöèé Re è Im. Îäíàêî

èõ ìîæíî ¾ðåàëèçîâàòü¿, äîêàçàâ, ÷òî åñëè ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî z, òî ìîæíî
ïîëó÷èòü è z. Íî òàê áóäåò äîêàçàíà ïîñòðîèìîñòü âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷à-
ñòåé, à íå èõ âåùåñòâåííàÿ ïîñòðîèìîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âåùåñòâåííîé

ïîñòðîèìîñòè íóæíî èçâëåêàòü êîìïëåêñíûé êîðåíü ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííûõ

êîðíåé. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ êîðíåé âòîðîé ñòåïåíè. Åñëè â îïðåäåëåíèÿõ

ïîñòðîèìîñòè è âåùåñòâåííîé ïîñòðîèìîñòè äîïóñêàòü èçâëå÷åíèÿ êîðíåé òðå-

òüåé ñòåïåíè, òî àíàëîã ëåììû î êîìïëåêñè�èêàöèè áóäåò íåâåðåí. Äåéñòâè-

òåëüíî, ε9 ∈ 3
√

3
√
1 ðàäèêàëüíî ñ èçâëå÷åíèåì êîðíåé òîëüêî òðåòüåé ñòåïåíè,

à cos(2π/9) íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîì ðàäèêàëüíûì, ñì. çàìå÷àíèå 9.1.7f.



212 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

9.2.4 Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà

Îáîçíà÷èì εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ (êîìïëåêñíî) ïîñòðîèìûì, åñ-

ëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòà-

íèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êâàä-

ðàòíûõ êîðíåé. Ò.å. åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, åãî ñîäåðæàùåå,

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà {1}, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ
ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíîæåñòâó M ⊂ C, ñîäåðæàùåìó ÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y 6= 0

è ëþáîãî òàêîãî ÷èñëà r ∈ C, ÷òî r2 = x.

9.2.17. (α) ×èñëî εq ïîñòðîèìî äëÿ q = 2, 3, 6, 8, 12, 16.
(a) ×èñëî ε5 ïîñòðîèìî.
(β) ×èñëî εq ïîñòðîèìî äëÿ q = 10, 15, 20.
(b) ×èñëî ε7 ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé,

âû÷èòàíèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé

êîìïëåêñíûõ êîðíåé âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè.

(
) Òî æå äëÿ ÷èñëà ε11 è êîðíåé òîëüêî âòîðîé è ïÿòîé ñòåïåíè.
(d) ×èñëî ε17 ïîñòðîèìî.
(e) (Òåîðåìà �àóññà) Åñëè q = 2αp1 · . . . · pl, ãäå p1, . . . , pl �ðàç-

ëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 22
s
+ 1, òî ÷èñëî εq ïîñòðîèìî.

Ïóíêòû (a) è (b) ìîæíî ðåøèòü íåïîñðåäñòâåííî. Äàëåå óæå

íóæíà íîâàÿ èäåÿ. Îêàçûâàåòñÿ, âìåñòî ðàáîòû ñ íàáîðîì êîðíåé

÷àñòî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ íåêîòîðûìè âûðàæåíèÿìè îò êîðíåé �

ðåçîëüâåíòàìè Ëàãðàíæà, êîòîðûå îïðåäåëåíû â çàäà÷å 0.

0. �åøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé (x, y, z, t�íåèçâåñòíûå, a, b, c, d
èçâåñòíû ):

(a)





x+ y + z + t = a,
x+ y − z − t = b,
x− y + z − t = c,
x− y − z + t = d;

(b)





x+ y + z + t = a,
x+ iy − z − it = b,
x− y + z − t = c,
x− iy − z + it = d;

(
)




x+ y + z = a,
x+ ε3y + ε23z = b,
x+ ε23y + ε3z = c.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà ε := ε5. Âî-ïåðâûõ,

T0 := ε+ ε2 + ε4 + ε8 = −1.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïîñòðîèìîñòü ÷èñëà

T2 := ε− ε2 + ε4 − ε8.

Ïðè çàìåíå ε íà ε2 ÷èñëî T2 ïåðåõîäèò â −T2. Çíà÷èò, T 2
2 íå ìåíÿ-

åòñÿ ïðè ýòîé çàìåíå. Ïîýòîìó T 2
2 íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâóêðàòíîé è

òðåõêðàòíîé òàêèõ çàìåíàõ, ò. å. ïðè çàìåíàõ ε íà ε4 è ε íà ε8 = ε3.
Èòàê, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî T 2

2 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ε íà εk.
�àñêðîåì ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè T 2

2 è çàìåíèì ε5 íà 1. Ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

T 2
2 = a0 + a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3 + a4ε

4
äëÿ íåêîòîðûõ ak ∈ Z.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî T 2
2 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ε íà εk, òî

a1 = a2 = a3 = a4. Ïîýòîìó T
2
2 = a0−a1 ∈ Z. Çíà÷èò, T2 ïîñòðîèìî.

Îáîçíà÷èì

T1 := ε+ iε2 − ε4 − iε8 è T3 := ε− iε2 − ε4 + iε8.

Òîãäà T0 + T1 + T2 + T3 = 4ε. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîñòðî-
èìîñòü ÷èñåë T1 è T3. Ñäåëàåì ýòî äëÿ T1; äîêàçàòåëüñòâî äëÿ T3
àíàëîãè÷íî.

Ïðè çàìåíå ε íà ε2 ÷èñëî T1 ïåðåõîäèò â −iT1. Çíà÷èò, T 4
1 ïðè

ýòîé çàìåíå íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó T 4
1 íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâóêðàòíîé

è òð¼õêðàòíîé çàìåíå òàêîãî âèäà, ò. å. ïðè çàìåíå ε íà ε4 è ε íà
ε8 = ε3. Èòàê, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî T 4

1 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ε íà
εk.

�àñêðîåì ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè T 4
1 è çàìåíèì ε5 íà 1. Ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî

T 4
1 = a0 + a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3 + a4ε

4
äëÿ íåêîòîðûõ ak ∈ Z+ iZ.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî T 4
1 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ε íà εk,

òî a1 = a2 = a3 = a4. Ïîýòîìó T
4
1 = a0 − a1 ∈ Z + iZ. Çíà÷èò, T1

ïîñòðîèìî.
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In the above arguments we need to prove that the `repla
ing ε by
εk' is well-de�ned. Îáîñíîâàíèå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ òðóäíîå; ÷èòà-

òåëü ìîæåò íàéòè ïðèìåð òàêîãî ðàññóæäåíèÿ â [E1, � 24℄. Ïîýòîìó

âìåñòî òîãî, ÷òîáû åãî ïðèâîäèòü, ìû íåìíîãî èçìåíèì äîêàçàòåëü-

ñòâî; èìåííî ýòèì ïðèâîäèìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîùå äàííîãî â [E1℄,

[PSo, � 6.4℄. Âìåñòî ðàáîòû ñ ÷èñëàìè ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ìíîãî-

÷ëåíàìè è ïîäñòàâëÿòü â íèõ ε â êà÷åñòâå àðãóìåíòà. Äâà ìíîãî-

÷ëåíà ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè

ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà p, åñëè èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ (â C[x]) íà p.

9.2.18. Îáîçíà÷èì T1(x) := x+ ix2 − x4 − ix8. Òîãäà

(a) iT1(x
2) ≡ T1(x) mod (x5 − 1);

(b) T 4
1 (x

2) ≡ T 4
1 (x) mod (x5 − 1);

(
) T 4
1 (x

k) ≡ T 4
1 (x) mod (x5 − 1) äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, 3, 4.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà ε := ε5. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí

T1(x) := x + ix2 − x4 − ix8. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû T0(x), T2(x)
è T3(x) �îðìóëàìè, àíàëîãè÷íûìè âûøåíàïèñàííûì. Êàê è âûøå,
(T0 + T1 + T2 + T3)(ε) = 4ε. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîñòðîè-
ìîñòü êàæäîãî èç ÷èñåë Tr(ε), r = 1, 2, 3. Èìååì

iT1(x
2) ≡

x5−1
T1(x) =⇒ T 4

1 (x
2) ≡

x5−1
T 4
1 (x) =⇒

=⇒ T 4
1 (x

k) ≡
x5−1

T 4
1 (x) äëÿ ëþáîãî k.

Âîçüì¼ì ìíîãî÷ëåí a0+a1x+a2x
2+a3x

3+a4x
4
ñ êîý��èöèåíòàìè

â Z+ iZ, ñðàâíèìûé ñ T 4
1 (x) ïî ìîäóëþ x5 − 1.

Òîãäà a1 = a2 = a3 = a4. Ïîýòîìó
6 T 4

1 (ε) = a0 − a1 ∈ Z+ iZ.
Çíà÷èò, T1(ε) ïîñòðîèìî. Àíàëîãè÷íî T2(ε) è T3(ε) ïîñòðîèìû.

6

Äðóãîé ñïîñîá, ïðåäëîæåííûé Ì.ßãóäèíûì:

T 4
1 (ε) = a0 + a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3 + a4ε

4 = a0 + a1ε
2 + a2ε

4 + a3ε+ a4ε
3 =

= a0 + a1ε
3 + a2ε+ a3ε

4 + a4ε
2 = a0 + a1ε

4 + a2ε
3 + a3ε

2 + a4ε.

Ñóììèðóÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì 4T 4
1 (ε) = a0 − a1 − a2 − a3 − a4 ∈ Z+ iZ.
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9.2.19. (a) Îáîçíà÷èì

β := ε6 =
1 + i

√
3

2
è T (x) := x+βx3+β2x9+β3x27+β4x81+β5x243.

Äîêàæèòå, ÷òî T (x) ≡ βT (x3) mod (x7 − 1).
(b) Îáîçíà÷èì

β := ε10 è T (x) := x+ βx2 + β2x4 + β3x8 + β4x16 + . . .+ β9x512.

Äîêàæèòå, ÷òî T (x) ≡ βT (x2) mod (x11 − 1).

�åøåíèÿ çàäà÷ 9.2.17 (
,d) è 9.2.19 àíàëîãè÷íû ïðèâåä¼ííîìó

äîêàçàòåëüñòâó ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà ε5.

9.2.5 Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà (3)

Ëåììà 9.2.20 (îá óìíîæåíèè). (a) Åñëè εn ïîñòðîèìî, òî ε2n ïî-

ñòðîèìî.

(b) Åñëè εn è εm ïîñòðîèìû è m,n âçàèìíî ïðîñòû, òî εmn ïî-

ñòðîèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóë ε2n ∈ √
εn è εmn = εxmε

y
n,

ãäå x è y�öåëûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ nx+my = 1.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 9.2.17 (a) ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëè÷íîñòü

îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë 2, 22, 23, 24 íà 5. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

9.2.17 (b,
,d) è 9.2.19 (a,b) ïîëåçíî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ÷èñåë 3 è 7,

2 è 11, 6 è 17. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 9.2.21 (î ïåðâîîáðàçíîì êîðíå). Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p
ñóùåñòâóåò ÷èñëî g, äëÿ êîòîðîãî îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà p ÷èñåë

g1, g2, g3, . . . , gp−1
ðàçëè÷íû.

Óêàçàíèå ê äîêàçàòåëüñòâó äëÿ p = 2m+1 (òîëüêî ýòîò ñëó÷àé

íóæåí äëÿ òåîðåìû �àóññà). Åñëè ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ íåò, òî

ñðàâíåíèå x2
m−1 ≡ 1 mod p èìååò p − 1 = 2m > 2m−1

ðåøåíèé. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Áåçó.

Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò ïîëó÷èòü è ïîëíîå äîêàçà-

òåëüñòâî, ñì. ï. 3.5.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà 9.1.5. Ïî ëåììå

9.2.15 î êîìïëåêñè�èêàöèè è ïî ëåììå 9.2.20 îá óìíîæåíèè äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî εn ïîñòðîèìî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî n = 22
s
+1.

Òàê êàê n − 1 = 2m, òî ïî ëåììå 9.2.20 îá óìíîæåíèè β := εn−1

ïîñòðîèìî. Îáîçíà÷èì

Z[β] := {b0 + b1β + b2β
2 + . . .+ bn−2β

n−2 | b0, b1, . . . , bn−2 ∈ Z}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n. Äëÿ r =
0, 1, 2, . . . , n− 2, îáîçíà÷èì

Tr(x) := x+ βrxg + β2rxg
2
+ . . .+ β(n−2)rxg

n−2 ∈ Z[β][x].

Òîãäà (T0 + T1 + . . . + Tn−2)(ε) = (n − 1)ε. Êðîìå òîãî, T0(ε) = −1.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîñòðîèìîñòü êàæäîãî èç ÷èñåë Tr(ε),
r = 1, 2, . . . , n− 2. Èìååì

βrTr(x
g) ≡

xn−1
Tr(x) =⇒ T n−1

r (xg) ≡
xn−1

T n−1
r (x) =⇒

=⇒ T n−1
r (xk) ≡

xn−1
T n−1
r (x) äëÿ ëþáîãî k.

Âîçüì¼ì ìíîãî÷ëåí a0 + a1x + a2x
2 + . . . + an−1x

n−1
ñ êîý��è-

öèåíòàìè â Z[β], ñðàâíèìûé ñ T n−1
r (x) ïî ìîäóëþ xn − 1. Òîãäà

a1 = a2 = . . . = an−1. Ïîýòîìó T
n−1
r (ε) = a0 − a1 ∈ Z[β]. Çíà÷èò,

Tr(ε) ïîñòðîèìî.
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9.3 Çàäà÷è î íåðàçðåøèìîñòè â ðàäèêàëàõ

Â ýòîì ïóíêòå ìû íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ äåìîíñòðèðóåì èäåè

äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì î íåðàçðåøèìîñòè èç ï. 9.1. Ýòîò ïóíêò íåçà-

âèñèì îò ïðåäûäóùåãî. Áîëåå òîãî, îí ïî÷òè íåçàâèñèì îò ï. 9.1,

ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ïðèâîäèìûõ çäåñü çàäà÷ êàñàåòñÿ íåïðåä-

ñòàâèìîñòè ÷èñåë â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì âèäå è íå èñïîëüçóåò

îïðåäåëåíèé è �îðìóëèðîâîê èç ï. 9.1. Íåïðåäñòàâèìîñòü, õîòü îíà

è êàæåòñÿ î÷åíü åñòåñòâåííîé, ìîæåò äîêàçûâàòüñÿ íåòðèâèàëüíî!

Ê òåîðåìå 9.1.2 è íåïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà 9.1.5 (ï. 9.4.4)

ïîäâîäÿò çàäà÷è èç ï. 9.3.1�9.3.2. Ê íåðàçðåøèìîñòè â âåùåñòâåí-

íûõ ðàäèêàëàõ èç òåîðåìû 9.1.10 (ï. 9.4.5), ê òåîðåìå 9.1.11 (ï. 9.4.8),

è ê òåîðåìå Êðîíåêåðà 9.1.15 (ï. 9.4.7) ïîäâîäÿò çàäà÷è èç ï. 9.3.1�

9.3.4. Ê òåîðåìå 9.1.14 è íåðàçðåøèìîñòè â êðèòåðèè 9.2.12.a (ï. 9.4.3

è 9.4.6) ïîäâîäÿò çàäà÷è èç ï. 9.3.1�9.3.6. Ê òåîðåìå 9.1.17 ïîäâîäÿò

çàäà÷è âñåãî ýòîãî ïóíêòà, âêëþ÷àÿ ï. 9.3.9.

Òàêèì îáðàçîì, ï. 9.3.1�9.3.4 ðàçâèâàþò èäåþ ñîïðÿæåíèÿ, à ï.

9.3.5�9.3.9 � èäåþ ñèììåòðèè. Çàìåòèì, ÷òî â ï. 9.3 ýòè èäåè ðàñ-

êðûâàþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå (ïîñêîëüêó, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü

ïåðâûì øàãàì, îêîí÷àòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ èäåè ñîïðÿæåíèÿ áîëåå

ñëîæíà, ÷åì èäåè ñìììåòðèè).

Â ýòîì ïóíêòå ¾ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè¿

êîðîòêî íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. ×èñëà v1, . . . , vn ∈ C íàçûâàþòñÿ

ëèíåéíî çàâèñèìûìè íàä Q, åñëè íàéäóòñÿ λ1, . . . , λn ∈ Q, íå âñå
ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ λ1v1 + . . .+ λnvn = 0. Íàïîìíèì, ÷òî

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).
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9.3.1 Îäíî èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ (1-2)

9.3.1. Ïðåäñòàâèìî ëè ñëåäóþùåå ÷èñëî â âèäå a+
√
b, ãäå a, b ∈ Q:

(a)

√
3 + 2

√
2; (b)

1
7+5

√
2
; (
)

3
√
7 + 5

√
2; (d)

3
√
2;

(e)

√
2 + 3

√
2; (f)

√
2 +

√
2; (g)

√
2 +

√
3 +

√
5.

9.3.2.* Äëÿ êàêèõ n ÷èñëî cos(2π/n) ïðåäñòàâèìî â âèäå a+
√
b, ãäå

a, b ∈ Q? Â êà÷åñòâå îòäåëüíûõ ïóíêòîâ çàñ÷èòûâàþòñÿ ñëó÷àè n =
16, 24, 20, 15, 9, 7, 17, 25. (Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íóæåí, íàïðèìåð,

äëÿ èçó÷åíèÿ âíåøíèõ áèëüÿðäîâ.)

¾Ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè¿ êîðîòêî íàçû-

âàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì.

Ëåììà 9.3.3. Ïóñòü r ∈ R−Q è r2 ∈ Q.
(a) Î íåïðèâîäèìîñòè. Ìíîãî÷ëåí x2− r2 íåïðèâîäèì íàä Q.
(b) Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Åñëè a, b ∈ Q è a + br = 0,

òî a = b = 0.
(
) Åñëè ìíîãî÷ëåí P èìååò êîðåíü r, òî P äåëèòñÿ íà x2 − r2.
(d) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü r, òî êîðíåì

ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëî −r.
(e) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè a, b ∈ Q è ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü

a+ br, òî êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëî a− br.
(f) Åñëè a, b ∈ Q è êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü a + br,

òî îí èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü.

Òåîðåìà 9.3.4. Åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè âûøå 2 íåïðèâîäèì íàä

Q, òî íè îäèí èç åãî êîðíåé íå ïðåäñòàâèì â âèäå a±
√
b, ãäå a, b ∈ Q.

9.3.5. (a) �åøèòå óðàâíåíèå x6 − 2x4 − 12x3 − 2x2 + 1 = 0.
(b) ×èñëî cos(2π/7) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷åííîãî

èç �óíêöèè x3 + x2 + x+ 1+ x−1 + x−2 + x−3
çàìåíîé Æóêîâñêîãî

z = 1
2(x+ 1

x).

9.3.6. (a) Ïðèâîäèì ëè ìíîãî÷ëåí x5−4x3+6x2+4x+2 íàä Z? Q?
(b) Äëÿ êàæäîãî q = 5, 7, 11, 9, 25, 15, 16, 20 íàéäèòå íåïðèâîäè-

ìûé íàä Q ìíîãî÷ëåí, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).
(
) Òî æå ñ çàìåíîé εq íà cos(2π/q).
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Ëåììà 9.3.7 (î ðàñøèðåíèè). Ïóñòü ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü èç

÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé,

óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà, è îäíîé îïåðàöèè èçâëå-

÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà (ò.å. ÷èñëî âå-

ùåñòâåííî ïîñòðîèìî ñ èçâëå÷åíèåì êîðíÿ òîëüêî îäèí ðàç). Òîãäà

îíî èìååò âèä a±
√
b, ãäå a, b ∈ Q è b > 0.

Èç òåîðåìû 9.3.4 è ëåììû 9.3.7 î ðàñøèðåíèè âûòåêàåò, ÷òî åñëè

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè âûøå âòîðîé íåïðèâîäèì íàä Q, òî íè îäèí èç
åãî êîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì ñ èçâëå÷åíèåì

êîðíÿ òîëüêî îäèí ðàç, ïðè÷¼ì âòîðîé ñòåïåíè. Ñïðàâåäëèâ è êîì-

ïëåêñíûé àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ýòî íàøå ïåðâîå ïðîäâèæåíèå

ê òåîðåìàì î íåðàçðåøèìîñòè èç �9.1. Àíàëîãè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ

â ñëåäóþùèõ ïîäïóíêòàõ (ñ�îðìóëèðóéòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî) âû-

òåêàþò èç àíàëîãè÷íûõ òåîðåì è ëåìì.

Ïîäñêàçêè

9.3.7. Áûëî áû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë òàêî-

ãî âèäà çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ

è äåëåíèÿ. Ýòî, åñòåñòâåííî, íå òàê: (1+
√
2)+ (1+

√
3) íå ïðåäñòà-

âèìî â âèäå a±
√
b, ãäå a, b ∈ Q (äîêàæèòå!).

9.3.3. (a) Åñëè ìíîãî÷ëåí x2 − r2 ïðèâîäèì íàä Q, òî îí èìååò
ðàöèîíàëüíûé êîðåíü. Ïðîòèâîðå÷èå.

(b) Åñëè b 6= 0, òî r = −a/b ∈ Q, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó b = 0,
à çíà÷èò, a = 0.

(
) Ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì

8

íà x2 − r2:

P (x) = (x2 − r2)Q(x) +mx+ n.

Ïîäñòàâëÿÿ x = r, ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè (ñì. ï. (b))

ïîëó÷àåì, ÷òî îñòàòîê íóëåâîé.

(d) Èç ï. (
) ñëåäóåò, ÷òî åñëè R2 = r2, òî R åñòü êîðåíü ìíîãî-

÷ëåíà.

Óêàçàíèå ê äðóãîìó ðåøåíèþ. Îòîáðàæåíèå u 7→ u ìíîæåñòâà

Q[r] := {a + br : a, b ∈ Q} â ñåáÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíî �îðìóëîé

8

Ýòî äåëåíèå ñ îñòàòêîì� òî æå ñàìîå, ÷òî ¾çàìåíà¿ x2
íà r2.
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a+ br := a− br. Êðîìå òîãî, u+ v = u+ v è u · v = u · v äëÿ ëþáûõ
u, v ∈ Q[

√
2].

(e) Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîãî÷ëåí èç óñëîâèÿ, è ïóñòüG(t):=P (a+
bt). Òîãäà G(r) = 0. Çíà÷èò, ïî ïóíêòó (d) èìååì G(−r) = 0.

(f) Åñëè b = 0, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïî ï. (e) ìíîãî÷ëåí èìååò (ðàçëè÷íûå) êîðíè a± br, çíà÷èò òðåòèé
êîðåíü ðàöèîíàëåí ïî òåîðåìå Âèåòà.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

9.3.1. Îòâåòû: (a), (b), (
) � äà, (d), (e), (f), (g) � íåò.

(a), (
) Èìååì

√
3 + 2

√
2 =

3
√

7 + 5
√
2 = 1 +

√
2.

(b) Èìååì

1
7+5

√
2
= 7−5

√
2

72−2·52 = −7 + 5
√
2.

(d) Ïóñòü ÷èñëî

3
√
2 ïðåäñòàâèìî. Òîãäà

2 = (
3
√
2)3 = (a3 + 3ab) + (3a2 + b)

√
b.

Òàê êàê 3a2 + b 6= 0, òî
√
b ∈ Q. Çíà÷èò, 3

√
2 ∈ Q�ïðîòèâîðå÷èå.

Ñð. ñ çàäà÷åé 4.1.1 (h).

Äðóãîé ñïîñîá � àíàëîãè÷íî òåîðåìå 9.3.4.

Åù¼ îäèí ñïîñîá. Ïóñòü ÷èñëî

3
√
2 ïðåäñòàâèìî. Òîãäà

1 = 1,
3
√
2 = a+ b

√
2,

3
√
4 = a′ + b′

√
2

äëÿ íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë a, b, a′, b′. Âåêòîðû (1, 0), (a, b),
(a′, b′) íà ïëîñêîñòè ëèíåéíî çàâèñèìû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè, ò. å. ñóùåñòâóþò λ0, λ1, λ2, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êî-

òîðûõ λ0(1, 0)+λ1(a, b)+λ2(a
′, b′) = 0. Òîãäà λ0+λ1

3
√
2+λ2

3
√
4 = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè 9.3.17 (b).

(e) Íàáðîñîê ïåðâîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è âîç-

âåäåì â êóá ðàâåíñòâî

3
√
2 = a+

√
b−

√
2.

Íàáðîñîê âòîðîãî ðåøåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî

3
√
2 6= a+ p

√
b+ q

√
c+ r

√
bc íè äëÿ êàêèõ a, b, c, p, q, r ∈ Q.
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9.3.5 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíàõ¿ (2)

In this and the following subsubse
tion equality signs involving

polynomial f (or fj) mean equality of polynomials (ïîêîý��èöèåíò-

íîå). Â ýòîì ïóíêòå àðãóìåíòû (x, y, z) ìíîãî÷ëåíîâ â �îðìóëàõ

÷àñòî ïðîïóñêàþòñÿ.

9.3.27. Cóùåñòâóþò ëè ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöè-

åíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå èç çàìå÷àíèÿ 9.2.10 ñ çàìåíîé

f32 , f
3
3 íà f22 , f

2
3 ?

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëåçíû ñëåäóþùåå ïîíÿòèå è óòâåðæäåíèå. Ìíî-

ãî÷ëåí g ∈ R[x, y, z] íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèì,

åñëè g(x, y, z) = g(y, z, x).

9.3.28. Åñëè f ∈ R[x, y, z] è ìíîãî÷ëåí
(a) f3; (b) f2

öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé.

9.3.29. Ïóñòü f, g ∈ R[x, y, z].
(a) Ëåììà. Åñëè fg = 0, òî f = 0 èëè g = 0.
Ïðåäîñòåðåæåíèÿ: ñóùåñòâóþò �óíêöèè F,G : R → R, äëÿ êî-

òîðûõ FG = 0, F 6= 0, G 6= 0; ñóùåñòâóþò äâà ðàçíûõ ìíîãî÷ëåíà

îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ðàâíûå â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê; íå

ïîëüçóéòåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ

ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò â ëþáîé òî÷êå.

(b) Åñëè f2 = g2, òî f = g èëè f = −g.
(
) Åñëè f2 + fg + g2 = 0, òî f = 0 è g = 0.
(d) Åñëè f3 = g3, òî f = g.
(e) Åñëè f5 = g5, òî f = g.
(f) f5 − g5 = (f − g)(f − ε5g)(f − ε25g)(f − ε35g)(f − ε45g).

Òåîðåìà 9.2.4 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 9.3.30 (î ñîõðàíåíèè öèêëè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòè). Åñëè

q > 0 öåëîå, f ∈ R[x, y, z] è ìíîãî÷ëåí f q öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷å-

ñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé.

9.3.31. Àíàëîãè êàêèõ óòâåðæäåíèé ýòîãî ïóíêòà ñïðàâåäëèâû äëÿ

(a) ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè?

(b) ñ çàìåíîé ìíîãî÷ëåíà f íà �óíêöèþ f : R3 → R (íå ïðåäïî-

ëàãàåìóþ íåïðåðûâíîé).
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9.3.6 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â ìíîãî÷ëåíàõ¿ (3)

Òåîðåìà �ó��èíè 9.2.5 âûòåêàåò èç ëåììû 9.3.35. Ñàìîå òðóä-

íîå è èíòåðåñíîå � ïðèäóìàòü �îðìóëèðîâêó ýòîé ëåììû. Äëÿ ýòî-

ãî äîêàæåì ñëåäóþùèå áîëåå ïðîñòûå �àêòû.

9.3.32. Ìíîãî÷ëåí x1 íå ðàäèêàëåí äëÿ n = 3 òàê, ÷òî âòîðàÿ îïå-
ðàöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ

(a) k = 2 (ïîäñêàçêà: ñì. çàäà÷ó 9.3.31); (b) k = 3.

9.3.33. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû äëÿ ëþáîãî f ∈
C[x1, . . . , x5]?

(a) Åñëè f5 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèì-

ìåòðè÷åñêèé.

(b) Åñëè f3 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèì-

ìåòðè÷åñêèé.

(
) Åñëè f2 ñèììåòðè÷åñêèé, òî f ñèììåòðè÷åñêèé.

(d) Åñëè f3 ñèììåòðè÷åñêèé, òî f ñèììåòðè÷åñêèé.

Öèêëîì äëèíû 3 íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà n-ýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà, ïåðåñòàâëÿþùàÿ íåêîòîðûå 3 ýëåìåíòà ïî öèêëó è îñòàâ-

ëÿþùàÿ íà ìåñòå êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ. Ìíîãî÷ëåí f ∈
C[x1, . . . , xn] íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèì, åñëè f(x1, x2, . . . , xn) =
f(xα(1), xα(2), . . . , xα(n)) äëÿ ëþáîãî öèêëà α äëèíû 3.

9.3.34. Ïðèäóìàéòå öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, íå ÿâ-

ëÿþùèéñÿ ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèì.

Ëåììà 9.3.35 (î ñîõðàíåíèè ÷åòíîñèììåòðè÷íîñòè). Åñëè q > 0
öåëîå, f ∈ C[x1, . . . , x5] è ìíîãî÷ëåí f q ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f
÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé.

9.3.36. Ïóñòü f ∈ C[x1, . . . , xn] � ìíîãî÷ëåí.

(a) Åñëè ìíîãî÷ëåí f7 ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f ÷åòíîñèììåò-
ðè÷åñêèé.

(b) Åñëè n > 5 è ìíîãî÷ëåí f3 ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f ÷åò-

íîñèììåòðè÷åñêèé.

(
) Åñëè n > 5, òî ëþáîé öèêë äëèíû 3 íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæå-

ñòâå ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïåðåñòàíîâîê âèäà (ab)(cd) ñ ðàç-
ëè÷íûìè a, b, c, d (ò.å. â ïðîèçâåäåíèå êîìïîçèöèé òðàíñïîçèöèé ñ

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè).
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9.4 Äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè â ðàäèêàëàõ

Ôîðìàëüíî, äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî ïóíêòà äîñòàòî÷íî ïðî÷èòàòü

�îðìóëèðîâêè â ï. 9.1.2�9.1.4 (õîòÿ ìû èíîãäà ññûëàåìñÿ íà ï. 9.3

ïî ïîâîäó ïðîñòûõ äåòàëåé äîêàçàòåëüñòâ è â ï. 9.4.7 íà òåîðåìó

9.1.16 �àóññà î ïîíèæåíèè). Ïîçíàêîìèòüñÿ ñ èäåÿìè ïî ï. 9.3 ïî-

ëåçíî, íî íå îáÿçàòåëüíî. Êàêèå ïîäïóíêòû èç ï. 9.3 ïîëåçíû äëÿ

êàêèõ ïîäïóíêòîâ ýòîãî ïóíêòà, íàïèñàíî â íà÷àëå ï. 9.3.

Ï. 9.4.1 èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ ïóíêòàõ ýòîãî ïàðàãðà�à. Ëåììà

9.4.12.b èñïîëüçóåòñÿ â ï. 9.4.6, 9.4.7. Òåîðåìà 9.4.3 èñïîëüçóåòñÿ â

ï. 9.4.6. Ï. 9.4.7 èñïîëüçóåòñÿ â ï. 9.4.8. Â îñòàëüíîì ïóíêòû ýòîãî

ïàðàãðà�à �îðìàëüíî íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Êðîìå óêàçàííûõ

�îðìàëüíûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ êàæäîãî ïóíêòà, â êîòîðûé âåäåò

ñòðåëêà, ïîëåçíî ïðî÷èòàòü ïóíêò, èç êîòîðîãî îíà èñõîäèò:

9.4.2 → 9.4.3, 9.4.4 → 9.4.5 → 9.4.6, 9.4.7.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà â êàæäîì ïóíêòå ïîëó÷àåòñÿ èç òåêñòà ïóíê-

òà ïðîïóñêîì äîêàçàòåëüñòâ ëåìì.

9.4.1 Ïîëÿ è èõ ðàñøèðåíèÿ (2)

Åñëè F ⊂ C, r ∈ C è rq ∈ F äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ïîëîæèòåëü-

íîãî q, òî îáîçíà÷èì

F [r] := {a0 + a1r + a2r
2 + . . .+ aq−1r

q−1 | a0, . . . , aq−1 ∈ F}.

De�nitions of 
onstru
tibility, real 
onstru
tibility, expressibility by radi
als

and real expressibility by radi
als are given in ��9.2.3, 9.1.2, 9.1.4, 9.1.3,

respe
tively.

Ëåììà 9.4.1 (î áàøíå ðàñøèðåíèé). (a) ×èñëî x ∈ C ïîñòðîèìî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå r1, . . . rs−1 ∈ C, ÷òî

Q = F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . . ⊂ Fs−1 ⊂ Fs ∋ x,

ãäå r2k ∈ Fk, rk 6∈ Fk è Fk+1 = Fk[rk] äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , s− 1.
(b) ×èñëî x ∈ C ðàäèêàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóþò òàêèå r1, . . . rs−1 ∈ C è òàêèå ïðîñòûå q1, . . . , qs−1, ÷òî

Q = F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . . ⊂ Fs−1 ⊂ Fs ∋ x,
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ãäå rqkk ∈ Fk, rk 6∈ Fk è Fk+1 = Fk[rk] äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , s− 1.

Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ áàøíåé (êâàäðàòè÷íûõ

èëè ðàäèêàëüíûõ) ðàñøèðåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè, îñ-

íîâàííîå íà ðàññìîòðåíèè àíàëîãè÷íûõ öåïî÷åê-áàøåí, íàçûâàåòñÿ

â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è ïðîãðàììèðîâàíèè èíäóêöèåé ïî ãëó-

áèíå �îðìóëû.

Ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó îïåðàöèé,

íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëà, àíàëîãè÷íî ëåììàì î ðàñøè-

ðåíèè èç �9.3. Àíàëîã ýòîé ëåììû äëÿ âåùåñòâåííûõ ïîñòðîèìîñòè

è ðàäèêàëüíîñòè ñïðàâåäëèâ è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

×òîáû ïîìåíüøå óïîìèíàòü ýòó åñòåñòâåííóþ, íî íåñêîëüêî ãðî-

ìîçäêóþ ëåììó, ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå. Â ýòîì ïàðàãðà�å ïî-

ëåì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà C, çàìêíóòîå îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ íà íåíó-

ëåâîå ÷èñëî. Îáùåïðèíÿòîå íàçâàíèå: ÷èñëîâîå ïîëå (à ïîëåì â ìà-

òåìàòèêå íàçûâàåòñÿ íåìíîãî äðóãîé îáúåêò). Ýòî ïîíÿòèå ïîëåçíî

äëÿ íàñ òåì, ÷òî òåîðåìà äåëåíèè ñ îñòàòêîì âåðíà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

ñ êîý��èöèåíòàìè â ïîëå. We use the standard notation F [u1, . . . , un]
and F (u1, . . . , un) for the sets of polynomials and rational fra
tions

(i.e., formal ratios of polynomials) with 
oe�
ients in F . Equality signs
involving polynomial or rational fra
tion P, f or fj mean equality of

polynomials or rational fra
tions (ïîêîý��èöèåíòíîå).

Íàïîìíèì, ÷òî

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q) è ~y := (y1, . . . , yn).

9.4.2 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíàõ¿ (3)

Ëåììà 9.4.2 (keeping 
y
li
 symmetry). If P is a rational fra
tion of

3 variables with 
oe�
ients in R, and P q
is 
y
li
-symmetri
 for some

integer q, then P is 
y
li
-symmetri
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì R(x1, x2, x3) := P (x2, x3, x1). Òàê êàê

P q
öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî P q = Rq

.

Åñëè q íå÷åòíî, òî P = R (àíàëîãè÷íî çàäà÷å 9.3.29). Çíà÷èò, P
öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêàÿ.
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À åñëè q ÷åòíî, òî P = R èëè P = −R. Ïðè P = R ïîëó÷àåì,

÷òî P öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêàÿ. À ïðè P = −R èìååì

P (x1, x2, x3) = −P (x2, x3, x1) = P (x3, x1, x2) = −P (x1, x2, x3).

Ïîýòîìó P = 0, çíà÷èò, P öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêàÿ.

9.4.3 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â ìíîãî÷ëåíàõ¿ (3)

Ñì. [Sk15℄.

Here we prove the Ru�ni Theorem in the following form required for

Theorem 9.1.14, 
f. Ru�ni Theorem 9.2.5. An extension and a radi
al

extension is de�ned at the beginning of �9.4.2. Denote

Qε :=

∞⋃

q=3

Q(ε3, ε4, . . . , εq).

Òåîðåìà 9.4.3 (Ru�ni). There are a0, a1, a2, a3, a4 ∈ C su
h that no

root of the equation x5 + a4x
4 + . . .+ a1x+ a0 = 0 is 
ontained in any

radi
al extension of

Qε(~a) := Qε(a0, a1, a2, a3, a4)


ontained in Qε(~x), where x1, . . . , x5 are the roots of the equation.

Ëåììà 9.4.4 (Keeping symmetry through extra
tion of a radi
al). If

P is a rational fra
tion of 5 variables with 
oe�
ients in C, and P q
is

even-symmetri
 for some integer q, then P is even-symmetri
.
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9.4.4 Íåïîñòðîèìîñòü â òåîðåìå �àóññà (3*)

Òåîðåìà 9.1.2 (âåùåñòâåííàÿ íåïîñòðîèìîñòü ÷èñëà

3
√
2) âûòåêà-

åò èç âåùåñòâåííîãî àíàëîãà ëåììû 9.4.1.a î áàøíå ðàñøèðåíèé è

ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 9.4.5. Ïóñòü F ⊂ R�ïîëå, r ∈ R− F è r2 ∈ F .
(a) Òîãäà F [r]�ïîëå.

(b) Åñëè

3
√
2 6∈ F , òî 3

√
2 6∈ F [r].

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (a). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî F [r] çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ íà íåíó-

ëåâîå ÷èñëî. Ýòî íå î÷åâèäíî òîëüêî â ñëó÷àå äåëåíèÿ, êîòîðûé

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

1
a+br = a

a2−b2r2
− b

a2−b2r2
r.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b). Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî

3
√
2 ∈ F [r].

Òîãäà

3
√
2 = a+ br äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ F . Ïîëó÷àåì

2 = (
3
√
2)3 = (a3 + 3ab2r2) + (3a2b+ b3r2)r.

Òàê êàê

3
√
2 6∈ F , òî b 6= 0 è r 6∈ F . Â ÷àñòíîñòè, r 6= 0. Ïîýòîìó

3a2 + b2r2 > 0. Òàê êàê 2 ∈ Q ⊂ F , òî r ∈ F . Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà

9.1.5.

Ëåììà 9.4.6 (î ñòåïåíÿõ äâîéêè). Åñëè íåïðèâîäèìûé íàä Q ìíî-

ãî÷ëåí P ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò ïîñòðîèìûé êî-

ðåíü, òî degP åñòü ñòåïåíü äâîéêè.

Ýòà ëåììà âûòåêàåò èç ëåììû 9.4.1.a î áàøíå ðàñøèðåíèé è

÷àñòè (b) ñëåäóþùåé ëåììû. Äîêàçàòåëüñòâî åå ÷àñòè (a) îñòàâëÿåì

÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ëåììà 9.4.7 (î ñîïðÿæåíèè). Ïóñòü F ⊂ C�ïîëå, r ∈ C − F
è r2 ∈ F .

(a) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ñîïðÿæåíèÿ · : F [r] → F [r] �îðìó-
ëîé x+ yr:=x−yr. Ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, z + w =
z + w è zw = z · w.

(b) Åñëè ìíîãî÷ëåíû P ∈ F [x] è Q ∈ F [r][x] èìåþò îáùèé êî-

ðåíü è íåïðèâîäèìû íàä F è íàä F [r], ñîîòâåòñòâåííî, òî degP ∈
{degQ, 2 degQ}.
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Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b). Ïî êîìïëåêñíîìó àíàëîãó ëåììû 9.4.5.a

F [r] ïîëå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåëèìîñòü, íåïðèâîäèìîñòü è ÍÎÄ

â F [r], åñëè íå óêàçàíî äðóãîå. Òàê êàê P è Q èìåþò îáùèé êîðåíü

è Q íåïðèâîäèì, òî P äåëèòñÿ íà Q. Òîãäà ïî ï. (a) P = P äåëèòñÿ

íà Q. Òàê êàê Q íåïðèâîäèì è äåëèòñÿ íà D := gcd(Q,Q), òî ëèáî
D = Q, ëèáî D = 1.

Åñëè D = Q, òî èç D = D ïîëó÷àåì Q = D ∈ F [x]. Îòñþäà, òàê
êàê P íåïðèâîäèì íàä F , ïîëó÷àåì P = Q.

Åñëè D = 1, òî P äåëèòñÿ íà M := QQ. Òàê êàê M = M ,

ïîëó÷àåìM ∈ F [x]. Òàê êàê P íåïðèâîäèì íàä F , ïîëó÷àåì P =M .

Çíà÷èò, degP = 2degQ.

Ëåììà 9.4.8 (ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà). Ïóñòü p ïðîñòîå. Åñëè äëÿ

ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè ñòàðøèé êîý��èöèåíò íå

äåëèòñÿ íà p, îñòàëüíûå äåëÿòñÿ íà p, à ñâîáîäíûé ÷ëåí íå äåëèòñÿ
íà p2, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä Z.

Ëåììà 9.4.9 (�àóññ). Åñëè ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè

íåïðèâîäèì íàä Z, òî îí íåïðèâîäèì è íàä Q.

È ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà, è ëåììà �àóññà ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ

ïåðåõîäîì ê ìíîãî÷ëåíàì ñ êîý��èöèåíòàìè Zp. (Äëÿ ëåììû �àóñ-

ñà ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå P = P1P2 äàííîãî ìíîãî÷ëåíà P íàä

Q, âîçüì¼ì òàêèå öåëûå n1 è n2, ÷òî è n1P1, è n2P2 èìåþò öåëûå

êîý��èöèåíòû, è âîçüì¼ì ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà n1n2. For the
Eisenstein 
riterion see solution of Problem 9.3.1.f.)

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå �àóññà 9.1.5. Òàê êàê

εn = εknk, òî èç ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà εnk âûòåêàåò ïîñòðîèìîñòü ÷èñ-
ëà εn. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî εn íåïîñòðîèìî äëÿ

(A) ïðîñòîãî ÷èñëà n, íå ïðåäñòàâèìîãî â âèäå 2m + 1;

(B) êâàäðàòà ïðîñòîãî ÷èñëà, ò. å. n = p2.

Íåïîñòðîèìîñòü ÷èñëà εn ñëåäóåò èç ëåììû 9.4.6 î ñòåïåíÿõ

äâîéêè äëÿ êîðíÿ εn ìíîãî÷ëåíà

• P (x) := xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1 â ñëó÷àå (A) è

• P (x) := xp(p−1) + xp(p−2) + . . .+ xp + 1 â ñëó÷àå (B).
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Íåïðèâîäèìîñòü ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q âûòåêàåò èç èõ íåïðè-

âîäèìîñòè íàä Z è ëåììû 9.4.9 �àóññà. Íåïðèâîäèìîñòü ýòèõ ìíîãî-

÷ëåíîâ P (x) íàä Z âûòåêàåò èç íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ P (x+
1) íàä Z. Ïîñëåäíÿÿ íåïðèâîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì

ïðèçíàêà 9.4.8 Ýéçåíøòåéíà. Âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèé ïðèçíàêà

Ýéçåíøòåéíà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ P (x+ 1) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ñðàâíåíèÿ (a+ b)p ≡ ap + bp mod p.

9.4.5 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ¿ (3*)

Èìïëèêàöèÿ (ii) ⇒ (i) â òåîðåìå 9.1.10 âûòåêàåò èç âåùåñòâåí-
íîãî àíàëîãà ëåììû 9.4.1.b î áàøíå ðàñøèðåíèé è ÷àñòè (a) ñëåäó-

þùåé ëåììû.

Ëåììà 9.4.10. Ïóñòü q ïðîñòîå, F ⊂ R�ïîëå, r ∈ R−F è rq ∈ F .
(a) If a polynomial with 
oe�
ients in F has degree 3, has three

real roots none of whi
h lies in F , then none of the roots lies in F [r].
(b) Î íåïðèâîäèìîñòè. Ìíîãî÷ëåí tq − rq íåïðèâîäèì íàä

F [εq].
(
) Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Åñëè P (r) = 0 äëÿ íåêîòîðî-

ãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ F [εq][t] ñòåïåíè ìåíüøå q, òî P = 0.
(d) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè P ∈ F [εq][t] è P (r) = 0, òî P (rεkq ) = 0

äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b). Ïóñòü, íàïðîòèâ, ìíîãî÷ëåí tq−rq ïðè-
âîäèì íàä F [εq], ò.å. èìååò ñîáñòâåííûé äåëèòåëü P ∈ F [εq][t]. Âñå

êîðíè ìíîãî÷ëåíà tq − rq åñòü r, rεq, rε
2
q , . . . , rε

q−1
q . Ñâîáîäíûé ÷ëåí

ìíîãî÷ëåíà P ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðûõ k èç ýòèõ êîðíåé. Òî-
ãäà rk ∈ F [εq]. Òàê êàê q ïðîñòîå, òî kx + qy = 1 äëÿ íåêîòîðûõ

öåëûõ x, y. Òîãäà r = (rk)x(rq)y ∈ F [εq].
Ïîýòîìó

10 r2, r3, . . . , rq−1 ∈ F [εq]. Ñîñòàâèì òàáëèöó akl ∈ F
ðàçìåðà q × (q − 1) èç ðàçëîæåíèé ÷èñåë rk ïî ñòåïåíÿì ÷èñëà εq:

rk =

q−2∑

l=0

aklε
l
q, 0 6 k 6 q − 1.

10

Äðóãàÿ çàïèñü ýòîãî àáçàöà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè: òîãäà

dimF F [r] 6 dimF F [εq ] 6 q − 1.
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Ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ïðèáàâëåíèÿ ê îäíîé ñòðîêå äðó-

ãîé, óìíîæåííîé íà ÷èñëî èç F , ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó ñ íóëåâîé
ñòðîêîé.

Çíà÷èò, èìååòñÿ íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí Q ∈ F [t] ñòåïåíè ìåíüøå

q ñ êîðíåì r. Òîãäà gcd(tq − rq, Q) èìååò êîðåíü r è ñòåïåíü k, 0 <
k 6 degQ < q. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí tq − rq ïðèâîäèì íàä F .

Òîãäà àíàëîãè÷íî ïåðâîìó àáçàöó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷à-

åì, ÷òî r ∈ F , èñïîëüçóÿ F ⊂ R. Ïðîòèâîðå÷èå.

Part (
) follows by part (b) analogously to the last but one paragraph

of the proof of (b).

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (d). Òàê êàê P (r) = 0, òî îñòàòîê îò äåëå-

íèÿ ìíîãî÷ëåíà P (t) íà tq−rq ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â òî÷êå r. Sin
e
the degree of this remainder is less than q, ïî ÷àñòè (
) ýòîò îñòàòîê

ðàâåí íóëþ. Thus P is divisible by tq − rq. For every j = 0, 1, . . . , q− 1
sin
e (rεjq)k = rk, we obtain P (rεjq) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (a). Ïóñòü, íàïðîòèâ, íåêîòîðûé êîðåíü x0
ìíîãî÷ëåíà A ëåæèò â F [r]. Òîãäà x0 = H(r) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî-
÷ëåíà H ñ êîý��èöèåíòàìè â F ñòåïåíè áîëüøå 0 è ìåíüøå q. Ïðè-
ìåíèì ï. (d) ê ìíîãî÷ëåíó P (t) := A(H(t)). Òàê êàê A(H(r)) = 0, òî
H(rεkq ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà A äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q−1.

Åñëè H(rεkq ) = H(rεlq) äëÿ íåêîòîðûõ k, l, 0 6 k < l 6 q − 1, òî ïî

ï. (
) ïîëó÷èì, ÷òî degH = 0�ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, ÷èñëà H(rεkq ),
0 6 k 6 q − 1, � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà A. Çíà÷èò,
q 6 3.

Åñëè q = 2, òî ïî òåîðåìå Âèåòà òðåòèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà A
ëåæèò â F �ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó q = 3. Òàê êàê ε3 = ε23, òî
H(rε3) = H(rε23). Òàê êàê ïîñëåäíèå äâà ÷èñëà ðàçëè÷íû, òî íè

îäíî íèõ íå âåùåñòâåííî.

9.4.6 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â ÷èñëàõ¿ (4*)

Ñì. [Sk15℄ èëè àíãë. âåðñèþ.

Ëåììà 9.4.11 (Rationalization). Let x1, . . . , x5, r ∈ C be numbers, q a
prime and F ⊂ C a �eld 
ontaining elementary symmetri
 polynomials
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of x1, . . . , x5 and also εq, r
q
but not r. If F [r] ∩ Qε(~x) 6⊂ F , then there

is ρ ∈ Qε(~x) su
h that ρ
q ∈ F and F [ρ] = F [r].

Ëåììà 9.4.12. Let q be a prime, r ∈ C a number and F ⊂ C a �eld


ontaining εq, r
q
but not r.

(a) Irredu
ibility. Then the polynomial tq−rq ∈ F [t] is irredu
ible
over F .11

(b) Linear independen
e. Åñëè P (r) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-

ãî÷ëåíà P ∈ F [t] ñòåïåíè ìåíüøå q, òî P = 0.

(
) Conjugation. If Q ∈ F [t] a polynomial and Q(r) = 0, then
Q(rεjq) = 0 for every j = 1, . . . , q − 1.

9.4.7 Òåîðåìà Êðîíåêåðà î íåðàçðåøèìîñòè (4*)

Òåîðåìà Êðîíåêåðà 9.1.15 (è, òåì ñàìûì, òåîðåìó �àëóà 9.1.13)

follows by the Plugging Lemma 9.4.13 and Lemma 9.4.14.a below.

For a prime q, a �eld F ⊂ C and a number r ∈ C − F su
h that

rq ∈ F íàçîâ¼ì ðàñøèðåíèå F [r] ïîëÿ F íîðìàëüíûì, åñëè εq ∈ F .

Ëåììà 9.4.13 (îá óïëîòíåíèè). Åñëè ÷èñëî x ðàäèêàëüíî, òî ñó-

ùåñòâóåò áàøíÿ íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé èç ëåììû 9.4.1.b, äëÿ êî-

òîðîé ïðè ëþáîì k = 1, 2, . . . , s − 1 ëèáî rk ∈ R, ëèáî |rk|2 ∈ Fk.

Ëåììà 9.4.14. Ïóñòü q ïðîñòîå, F ⊂ C�ïîëå, r ∈ C−F è rq, εq ∈
F .

(a) Suppose that F = F , either r ∈ R or |r|2 ∈ F , a polynomial

G ∈ F [t] has prime degree, has more than one real roots and at least

one non-real root. If G is irredu
ible over F , then G is irredu
ible over

F [r].

11

Àíàëîã ëåììû î íåïðèâîäèìîñòè áåç óñëîâèÿ ¾εq ∈ F¿ íåâåðåí äëÿ q > 2,
F = R è r = εq. Íàïðèìåð, óñëîâèå ¾εq ∈ F¿ ïðîïóùåíî â çàìå÷àòåëüíîé

êíèãå [Pr07-2, ñ. 580�581℄. Ïîÿñíèì ýòî òîíêîå ìåñòî áîëåå äåòàëüíî. Â [Pr07-2℄

óòâåðæäåíèå ¾q = p¿ íà ñ. 581 (äëÿ p = 2) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè êâàäðàòíûé
òð¼õ÷ëåí f íåïðèâîäèì íàä ïîëåì F , ñîäåðæàùèì i, è ïðèâîäèì íàä F [ q

√
a] äëÿ

íåêîòîðîãî a ∈ F è ïðîñòîãî q, òî q = 2. Ýòî íåâåðíî äëÿ f(x) = x2+x+1, q = 3,
a = 1 è F = Q[i]. Îøèáêà â äîêàçàòåëüñòâå â [P℄ � â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè:

(âåðíóþ) òåîðåìó 1 íà ñ. 572 ïðèìåíèòü íåëüçÿ, òàê êàê âîçìîæíî, a = bq äëÿ

íåêîòîðîãî b ∈ F (õîòÿ

q
√
a 6∈ F ).
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(b)Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ëåììà î ñîïðÿæåíèè. Åñëè P ∈ F [x, t]
è P (x, r) = 0 êàê ìíîãî÷ëåí îò x, òî P (x, rεkq ) = 0 êàê ìíîãî÷ëåí

îò x äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b). Óòâåðæäåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-

íî çàìåíû ìíîãî÷ëåíà P íà îñòàòîê îò åãî äåëåíèÿ íà tq−rq. Ïîýòî-
ìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî degt P < q. Â ýòîì ñëó÷àå ëåììà ïîëó÷àåòñÿ

ïîêîý��èöèåíòíûì ïðèìåíåíèåì ëåììû î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

9.4.12.b.

Ëåììà 9.4.15 (î ðàöèîíàëüíîñòè). Ïóñòü F ⊂ C�ïîëå, q öåëîå,
r ∈ C, rq ∈ F è H ∈ F [x, t]. Òîãäà H(x, r)H(x, εqr) . . . H(x, εq−1

q r) ∈
F [x].

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ïðåäëîæåíî È.È.Áîãäàíîâûì.) Ïðîèçâåäåíèå

H(x, x0)H(x, x1) . . . H(x, xq−1) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëå-

íîì îò x0, x1, . . . , xq−1. Çíà÷èò, îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x è îò
ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x0, x1, . . . , xq−1. Çíà-

÷åíèÿ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè xk =
rεkq , k = 0, 1, . . . , q − 1, ðàâíû êîý��èöèåíòàì ìíîãî÷ëåíà xq − rq,
ëåæàùèì â F .12

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9.4.14.a. Consider divisibility and irredu
ibility

in F [r], unless otherwise stated. Suppose to the 
ontrary that G is

redu
ible. Òîãäà â F [r][x] ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü ìíî-

ãî÷ëåíà G. Ýòîò äåëèòåëü ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé t = r â íåêîòî-
ðûé ìíîãî÷ëåí H ∈ F [x, t] ñòåïåíè ïî t áîëüøå 0 è ìåíüøå q, à ïî
x ìåíüøå degG. Èòàê, H(x, r) íåïðèâîäèì è G(x) = H(x, r)H1(x, r)
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà H1 ∈ F [x, t]. Îáîçíà÷èì ε := εq. Ïðè-
ìåíèì ï. (b) ê P (x, t) := G(x)−H(x, t)H1(x, t). Ïîëó÷èì, ÷òî G(x)
äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí H(x, rεk) äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q − 1.

12

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. By the Linear Independen
e Lemma 9.4.12.b this

produ
t 
an be uniquely represented in the form

a0(x) + a1(x)r + . . .+ aq−1(x)r
q−1

for some ak ∈ F [x].

The produ
t goes to itself under the 
hange r → rε whi
h is well de�ned by

the Linear Independen
e Lemma 9.4.12.b. So again by the same lemma ak(x) =
ak(x)ε

k ∈ F [x] for ea
h k = 1, 2, . . . , q − 1. Hen
e ak(x) = 0 for ea
h k =
1, 2, . . . , q − 1. Thus the produ
t is a0(x) ∈ F [x].
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Åñëè ìíîãî÷ëåíH(x, rεk) ïðèâîäèì äëÿ íåêîòîðîãî k = 0, 1, . . . , q−
1, òîH(x, rεk) = H2(x, r)H3(x, r) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ H2,H3 ∈
F [x, t]. Ïðèìåíèì (b) ê P (x, t) := H(x, tεk)−H2(x, t)H3(x, t). Ïîëó-
÷èì, ÷òî ìíîãî÷ëåí H(x, r) ïðèâîäèì. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ìíî-
ãî÷ëåí H(x, rεk) íåïðèâîäèì äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q − 1.

Ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè 9.4.12.b ìíîãî÷ëåíû H(x, rεk)
ðàçëè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ k = 0, 1, . . . , q − 1. Çíà÷èò, G äåëèòñÿ íà

èõ ïðîèçâåäåíèå. Ëåììà 9.4.15 î ðàöèîíàëüíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî

êîý��èöèåíòû ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëåæàò â F . Èç ýòîãî è íåïðèâî-
äèìîñòè G íàä F ñëåäóåò, ÷òî G ðàâíî ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñ òî÷-

íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ a ∈ F . Òîãäà degG = q degxH. Òàê êàê degG
ïðîñòîå è degxH < degG, òî degxH = 1 (è degG = q). So there are
h0, . . . , hq−1 ∈ F su
h that êîðíè ìíîãî÷ëåíà G ñóòü

xk := h0 + h1rε
k + . . .+ hq−1rε

k(q−1), k = 0, 1, . . . , q − 1.

Âåùåñòâåííîñòü ÷èñëà xk ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî xk = xk. Çàìåòèì,
÷òî εkq = ε−k

q .

Åñëè r ∈ R, òî ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè 9.4.12.b è

ââèäó F = F , äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q − 1 óñëîâèå xk = xk ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî

hsε
2sk = hs äëÿ ëþáîãî s = 0, 1, . . . , q − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, xk ∈ R íå áîëåå ÷åì äëÿ îäíîãî k.

Åñëè r 6∈ R, òî |r|2 ∈ F . Òîãäà rs = |r|2s
rq r

q−s
, ãäå

|r|2s
rq ∈ F . Çíà÷èò,

ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè 9.4.12.b è ââèäó F = F , äëÿ
ëþáîãî k = 0, 1, . . . , q − 1 óñëîâèå xk = xk ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

h0 = h0 è hs = hq−s
|r|2q−2s

rq äëÿ ëþáîãî s = 1, 2, . . . , q − 1.

Ýòè ðàâåíñòâà íå çàâèñÿò îò k. Ïîýòîìó åñëè ñðåäè ÷èñåë x0, . . . , xq−1

åñòü âåùåñòâåííîå, òî âñå îíè âåùåñòâåííû.

Ïðîòèâîðå÷èå.

13

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9.4.13 îá óïëîòíåíèè. Ïðè ïîìîùè èíäóê-

öèè ¾âíèç¿ ïî q ïîêàæåì, ÷òî èç ïðîèçâîëüíîé áàøíè ðàñøèðåíèé

13

Äâà ðàçáèðàåìûõ ñëó÷àÿ â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êðîíåêåðà 9.1.15

íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àåâ, ðàçîáðàííûõ â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà èç ñòà-

òüè [T℄. Â íà÷àëå 2-é êîëîíêè íà ñ. 14 â [T℄ �àêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî ρ ∈ R,
à ýòî íåâåðíî áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñòàðàíèé òèïà ëåììû 9.4.13 îá óïëîòíåíèè.
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ìîæíî ïîëó÷èòü áàøíþ ðàñøèðåíèé, äëÿ êîòîðîé εqk ∈ Fk ïðè

ëþáîì k = 1, 2, . . . , s − 1, äëÿ êîòîðîãî qk > q. Òîãäà ïðè q = 1 ïî-
ëó÷èì áàøíþ íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé. Áàçà: q = maxk qk; â ýòîì
ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà øàãà èíäóêöèè âîçü-

ì¼ì íàèìåíüøåå k, ÷òî qk = q. Åñëè òàêîãî k íåò, òî øàã èíäóêöèè
î÷åâèäåí. Âñòàâèì ¾ìåæäó¿ Fk−1 è Fk ¾ïîëó÷åíèå εq ïðè ïîìîùè

êîðíåé ñòåïåíè ìåíüøå q¿ èç òåîðåìû 9.1.16.a �àóññà î ïîíèæåíèè,

óâåëè÷èâ ¾ïðè íåîáõîäèìîñòè¿ ïîëÿ Fk, . . . , Fs. Áîëåå �îðìàëüíî,

âîçüìåì áàøíþ

Fk−1 ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ . . . ⊂ Gm ⊂ Fk−1[εq]

èç òåîðåìû 9.1.16.a �àóññà î ïîíèæåíèè. Çàìåíèì ïîäáàøíþ Fk−1 ⊂
Fk . . . ⊂ Fs íà ïîäáàøíþ

Fk−1 ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ . . . ⊂ Gm ⊂ Fk−1[εq] ⊂ Fk[εq] ⊂ . . . ⊂ Fs[εq].

Then, whenever possible, repla
e ea
h extra
tion of a root of a 
omposite

degree ab by extra
tion of roots of a-th and b-th degrees. The 
ondition
`εqk ∈ Fk ïðè ëþáîì k = 1, 2, . . . , s − 1, äëÿ êîòîðîãî qk > q' is
preserved, be
ause if εab ∈ Fk, then εa ∈ Fk and εb ∈ Fk. Äàëåå â íîâîé

áàøíå èç êàæäîãî íàáîðà ñîâïàäàþùèõ ñîñåäíèõ ïîëåé îñòàâëÿåì

òîëüêî îäíî. Øàã èíäóêöèè äîêàçàí.

Ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ¾âíèç¿ ïî l ïîêàæåì, ÷òî èç ïðîèçâîëü-
íîé áàøíè íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü áàøíþ íîð-

ìàëüíûõ ðàñøèðåíèé, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì k 6 s − l âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ

F k = Fk è ëèáî rk ∈ R, ëèáî |rk|2 ∈ Fk.

Òîãäà ïðè l = 0 ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû. Áàçà: l = s−1; â ýòîì
ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî. Äîêàæåì øàã èíäóêöèè. (Åñëè rk ∈ R,
òî øàã èíäóêöèè î÷åâèäåí, íî ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå òîæå ïðîõî-

äèò.) Òàê êàê Fk = Fk è rqkk ∈ Fk, òî |rk|2qk = rqkk r
qk
k ∈ Fk. Ïîýòîìó

Fk[|rk|2] = Fk[
qk
√

|rk|2qk ], ãäå áåð¼òñÿ âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå êîðíÿ.

Çàìåíèì ïîäáàøíþ Fk ⊂ Fk+1 ⊂ . . . ⊂ Fs íà ïîäáàøíþ

Fk ⊂ Fk[|rk|2] ⊂ Fk[rk, rk] = Fk+1[rk] ⊂ . . . ⊂ Fs[rk].
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11 Î ïðåïîäàâàíèè

11.1 Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà

To him a thinking man's job was not to deny one reality

at the expense of the other, but to in
lude and to 
onne
t

U.K. Le Guin. The Dispossessed

22

Ïåðåä øêîëüíèêàìè, èõ ó÷èòåëÿìè è ðóêîâîäèòåëÿìè êðóæêîâ

âñòà¼ò âîïðîñ: ãîòîâèòüñÿ ê îëèìïèàäàì èëè ê ¾ñåðü¼çíîé¿ ìàòåìà-

òèêå? Íåêîòîðûå äóìàþò, ÷òî äëÿ ïåðâîãî íàäî ïðîðåøèâàòü çàäà÷è

ïîñëåäíèõ îëèìïèàä, äëÿ âòîðîãî íàäî ÷èòàòü âóçîâñêèå ó÷åáíèêè,

è ÷òî ââèäó ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû ïåðâîãî è âòîðîãî áåññìûñ-

ëåííî ïûòàòüñÿ äîñòè÷ü è òîãî, è äðóãîãî. ß ïðèäåðæèâàþñü ðàñ-

ïðîñòðàí¼ííîãî ìíåíèÿ î òîì, ÷òî ýòè ïîäõîäû íåäîñòàòî÷íî ý�-

�åêòèâíû è ïðèâîäÿò ê âðåäíûì ¾ïîáî÷íûì ý��åêòàì¿: øêîëüíè-

êè ëèáî ÷ðåçìåðíî óâëåêàþòñÿ ñïîðòèâíûì ýëåìåíòîì â ðåøåíèè

çàäà÷, ëèáî èçó÷àþò ÿçûê ìàòåìàòèêè âìåñòî å¼ ñîäåðæàíèÿ

23

.

Ïî ìîåìó ìíåíèþ, îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ äîëæ-

íî ñîñòàâëÿòü ðåøåíèå è îáñóæäåíèå èíòåðåñíûõ ó÷åíèêó çàäà÷,

â ïðîöåññå êîòîðûõ îí çíàêîìèòñÿ ñ âàæíûìè ìàòåìàòè÷åñêè-

ìè èäåÿìè è òåîðèÿìè. Ýòî îäíîâðåìåííî ïîäãîòîâèò øêîëüíèêà

è ê ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêå, è ê îëèìïèàäàì è íå íàíåñ¼ò âðåä åãî

ðàçâèòèþ â öåëîì. Ýòî áóäåò áîëåå ý��åêòèâíî è äëÿ äîñòèæåíèÿ

óñïåõà òîëüêî â îëèìïèàäàõ èëè òîëüêî â íàóêå (åñëè íå ó÷èòûâàòü

áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äðóãèõ �àêòîðîâ, êðîìå ðàçóìíîé îðãàíèçà-

öèè çàíÿòèé).

Êàê è ïðè åñòåñòâåííîì ðàçâèòèè ñàìîé ìàòåìàòèêè, êàæäàÿ

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à äîëæíà áûòü ìîòèâèðîâàíà ëèáî ïðàêòèêîé, ëè-

22

Äëÿ íåãî ðàáîòîé ìûñëèòåëÿ áûëî íå îòðèöàíèå îäíîé ðåàëüíîñòè çà ñ÷¼ò

äðóãîé, à âçàèìîâêëþ÷åíèå è âçàèìîñâÿçü. Ó.Ê.Ëå �óèí, ¾Îáäåë¼ííûå¿ (ïåð.

àâòîðà).

23

Èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, â êîòîðîé â ïåðâóþ î÷åðåäü èçëàãàåòñÿ ñî-

äåðæàíèå, à ÿçûê ïîÿâëÿåòñÿ ïî õîäó äåëà. Îäíàêî ÷àñòî òàêàÿ ïîïóëÿðíàÿ

ëèòåðàòóðà íåäîîöåíèâàåòñÿ ââèäó å¼ ¾íåäîñòàòî÷íîé ñåðü¼çíîñòè¿ ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ó÷åáíèêàìè äëÿ óíèâåðñèòåòà. Ïîäðîáíåå ñì. � 11.2 ¾Íà÷èíàòü ñ ÿçûêà

èëè ñîäåðæàíèÿ?¿.

Êðîìå òîãî, äàæå ÷òåíèå õîðîøèõ êíèã áåç ðåøåíèÿ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, íåý�-

�åêòèâíî.
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áî óæå ðåø¼ííûìè çàäà÷àìè (ñì. ïîäðîáíåå � 11.2 ¾Íà÷èíàòü ñ ÿçû-

êà èëè ñîäåðæàíèÿ?¿ è 11.3 ¾Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê¿). Ó÷å-

íèê, çàíèìàþùèéñÿ ¾ìîòèâèðîâàííîé äëÿ íåãî¿ ìàòåìàòèêîé (îáû÷-

íî áîëåå ýëåìåíòàðíîé, íî ñîäåðæàòåëüíîé è ïîòîìó ñëîæíîé) âìå-

ñòî ¾íåìîòèâèðîâàííîé äëÿ íåãî¿ ìàòåìàòèêè (îáû÷íî ìåíåå ýëå-

ìåíòàðíîé, íî ÿçûêîâîé è ïîòîìó òðèâèàëüíîé), èìååò ïðåèìóùå-

ñòâî â äàëüíåéøåé ó÷¼áå è íàó÷íîé ðàáîòå. À.Í.Êîëìîãîðîâ ãîâî-

ðèë, ÷òî äî òðèäöàòè ëåò ìàòåìàòèêó ðàçóìíåå âñåãî çàíèìàòüñÿ

ðåøåíèåì êîíêðåòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. À çíà÷èò, óìåíèå ðåøàòü

ñëîæíûå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ äëÿ ìîëîäîãî ìàòå-

ìàòèêà.

Îëèìïèàäíûõ çàäà÷ î÷åíü ìíîãî; áîëüøèíñòâî èç íèõ èíòåðåñ-

íû øêîëüíèêó, è ñðåäè íèõ ìíîãî ìàòåìàòè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûõ.

Òàêèå çàäà÷è ìîãóò ñîñòàâèòü îñíîâó èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà. Îäíà-

êî ðåøåíèå îëèìïèàäíûõ çàäà÷ áåç èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé

è òåîðèé íåäîñòàòî÷íî ý��åêòèâíî äëÿ ïîäãîòîâêè ê îëèìïèàäàì

(íà äîëãèõ � ãîä è áîëåå � ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè, êàê è âîîáùå ðå-

øåíèå ñèþìèíóòíûõ çàäà÷ áåç �óíäàìåíòàëüíîãî ðàçâèòèÿ). À ðå-

øåíèå îëèìïèàäíûõ çàäà÷ âìåñòå ñ èçó÷åíèåì ñòîÿùèõ çà íèìè

ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé è òåîðèé áîëåå ý��åêòèâíî. Ýòî òàêæå ïîç-

âîëèò ïî-íàñòîÿùåìó ðàçîáðàòüñÿ â èäåÿõ è òåîðèÿõ.

Êðîìå òîãî, áîëüøèíñòâó ëþäåé ëåã÷å äîñòè÷ü óñïåõà íà îëèì-

ïèàäàõ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè íå ñ÷èòàþò óñïåõ ãëàâíîé öåëüþ.

Çàäà÷ó ëåã÷å ðåøèòü, åñëè ñïîêîéíî äóìàòü î ñàìîé çàäà÷å, à íå

î íàãðàäå, êîòîðàÿ ïîñëåäóåò çà å¼ ðåøåíèåì. Ïîýòîìó øêîëüíèê,

ìîòèâèðîâàííûé áîëåå âûñîêîé öåëüþ, ÷åì óñïåõ íà îëèìïèàäå,

èìååò íà ýòîé îëèìïèàäå ïñèõîëîãè÷åñêîå ïðåèìóùåñòâî.

Ñì. òàêæå ï. 1.2 ¾Èçó÷åíèå ïóò¼ì ðåøåíèÿ è îáñóæäåíèÿ çà-

äà÷¿.

11.2 Íà÷èíàòü ñ ÿçûêà èëè ñîäåðæàíèÿ?

Ïî ìîåìó ìíåíèþ, èìåííî ñ íîâûõ èäåé, èçëîæåííûõ íà óæå

èìåþùåìñÿ ÿçûêå, à íå ñ ââåäåíèÿ íîâîãî ÿçûêà, ïîëåçíî íà÷èíàòü

èçó÷åíèå ëþáîé òåîðèè. Óäà÷íî ïðåäñòàâëÿòü îñíîâíûå èäåè íà

¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ: íà ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñâî-

áîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé. Êàê ïðàâèëî, òàêèå èäåè íàèáî-
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ëåå ÿðêî âûðàæàþòñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè, ïîäîáíûìè ïðèâåä¼ííûì

â � 9, 10 è äðóãèõ ÷àñòÿõ ýòîé êíèãè. Èìååòñÿ ìíîãî äðóãèõ ÿðêèõ

ïðèìåðîâ, óïîìÿíåì òîëüêî �åéíìàíîâñêèå ëåêöèè ïî �èçèêå (òàì

ïðèâîäÿòñÿ �èçè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ, à íå äîêàçàòåëüñòâà).

¾Ìû ñòàðàåìñÿ ñâåñòè ê ìèíèìóìó ÷èñëî ïîíÿòèé, îòêëàäû-

âàÿ îïðåäåëåíèÿ äî ìîìåíòà, êîãäà îíè íàïðàøèâàþòñÿ ñàìè ñî-

áîé, è èçáåãàÿ çàäà÷ íà ïîíèìàíèå è ïðèìåíåíèå �îðìàëüíûõ îïðå-

äåëåíèé (òèïà

”
ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ãðóïïîé ïî

ñëîæåíèþ?“)¿[Shen℄.

¾Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà íóæíî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà îáú-

åêòû, êîòîðûå îñíîâàòåëüíåå âñåãî óêîðåíÿþòñÿ â ÷åëîâå÷åñêîé

ïàìÿòè. Ýòî� îòíþäü íå ñèñòåìû àêñèîì è íå ëîãè÷åñêèå ïðè-

¼ìû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì. Èçÿùíîå ðåøåíèå êðàñèâîé çàäà-

÷è, �îðìóëèðîâêà êîòîðîé ÿñíà è äîñòóïíà, èìååò áîëüøå øàíñîâ

óäåðæàòüñÿ â ïàìÿòè ñòóäåíòà, íåæåëè àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ.

Ñêàæåì áîëüøå, èìåííî ïî òàêîìó ðåøåíèþ, ïðè íàëè÷èè íåêîòî-

ðîé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû, ñòóäåíò âïîñëåäñòâèè ñìîæåò

âîññòàíîâèòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Îáðàòíîå æå, êàê ïîêà-

çûâàåò îïûò, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî¿ [Kol, ïðåäèñëîâèå℄.

Òàêîé ñòèëü èçëîæåíèÿ íå òîëüêî äåëàåò ìàòåðèàë áîëåå äîñòóï-

íûì, íî ïîçâîëÿåò ñèëüíûì ó÷åíèêàì (äëÿ êîòîðûõ äîñòóïíî äàæå

àáñòðàêòíîå èçëîæåíèå) ïðèîáðåñòè ìàòåìàòè÷åñêèé âêóñ è ñòèëü.

Ýòî îçíà÷àåò ðàçóìíûé âûáîð ïðîáëåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ è èõ ìî-

òèâèðîâêè. Íàïðèìåð, ìàòåìàòèê, ïîíèìàþùèé, ÷òî òåîðèÿ �àëóà

ìîòèâèðóåòñÿ áîëåå âàæíûìè è áîëåå ñëîæíûìè ïðîáëåìàìè, ÷åì

ïîñòðîèìîñòü ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è ðàçðåøèìîñòü àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ, âðÿä ëè ñòàíåò ìîòèâèðîâàòü ñî-

çäàííóþ èì òåîðèþ ïðèëîæåíèÿìè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü è áåç

åãî òåîðèè. Âêóñ è ñòèëü îçíà÷àþò òàêæå ÿñíîå èçëîæåíèå ñîá-

ñòâåííûõ îòêðûòèé, íå ñêðûâàþùåå îøèáêó èëè èçâåñòíîñòü ïî-

ëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà çà ÷ðåçìåðíûì �îðìàëèçìîì. Ê ñîæàëåíèþ,

òàêîå � îáû÷íî íåïðåäíàìåðåííîå � ñîêðûòèå îøèáêè ÷àñòî ïðîèñ-

õîäèò ñ ìàòåìàòèêàìè, âîñïèòàííûìè íà ÷ðåçìåðíî �îðìàëüíûõ

êóðñàõ. Ïðîèñõîäèëî ýòî è ñ àâòîðîì ýòèõ ñòðîê; ê ñ÷àñòüþ, âñå

ìîè ñåðü¼çíûå îøèáêè èñïðàâëÿëèñü ïåðåä ïóáëèêàöèÿìè.

Ìîäà íà èñêóññòâåííî �îðìàëèçîâàííîå èçëîæåíèå ïðèâåëà ê ñëå-
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äóþùåìó ïàðàäîêñó. Ïî äàííîìó èçâåñòíîìó ïîíÿòèþ âûñøåé ìà-

òåìàòèêè çà÷àñòóþ íåïðîñòî âîññòàíîâèòü êîíêðåòíûé êðàñèâûé

ðåçóëüòàò, äëÿ êîòîðîãî ýòî ïîíÿòèå äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî

(è ïðè ïîëó÷åíèè êîòîðîãî ýòî ïîíÿòèå âîçíèêëî).

Äîêàçàòåëüñòâî 
 èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî íîâîãî òåðìèíà

èìåþò ñâîè ïðåèìóùåñòâà: îíî ïîäãîòàâëèâàåò ÷èòàòåëÿ ê äîêàçà-

òåëüñòâó òåõ òåîðåì, êîòîðûå óæå òðóäíî èëè íåâîçìîæíî äîêàçàòü

áåç ýòîãî òåðìèíà. Îäíàêî òàêèå äîêàçàòåëüñòâà, êàê ïðàâèëî, íå

äîëæíû áûòü ïåðâûìè äîêàçàòåëüñòâàìè äàííîãî ðåçóëüòàòà (ëåã-

êî ñåáå ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàò ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ òåîðåìîé Ïè-

�àãîðà íà îñíîâå ïîíÿòèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ñêàëÿðíîãî

óìíîæåíèÿ). Êðîìå òîãî, ïðè ïðèâåäåíèè ¾òåðìèíîëîãè÷åñêîãî¿

äîêàçàòåëüñòâà ïîëåçíî îãîâîðèòü åãî ìîòèâèðîâàííîñòü íå äîêà-

çûâàåìûì ðåçóëüòàòîì, à îáó÷åíèåì ïîëåçíîìó íîâîìó ìåòîäó. Íó

è, êîíå÷íî, âàæíî ñîáëþñòè áàëàíñ ìåæäó äîêàçûâàåìûì ðåçóëü-

òàòîì è óðîâíåì ïðåäëàãàåìîé àáñòðàêöèè. Âîò ïðèìåð.

¾Âåêòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïè�àãîðà óæå ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì îñíîâàíèåì äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèé âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà è ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, õîòÿ ýòè ïîíÿòèÿ è íå ÿâëÿ-

þòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óïîìÿíóòîé òåîðåìû¿

(Ý.Á.Âèíáåðã, èç çàïëàíèðîâàííûõ äëÿ ïóáëèêàöèè äîïîëíåíèé

ê ¾Ôèëîñî�ñêî-ìåòîäè÷åñêîìó îòñóïëåíèþ¿ â ñòàòüå [KS℄).

Ïî ìîåìó ìíåíèþ, íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïè�àãîðà óìåñò-

íî äëÿ ìîòèâèðîâêè ïîíÿòèé âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè è èõ ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íî äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà è ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ àáñòðàêòíûõ âåêòîðîâ íóæíû áîëåå

ïðîäâèíóòûå ìîòèâèðîâêè.

Ïðèâåä¼ííàÿ â ýòîì ïàðàãðà�å òî÷êà çðåíèÿ ðàçäåëÿåòñÿ ìíîãè-

ìè ìàòåìàòèêàìè (à íåêîòîðûìè � íåò); ÿ óíàñëåäîâàë å¼ îòÞ.Ï.Ñî-

ëîâü¼âà. Îíà îòðàæàåò ïðèíöèï ¾ïóòü ïîçíàíèÿ äîëæåí ïîâòîðÿòü

ïóòü ðàçâèòèÿ¿. Êîíå÷íî, ýòîò ïðèíöèï íå âñåãäà ðàçóìíî ïðèìå-

íÿòü áóêâàëüíî. Íàïðèìåð, ïî-âèäèìîìó, òåîðåìà î íåðàçðåøèìî-

ñòè â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ (ï. 9.1.4) áûëà äîêàçàíà ïîçæå òåî-

ðåìû �àëóà (ï. 9.1.4). Îäíàêî èçó÷àòü ïåðâóþ ïîëåçíî ðàíüøå, â êà-

÷åñòâå ñòóïåíüêè ê áîëåå òðóäíîé âòîðîé. Âîò äðóãîé ïðèìåð.

¾Èçó÷åíèå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî âîâñå íå îáÿçàòåëüíî íà-
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÷èíàòü ñ ïîïûòîê äîêàçàòü Ïÿòûé Ïîñòóëàò. �åîìåòðèÿ Ëî-

áà÷åâñêîãî äëÿ íàñ ñåé÷àñ âàæíà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, å¼ ïðèëîæåíè-

ÿìè â ÒÔÊÏ, òåîðèè ÷èñåë, òîïîëîãèè, òåîðèè ãðóïï, àëãåáðàè-

÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîñìîëîãèè è ò. ä., à âîâñå íå òåì, ÷òî îíà äå-

ìîíñòðèðóåò íåçàâèñèìîñòü Ïÿòîãî Ïîñòóëàòà îò îñòàëüíûõ

àêñèîì Åâêëèäà. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå ïëîäîòâîðíî å¼ ïî-

ñòðîåíèå íå íà îñíîâå àêñèîì Åâêëèäà��èëüáåðòà, à íà îñíîâå

ïîíÿòèÿ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (Êëåéí) èëè ðèìàíîâîé ìåòðèêè

(�èìàí). Àíàëîãè÷íî èçó÷åíèå òåîðèè �àëóà âîâñå íå îáÿçàòåëü-

íî íà÷èíàòü ñ çàäà÷è î ðåøåíèè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ðà-

äèêàëàõ èëè êâàäðàòíûõ ðàäèêàëàõ. Ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ

òåîðèÿ �àëóà åñòü òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé ïîëåé, ñî-

ñòàâëÿþùàÿ íåîòúåìëåìóþ ÷àñòü àëãåáðû è èìåþùàÿ ïðèëîæå-

íèÿ è àíàëîãè â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè (àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåî-

ìåòðèÿ, òåîðèÿ íàêðûòèé, òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ), à ðåøåíèå àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ � ýòî ìàðãèíàëüíàÿ çàäà÷à.¿

(Ý.Á.Âèíáåðã).

Ïðè ýòîì ïðîáëåìà Ïÿòîãî Ïîñòóëàòà äîñòóïíà è èíòåðåñíà øè-

ðîêîìó êðóãó ëþäåé (õîòÿ è âûãëÿäèò äàë¼êîé îò ïðèëîæåíèé).

À âîò �îðìóëèðîâêè áîëüøåé ÷àñòè óïîìÿíóòûõ ïðèëîæåíèé, ê ñî-

æàëåíèþ, ìíå íå óäàëîñü íàéòè â äîñòóïíîé ìíå íà÷àëüíîé ó÷åáíîé

ëèòåðàòóðå ïî ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ñì., âïðî÷åì ñòàòüþ [PS15℄

è ññûëêè â íåé. Ïîïóëÿðèçàöèè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ïîñëóæè-

ëà áû äàëüíåéøàÿ ïóáëèêàöèÿ ÷¼òêèõ �îðìóëèðîâîê èíòåðåñíûõ

òåîðåì, �îðìóëèðóåìûõ áåç å¼ ïîíÿòèé, íî ïðè ïîïûòêàõ äîêàçàòü

êîòîðûå îíà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò. Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òåîðèè

�àëóà, ñì. ïîñëåäíèé àáçàö ï. 11.3.2.

Ñì. òàêæå [Ro04℄ è � 11.3 ¾Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê¿.

11.3 Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê

It startled the well informed by being a new and fantasti
 idea they had

never en
ountered. It startled the ignorant by being an old and familiar idea

they never thought to have seen revived.

G.K. Chesterton. The Man Who Knew Too Mu
h

Áëàãîäàðþ Î.Èâàíîâà çà ïðåäîñòàâëåíèå íåêîòîðûõ ññûëîê.
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11.3.1 ¾Çà¿ è ¾ïðîòèâ¿ ìîòèâèðîâîê

�åøåíèå çàäà÷è (íåâàæíî, ó÷åáíîé èëè íàó÷íîé) ìîæåò ïðèé-

òè íå ñðàçó. Ïðè ðàçìûøëåíèè íàä íèì âûäâèãàþòñÿ åñòåñòâåí-

íûå ãèïîòåçû, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ íóæíû íîâûå ãèïîòåçû,

è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà öåëàÿ òåîðèÿ. À ðåøåíèå

èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-

íèé, ñâÿçü êîòîðûõ ñ èñõîäíîé çàäà÷åé íåî÷åâèäíà. Â òàêèõ ñëó÷à-

ÿõ ðàçáèåíèå ìàòåðèàëà íà óòâåðæäåíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ ëåã-

êî äîêàçàòü, äîêàçàâ òîëüêî ïðåäûäóùèå, íàðóøàåò åñòåñòâåííóþ

ìîòèâèðîâàííîñòü èçëîæåíèÿ (õîòÿ îíî íåîáõîäèìî ïðè íàïèñàíèè

�îðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà). Îäíàêî ìíîãèå ó÷åáíèêè è êóðñû ïî

¾âûñøåé¿ ìàòåìàòèêå óñòðîåíû èìåííî òàê. Ôîðìóëèðîâêè êðàñè-

âûõ ðåçóëüòàòîâ è âàæíûõ ïðîáëåì, ðàäè êîòîðûõ áûëà ïðèäóìàíà

òåîðèÿ, ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ýòîé

òåîðèè (èëè íå ïðèâîäÿòñÿ ñîâñåì). Ýòî ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ

ïðåäñòàâëåíèÿ î ìàòåìàòèêå êàê íàóêå, èçó÷àþùåé íåìîòèâèðîâàí-

íûå ïîíÿòèÿ è òåîðèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèíèæàåò öåííîñòü

ìàòåìàòèêè.

Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê ãîâîðèëè êëàññèêè ìàòåìàòèêè

[Kl℄, [Poi1, ãë. 2℄, [Poi2, ñ. 455�475℄.

¾...Îáû÷íî îïðåäåëÿþò ãðóïïó êàê ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ îïåðà-

öèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè íàáîðó àêñèîì âðîäå f(gh) = (fg)h.
Ýòè àêñèîìû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ãðóïï ïðåîáðàçî-

âàíèé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòè àêñèîìû îçíà÷àþò ïðîñòî, ÷òî

ãðóïïà îáðàçîâàíà èç íåêîòîðîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé çàáûâàíè-

åì ïðåîáðàçóåìîãî ìíîæåñòâà. Òàêèå àêñèîìû, íàðÿäó ñ äðóãèìè

íåìîòèâèðîâàííûìè îïðåäåëåíèÿìè, ñëóæàò ìàòåìàòèêàì ãëàâ-

íûì îáðàçîì äëÿ òîãî, ÷òîáû çàòðóäíèòü íåïîñâÿù¼ííûì îâëàäå-

íèå ñâîåé íàóêîé è òåì ñàìûì ïîâûñèòü å¼ àâòîðèòåò¿

24

(Â.È.Àð-

íîëüä) [Ar84, ñ. 49, êîììåíòàðèé ê çàäà÷å 5℄.

24

Äóìàþ, â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè íåñêîëüêî ñãóùåíû êðàñêè. Èìååòñÿ òðà-

äèöèÿ ìîòèâèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, ìîè ñîáñòâåííûå

ïîïûòêè âåðíóòü ìîòèâèðîâêè â èçëîæåíèå áûëè ïîääåðæàíû ìàòåìàòè÷åñêèì

ñîîáùåñòâîì (ïî êðàéíåé ìåðå, ïîêà ÿ íå ãîâîðèë î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê

ÿâíî è íå ïðèâîäèë ýòîé öèòàòû Â.È.Àðíîëüäà). Ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû; äëÿ

ìåíÿ áûëî òàêæå âàæíî óñòíîå ïîîùðåíèå ìàòåìàòèêîâ.
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Íåîáõîäèìîñòü ìîòèâèðîâîê âûãëÿäèò áàíàëüíîñòüþ. Îäíàêî

íà ïðàêòèêå â áîëüøèíñòâå êóðñîâ è ó÷åáíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå ¾óíè-

âåðñèòåòñêîãî¿ óðîâíÿ ëèáî ìîòèâèðîâîê íåò, ëèáî ïðèâîäÿòñÿ îá-

ùèå ñëîâà áåç ññûëîê íà ÷¼òêèå �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ, äîñòóï-

íûå ó÷åíèêó èëè íåñïåöèàëèñòó, à íå ñêðûòûå ïîä òîëùåé îáîçíà-

÷åíèé è òåðìèíîâ. Â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ýòè îáùèå ñëîâà óäà¼òñÿ

ïðîâåðèòü, îíè èíîãäà îêàçûâàþòñÿ íåàäåêâàòíûìè, ñì. ï. 11.3.2.

Äëÿ ðàçíûõ ëþäåé ìîòèâèðîâêè ðàçíûå: äëÿ îäíèõ íîâîå îïðåäå-

ëåíèå ñàìî ïî ñåáå èíòåðåñíî, à äëÿ äðóãèõ íåîáõîäèìà åãî ïîëåç-

íîñòü äëÿ óæå èìåþùåéñÿ ìàòåìàòèêè è å¼ ïðèëîæåíèé. Ïîäðîáíåå

î ¾åñòåñòâåííî-íàó÷íîì¿ è ¾�èëîñî�ñêîì¿ àñïåêòàõ ìàòåìàòèêè

ñì. â [PS15, êîíåö � 2℄.

Î íåîáõîäèìîñòè ìîòèâèðîâîê âûñêàçûâàþòñÿ îòêðûòî, à æåëà-

íèå èõ ïðîïóñòèòü íå îñîçíàþò èëè íå à�èøèðóþò. Ñóäèòü î òîì,

ïî÷åìó ìîòèâèðîâàííîå èçëîæåíèå íå ïðèíèìàåòñÿ, ïðèõîäèòñÿ åãî

ñòîðîííèêàì.

¾×àñòî èìåþòñÿ íåïðåîäîëèìûå òðóäíîñòè ê ìîòèâèðîâàí-

íîñòè îïðåäåëåíèé â êóðñå. Òàêîå èçëîæåíèå òðåáóåò âûñîêîãî

óðîâíÿ îáùåìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè è ìîòèâèðîâàííîñòè åãî

ñëóøàòåëåé (à îáû÷íî áîëüøàÿ ÷àñòü ñëóøàòåëåé õî÷åò âûó÷èòü

è ñäàòü). Ïðåïîäàâàòåëþ ÷àñòî æàëêî âðåìåíè íà ìîòèâèðîâêó

îïðåäåëåíèé...¿ (È.Ñ. �óáàíîâ, èç ïèñüìà).

Äóìàþ, áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ ñîãëàñíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ

ìîòèâèðîâîê. Îäíàêî òðóäíî ïîíèìàòü, êàêèå óòâåðæäåíèÿ ó÷åíè-

êó íåèçâåñòíû, êîãäà ïðåïîäàâàòåëþ èçâåñòíî áîëüøå. Åù¼ òðóäíåå

ïîíèìàòü, êàêèå âåùè äëÿ ó÷åíèêà íå ìîòèâèðîâàíû åãî çíàíèÿ-

ìè, êîãäà çíàíèÿìè ïðåïîäàâàòåëÿ ìîòèâèðîâàíî ãîðàçäî áîëüøå.

Òåì áîëåå ÷òî ó÷åíèê ìîòèâèðîâàí íå òîëüêî çíàíèÿìè, íî äîâå-

ðèåì ïðåïîäàâàòåëþ, îöåíêîé, et
. Ìîæåò áûòü íå òîëüêî òðóäíî,

íî äàæå íåïðèÿòíî ïîñìîòðåòü íà ìàòåðèàë ñ òî÷êè çðåíèÿ íåñïå-

öèàëèñòà è îñîçíàòü íåìîòèâèðîâàííîñòü èçëîæåíèÿ, îñîáåííî ïðè-

âû÷íîãî, ñâîåãî èëè óâàæàåìîãî àâòîðà. Çíàþ ýòî ïî ñîáñòâåííîìó

îïûòó. Ïîýòîìó ÷àñòî íåîáõîäèìîñòü ìîòèâèðîâîê âîîáùå ïðèçíà-

¼òñÿ, íî â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íàõîäÿòñÿ ïðè÷èíû íåïðèÿ-

òèÿ ìîòèâèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ. Ýòè ïðè÷èíû íå ïðîäóìûâàþòñÿ,

ïîñêîëüêó ïðîäóìûâàíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðèÿòíîìó îñîçíà-
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íèþ íåìîòèâèðîâàííîñòè. Â èòîãå ýòè ïðè÷èíû ëåãêî îïðîâåðæè-

ìû. Âîçìîæíî, ïðèìåðû òàêîãî ðîäà ïðèâåäåíû â ï. 11.3.3 è [Or℄.

Äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ (ò. å. ó÷åíèêà èëè êîëëåãè èç äðóãîé îáëàñòè)

âàæåí ðåçóëüòàò: ïîòðàòèë ëè ìàòåìàòèê âðåìÿ è ñèëû íà òî, ÷òî-

áû ïðîäóìàòü ìîòèâèðîâêè â êóðñå/ó÷åáíèêå/ëåêöèè, ïîääåðæàòü

ìîòèâèðîâàííîå èçëîæåíèå è ò. ä.

Ñì. òàêæå � 11.1 ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿, � 11.2 ¾Íà÷èíàòü

ñ ÿçûêà èëè ñîäåðæàíèÿ?¿ è [PS15℄.

11.3.2 Î ìîòèâèðîâêàõ òåîðèè �àëóà

Ïðèâîäèìûå ïîðîé â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïðèëîæåíèé òåîðèè �à-

ëóà òåîðåìà �àóññà î ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ [Kir℄ è òåîðåìû

î íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ íåóáåäèòåëüíû äëÿ ìî-

òèâèðîâêè ýòîé òåîðèè (òàê æå êàê ïðèëîæåíèå ê ðåøåíèþ êâàä-

ðàòíûõ óðàâíåíèé íåóáåäèòåëüíî äëÿ ìîòèâèðîâêè îáùåé òåîðèè

ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè â ðàäèêàëàõ). Äåé-

ñòâèòåëüíî, ýòè òåîðåìû èìåþò ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî, íå

èñïîëüçóþùåå ¾ãðóïïû �àëóà¿. Â òåðìèíàõ òåîðèè �àëóà �îðìóëè-

ðóåòñÿ îáùèé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

â ðàäèêàëàõ. Íî ýòîò êðèòåðèé íå äà¼ò íàñòîÿùåãî ðåøåíèÿ ïðîáëå-

ìû ðàçðåøèìîñòè, à ëèøü ñâîäèò å¼ ê òðóäíîé çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ

ãðóïïû �àëóà óðàâíåíèÿ. (Òî, ÷òî íèêàêàÿ äðóãàÿ òåîðèÿ íå äà-

¼ò ë¼ãêîãî äëÿ ïðèìåíåíèé îòâåòà, íå ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî

òåîðèÿ �àëóà äà¼ò òàêîé îòâåò.) Íî, êîíå÷íî, �îðìóëèðîâêà îáùå-

ãî êðèòåðèÿ â àäåêâàòíûõ ïðîáëåìå òåðìèíàõ ìîæåò èìåòü âàæíîå

�èëîñî�ñêîå çíà÷åíèå.

Ïðè ýòîì ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ äî-

ñòóïíû è èíòåðåñíû øèðîêîìó êðóãó ëþäåé. Îíè ñâÿçàíû ñ ïðèëî-

æåíèÿìè ê ñèìâîëüíûì âû÷èñëåíèÿì. Ïîïûòêà ïîïóëÿðèçàöèè áà-

çîâûõ èäåé òåîðèè �àëóà íà ïðèìåðå ïðîáëåì ðàçðåøèìîñòè óðàâ-

íåíèé â ðàäèêàëàõ ïðåäïðèíÿòà â � 9. Å¼ ïîïóëÿðèçàöèè ïîñëóæè-

ëà áû äàëüíåéøàÿ ïóáëèêàöèÿ èíòåðåñíûõ òåîðåì, �îðìóëèðóåìûõ

áåç å¼ ïîíÿòèé, íî ïðè ïîïûòêàõ äîêàçàòü êîòîðûå îíà åñòåñòâåí-

íî âîçíèêàåò. Ïðèìåðû òàêèõ òåîðåì ìíå ñîîáùèëè À.ß.Êàíåëü-

Áåëîâ, Ñ.Ì.Ëüâîâñêèé è �. �.×åëíîêîâ (ê ñîæàëåíèþ, â äîñòóïíîé

ìíå íà÷àëüíîé ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè �àëóà ìíå íå óäàëîñü
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íàéòè òàêèå òåîðåìû, �îðìóëèðîâêà êîòîðûõ íå áûëà áû ñêðûòà

ïîä òîëùåé îáîçíà÷åíèé è òåðìèíîâ).

11.3.3 Ïî÷åìó íå ïðèíèìàåòñÿ ìîòèâèðîâàííîå èçëîæå-

íèå?

Ïðèâåäó âûñêàçûâàíèÿ î � 10 ¾�ðóïïû¿, èëëþñòðèðóþùèå íà-

ïèñàííîå â ï. 11.3.1.

Äàííûé ïóíêò ñëîæíåå îñòàëüíûõ. Îäíàêî ðàçîáðàòüñÿ â ïàðà-

äîêñå ¾ïðîòèâ ìîòèâèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ íèêòî íå âûñòóïàåò, íî

â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ íåìîòèâèðîâàííîå¿ (ñì. ï. 11.3.1) íåâîç-

ìîæíî áåç äåòàëüíîãî ðàçáîðà êðèòèêè ìîòèâèðîâàííîãî èçëîæå-

íèÿ íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

Ïðèâåä¼ííûé íèæå îòçûâ íà ñòàòüþ [BKS℄ ïðåäñòàâëåí ðåäêîë-

ëåãèåé æóðíàëà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå Ïðîñâåùåíèå¿. Òåêñò ýòîé ñòà-

òüè ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ � 10 ¾�ðóïïû¿. Ïðèâîäÿòñÿ ññûëêè íà [BKS℄

è â ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè íà � 10. Íóìåðàöèÿ ìîÿ �

äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåííûõ äàëåå êîììåíòàðèåâ. Ïðàâèëüíîñòü ýòèõ

êîììåíòàðèåâ êîñâåííî ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî îòâåòà ðåäêîëëå-

ãèè íà êîììåíòàðèè íå ïîñòóïèëî (ìàé 2019). Âïðî÷åì, îòçûâ è

êîììåíòàðèè äîñòàòî÷íî øèðîêî äîñòóïíû. Ïîýòîìó ÿ íàäåþñü, ÷òî

ìíîãèå ÷èòàòåëè ñìîãóò ñîñòàâèòü ñâîå ñîáñòâåííîå ìíåíèå î ïðà-

âèëüíîñòè êîììåíòàðèåâ. Ïðîäîëæåíèå îáñóæäåíèÿ è äåòàëè, âàæ-

íûå äëÿ ïîíèìàíèÿ îáùåé êàðòèíû, íî ìåíåå èíòåðåñíûå øèðîêîìó

êðóãó ÷èòàòåëåé, ïðèâåäåíû åùå íèæå.

Îòçûâ

13.01.2016

Óâàæàåìûå àâòîðû!

�åäêîëëåãèÿ ñáîðíèêà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿ ðàññìîò-

ðåëà âàøó ñòàòüþ ¾Êîãäà ëþáàÿ ãðóïïà èç N ýëåìåíòîâ öèêëè÷å-

ñêàÿ?¿ Íà íàø âçãëÿä, òåìà ñòàòüè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, íî

(1) èçáðàííûé âàìè ñïîñîá èçëîæåíèÿ � îòêàç îò èñïîëüçîâà-

íèÿ ïîíÿòèÿ àáñòðàêòíîé ãðóïïû è íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ òåîðèè

ãðóïï� íå îáëåã÷àåò, à, íàîáîðîò, èñêóññòâåííûì îáðàçîì óñëîæ-

íÿåò ïîíèìàíèå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ àóäèòîðèè ñáîðíèêà.

(2a) Îïûò îáùåíèÿ ñî øêîëüíèêàìè è ñòóäåíòàìè ãîâîðèò
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î òîì, ÷òî ïîíÿòèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (è äàæå êîìïîçèöèè

ïðåîáðàçîâàíèé) âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ äëÿ íèõ ïðîñòûì.

(2b) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîíÿòèå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå ïðèí-

öèïèàëüíî íå áîëåå ñëîæíî, ÷åì ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

(2
) �àññìîòðåíèå ëèøü ãðóïï ïåðåñòàíîâîê óñëîæíÿåò �îð-

ìóëèðîâêè ñòàíäàðòíûõ òåîðåì òåîðèè ãðóïï.

(3) Âû ïðèäóìàëè èçîùð¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðå-

ìû, íå èñïîëüçóþùåå ïîíÿòèé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû è �àêòîð-

ãðóïïû, òåîðèè êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï è òåîðåì Ñèëîâà, íî ïðè

ýòîì âû âñ¼ æå âûíóæäåíû ââåñòè ïîíÿòèÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòà,

ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ, öåíòðà ãðóïïû, äîêàçàòü òåîðåìó Ëàãðàí-

æà è èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î öèêëè÷íîñòè

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ âû÷åòîâ

(4) (êîòîðóþ âû íå íàçûâàåòå ãðóïïîé èç-çà îáÿçàòåëüñòâà

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé).

(5) Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà â âèäå ñåðèè çàäà÷, ÷àñòü èç êîòî-

ðûõ ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èòàòåëåì ëèøü ïîñëå çíàêîìñòâà ñ ïî-

ñëåäóþùèì òåêñòîì, òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäà÷íûì.

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âûøå ðåäêîëëåãèÿ ñ÷èòàåò íåöåëåñîîá-

ðàçíîé ïóáëèêàöèþ âàøåé ñòàòüè â ñáîðíèêå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå

ïðîñâåùåíèå¿.

Ñ óâàæåíèåì,

�åäàêöèÿ ñáîðíèêà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿.

PS. Âûñêàçàííûå â îòçûâå îöåíêè, êàñàþùèåñÿ èçëîæåíèÿ ìà-

òåðèàëà â âèäå çàäà÷ è ò. ä., îòíîñÿòñÿ íå ê ìåòîäèêå êàê òàêî-

âîé, à ê å¼ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè â äàííîé ñòàòüå.

Êîììåíòàðèè ê îòçûâó

10.02.2016

Óâàæàåìàÿ ðåäàêöèÿ,

Ñïàñèáî çà òðóä ïî íàïèñàíèþ îòçûâà íà ñòàòüþ [BKS℄, êîòîðûé

ìîæíî îïóáëèêîâàòü. Ïðèâîæó êîììåíòàðèè. Ññûëêè â ñêîáêàõ �

ýòî ññûëêè íà íàñòîÿùóþ êíèãó; ññûëêè âíå ñêîáîê � íà ïàðàãðà�û

è ïóíêòû èç [BKS℄.

�åçþìå

Ñòàòüÿ îòêëîíåíà íà îñíîâàíèè íåóäà÷íîñòè ñïîñîáà èçëîæå-

íèÿ â íåé. Â çàìå÷àíèÿõ (3, 4, 7) íåÿñíî, ÷òî èìåííî íåóäà÷íî.
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Â çàìå÷àíèÿõ (1, 2, 5) ýòà íåóäà÷íîñòü íå îáîñíîâàíà è íå ïðèâå-

äåíû çàìå÷àíèÿ ê îáîñíîâàíèþ óäà÷íîñòè ïðèâåä¼ííîãî ñïîñîáà

èçëîæåíèÿ â � 1 (ñîîòâåòñòâåííî â ï. 10.1). Ïîäðîáíåå ñì. íèæå. Ïî

ìîåìó îïûòó ðåöåíçåíòà, â ïðîöåññå ïîïûòîê îáîñíîâàíèÿ ñâîåãî

ìíåíèÿ ìíåíèå ðåöåíçåíòà ìîæåò ìåíÿòüñÿ, äàæå íà ïðîòèâîïî-

ëîæíîå (ïîýòîìó â òàêèõ ïîïûòêàõ çàêëþ÷àåòñÿ ïðî�åññèîíàëèçì

ðåöåíçåíòà).

Ïðèâåä¼ííûå íèæå êîììåíòàðèè ê çàìå÷àíèÿì ïðèâîäÿò ê ïðåä-

ïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ñòàòüÿ îòêëîíåíà èç-çà ìîòèâèðîâàííîñòè

èçëîæåíèÿ (õîòÿ ýòî è îòðèöàåòñÿ â ïîñòñêðèïòóìå � âîçìîæíî,

ïî ïðè÷èíàì, ïðèâåä¼ííûì â ï. 11.3.1). Îòâåò ðåäàêöèè, ñîäåðæà-

ùèé ïîïûòêè îáîñíîâàíèÿ çàìå÷àíèé, ïîçâîëèò ïðîÿñíèòü ñèòóà-

öèþ. Áóäó ðàä îïóáëèêîâàòü òàêîé îòâåò � â �îðìå íîâîé âåðñèè

îòçûâà èëè îòâåòà íà ìîè êîììåíòàðèè. Äóìàþ, ýòî îáñóæäåíèå

ïîëåçíî ââèäó âàæíîñòè è ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìîòèâèðîâàííîãî

èçëîæåíèÿ.

(1,2) ×èòàòåëü, êîòîðîìó îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíîé ãðóïïû íðà-

âèòñÿ áîëüøå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæåò ñ ýòèì àáñòðàêòíûì

îïðåäåëåíèåì è ðàáîòàòü. Îá ýòîì íàïèñàíî â ñíîñêå 6 íà ñ. 3 (ñî-

îòâåòñòâåííî, â ï. 10.2.1). Äëÿ àáñòðàêòíûõ ãðóïï íè÷åãî â äîêà-

çàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ìåíÿòü íå íóæíî (è íè÷åãî óïðî-

ñòèòü íå ïîëó÷àåòñÿ). Â ÷àñòíîñòè, çàìå÷àíèå (2
) íåâåðíî.

(2a) Â ñòàòüå íå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîíÿòèå ãðóïïû ïðåîáðàçî-

âàíèé (=ïåðåñòàíîâîê) è êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé (= ïåðåñòà-

íîâîê) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äëÿ øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ. Íàïðîòèâ,

â ïåðâîì ïàðàãðà�å ñòàòüè (ñîîòâåòñòâåííî â ï. 10.1) íàïèñàíî:

¾Çàìåòêà ìîæåò áûòü èíòåðåñíà ÷èòàòåëþ... èçó÷àâøåìó ïåðå-

ñòàíîâêè...¿ ¾Äëÿ ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèì îïûò ðà-

áîòû ñ ïåðåñòàíîâêàìè...¿

Îáû÷íî â ìàòåðèàëàõ ñáîðíèêà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿,

http://www.m

me.ru/free-books/matpros.html, èñïîëüçóþòñÿ íå

ìåíåå ïðîäâèíóòûå çíàíèÿ, ÷åì íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î ïåðåñòàíîâ-

êàõ, èçó÷àåìûå íà êðóæêàõ â 7�10 êëàññàõ (ñì., íàïðèìåð � 5 ¾Ïå-

ðåñòàíîâêè¿).

(2b) ×òî ïðîùå � ïîíÿòèå êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê èëè îïåðà-

öèè íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå � âîïðîñ ñïîðíûé. Íî îñíîâíàÿ
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ñëîæíîñòü ïîíÿòèå ãðóïïû âñ¼ ðàâíî íå â ïîíÿòèè îïåðàöèè, à â

âûáîðå íàáîðà å¼ ñâîéñòâ (àêñèîì). Äëÿ òîãî, êòî íå èçó÷àë ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ, íàèáîëåå åñòåñòâåííûå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæå-

íèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ íèõ íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî îáðàòíîãî

ýëåìåíòà. Âûáîð íàáîðà àêñèîì ãðóïïû ÿñåí íà÷èíàþùåìó òîëü-

êî ïîñëå èçó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé. Òîò æå, êòî ïðèâûê ê ïîíÿòèþ

ãðóïïû, ìîæåò ïðîñòî íå çàìåòèòü ýòîé ãëàâíîé ñëîæíîñòè. Ñð.

ñ öèòàòîé èç Â.È.Àðíîëüäà â ñíîñêå 5 íà ñ. 2 (â ï. 11.3.1). Êàê, íà-

ïðèìåð, â çàìå÷àíèè (2b), ãäå áîëåå ñëîæíîå ïîíÿòèå ãðóïïû ïîä-

ìåíåíî áîëåå ïðîñòûì ïîíÿòèåì îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå.

(3) Çàìå÷àíèå ÿâëÿåòñÿ ïîõâàëîé (âîïðåêè ýìîöèîíàëüíîìó è ïî-

òîìó íè÷åãî íå ïðîÿñíÿþùåìó ñëîâó ¾èçîùð¼ííîå¿). Äåéñòâèòåëü-

íî, ïîíÿòèÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòà, ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ, öåíòðà ãðóï-

ïû, à òàêæå òåîðåìà Ëàãðàíæà ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòû, ÷åì ïî-

íÿòèå �àêòîðãðóïïû, òåîðèÿ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï è òåîðåìà

Ñèëîâà. (Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ïðîñòîìó ìîäó-

ëþ èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ îñíîâíîé òåîðåìû.)

(4) Ìû íå íàçûâàåì ãðóïïîé ìíîæåñòâî âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó

ìîäóëþ ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, ïîñêîëüêó ýòî íå íóæíî äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Óêàçàííàÿ òåîðåìà (î ïåðâîîá-

ðàçíîì êîðíå) ïðèâåäåíà â ñòàòüå â ýëåìåíòàðíîé �îðìóëèðîâêå, íå

èñïîëüçóþùåé ÿçûêà àáñòðàêòíîé òåîðèè ãðóïï. Èçâåñòíî è äîêà-

çàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, òàêæå íå èñïîëüçóþùåå ÿçûêà àáñòðàêò-

íîé òåîðèè ãðóïï (ñì., íàïðèìåð, ï. 3.5 ¾Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè¿).

Â ñíîñêå 7 íà ñ. 3 (ñîîòâåòñòâåííî â ñíîñêå â êîíöå ï. 10.2.1) íàïè-

ñàíî:

¾Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå íåíóëåâûõ âû÷åòîâ ïî ïðî-

ñòîìó ìîäóëþ èìååò îáùåå îáîáùåíèå ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè ïå-

ðåñòàíîâîê. Íî äëÿ èññëåäîâàíèè îñíîâíîãî âîïðîñà íå íóæíî ïî-

íèìàòü ýòîãî.¿

Ìíîãèå ïðîñòî �îðìóëèðóåìûå �àêòû èìåþò îáîáùåíèÿ (â òîì

÷èñëå ïîëåçíûå; â òîì ÷èñëå åù¼ íå îòêðûòûå!). Îáîáùåíèÿ ïîðîæ-

äàþò íàóêîîáðàçíûå ïåðå�îðìóëèðîâêè ýòèõ �àêòîâ èëè èõ äîêà-

çàòåëüñòâ. Íî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî òåêñòû, êîòîðûå íå èñïîëüçóþò è íå

ïðèâîäÿò ýòèõ ïåðå�îðìóëèðîâîê, íå íóæíî ÷èòàòü/ïóáëèêîâàòü

(íàïðèìåð, ÷òî òåêñò î ïðèìåíåíèè òåîðåìû Ïè�àãîðà ïëîõ, åñëè
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â íåì íå ñ�îðìóëèðîâàíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ).

(5) Â çàìå÷àíèè èìååòñÿ �àêòè÷åñêàÿ îøèáêà. Â � 3 (ñîîòâåò-

ñòâåííî â ï. 10.3) ïðèâåäåíî ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî íå â âèäå çàäà÷.

Â ï. 1.1 íàïèñàíî

¾Çàìåòêà... ìîæåò áûòü èíòåðåñíà è ÷èòàòåëþ, çíàêîìîìó ñ ýòè-

ìè îñíîâàìè [àáñòðàêòíîé òåîðèè ãðóïï℄... Òàêîìó ÷èòàòåëþ ìîæåò

îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íûì ïðî÷èòàòü � 3¿.

¾Ïàðàãðà�û 2 è 3 �îðìàëüíî íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.¿

(Ñîîòâåòñòâåííûå âåùè íàïèñàíû â ï. 10.1.)

Èçëîæåíèå â âèäå ïîäáîðêè çàäà÷, ïðèâåä¼ííîå â � 2 (ñîîòâåò-

ñòâåííî â ï. 10.2), äåéñòâèòåëüíî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî ÷èòàòåëåé,

ïîñêîëüêó íå ñîçäà¼ò èëëþçèþ ïîíèìàíèÿ. Íî êíèãè Ïîéà, Ñå-

ã¼ è Ïðàñîëîâà � îáùåïðèçíàííûå õîðîøèå ó÷åáíèêè, íåñìîòðÿ íà

ýòîò ¾íåäîñòàòîê¿. Ïóáëèêàöèè [IKR, IRSe, KS, RS00, RS02, Sk09℄,

[Sk10, � 3℄, [Sk11, Sk99℄ ãîðàçäî õóæå è óêàçàííûõ ó÷åáíèêîâ, è ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñòàòüè, ïîñêîëüêó òàì ìåíüøå ðåøåíèé. Íî ðàç îíè

ïðèíÿòû â ñáîðíèê ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿, à áðîøþðó [Sk09℄

ïðèøëîñü äâàæäû ïåðåèçäàòü, òî, âèäèìî, èõ äîñòîèíñòâî (ìîòè-

âèðîâàííîå èçëîæåíèå) ïåðåâåñèëî íåäîñòàòêè.

Âîçìîæíî, â çàìå÷àíèè (5) èìååòñÿ â âèäó, ÷òî íåäîñòàòîê � íå

èçëîæåíèå â âèäå ïîäáîðêè çàäà÷, à òî, ÷òî ÷àñòü èç íèõ ìîæåò áûòü

ðåøåíà ÷èòàòåëåì ëèøü ïîñëå çíàêîìñòâà ñ ïîñëåäóþùèì òåêñòîì.

Îá ýòîì íàïèñàíî â íà÷àëå ï. 2.1 (ñîîòâåòñòâåííî â ï. 1.2):

¾Åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à íå ïîëó÷àåòñÿ, òî ÷èòàéòå äàëüøå¿ �

ñîñåäíèå çàäà÷è ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîäñêàçêàìè.

Ýòà �ðàçà ïîçâîëÿåò ÷èòàòåëþ ïðåîäîëåâàòü óêàçàííîå íåóäîá-

ñòâî. Ïî÷åìó ýòî íåóäîáñòâî íåîáõîäèìî, íàïèñàíî â íà÷àëå ï. 11.3.1.

Âïðî÷åì, òîò, êòî íå õî÷åò ðåøàòü çàäà÷è, äà åù¼ ñ�îðìóëèðî-

âàííûå â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþòñÿ ïðè

ðåøåíèè îñíîâíîé çàäà÷è, ìîæåò ÷èòàòü ñðàçó � 3 (ñîîòâåòñòâåííî

ï. 10.3).

Çàìå÷ó, ÷òî óêàçàííûé â çàìå÷àíèè (5) ¾íåäîñòàòîê¿ èìåþò,

íàïðèìåð, ñòàòüè [IKR, IRSe℄ èç ¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîñâåùåíèÿ¿

è áðîøþðà [Sk09℄ (î íåé ñì. âûøå).

Â ëþáîì ñëó÷àå ýòî çàìå÷àíèå íåóìåñòíî â ñïèñêå çàìå÷àíèé,

íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ñòàòüÿ îòêëîíåíà, âìåñòî ñïèñêà ïðåäëî-
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æåíèé ïî ìåëêîé ïðàâêå. Ïîñêîëüêó çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ

íóæíî çíàêîìñòâî ñ ïîñëåäóþùèì òåêñòîì, íåìíîãî, è � ïðè íàëè-

÷èè àðãóìåíòèðîâàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ðåäêîëëåãèè � èçìåíèòü ïî-

ðÿäîê ëåãêî.

(6) Ýòî çàìå÷àíèå íåóìåñòíî â ñïèñêå çàìå÷àíèé, íà îñíîâàíèè

êîòîðûõ ñòàòüÿ îòêëîíåíà, âìåñòî ñïèñêà ïðåäëîæåíèé ïî ìåëêîé

ïðàâêå. Â ïåðâîé �ðàçå ñòàòüè ÿâíî óêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà àäðåñîâà-

íà ó÷àùèìñÿ è ðóêîâîäèòåëÿì çàíÿòèé. Ïî ìîåìó ìíåíèþ, âñÿ îíà

ìîæåò áûòü èíòåðåñíà è òåì, è äðóãèì. Åñëè ðåäêîëëåãèÿ ñ÷èòàåò,

÷òî êàêàÿ-òî ÷àñòü ñòàòüè ñêîðåå èíòåðåñíà îäíèì è íå èíòåðåñíà

äðóãèì, òî àâòîðû ñ óäîâîëüñòâèåì ïðîöèòèðîâàëè áû ïðåäëîæåí-

íóþ ðåäêîëëåãèåé �ðàçó îá ýòîì.

(7) Ýòî çàìå÷àíèå íåóìåñòíî â ñïèñêå çàìå÷àíèé, íà îñíîâàíèè

êîòîðûõ ñòàòüÿ îòêëîíåíà. Ñòàòüè â ñáîðíèêå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå

ïðîñâåùåíèå¿ íå ïðåòåíäóþò íà íàó÷íóþ, à ÷àñòî è íà ìåòîäè÷å-

ñêóþ, íîâèçíó. Â ï. 3.1 (ñîîòâåòñòâåííî, â íà÷àëå ï. 10.1) íàïèñàíî

¾äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû... íå ïðåòåíäóåò íà íîâèçíó¿. (Òåì

íå ìåíåå, ñóäÿ ïî çàìå÷àíèÿì (1, 3, 4, 5), îïðåäåëåííàÿ ìåòîäè÷å-

ñêàÿ íîâèçíà, ñòåïåíü êîòîðîé íåÿñíî çà÷åì óñòàíàâëèâàòü, â ñòàòüå

åñòü.)

(PS) Óâû, ýòî íåâåðíî. Çàìå÷àíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåä¼ííûì

â îòçûâå, ñïðàâåäëèâû ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó äðóãîìó ìîòèâèðî-

âàííîìó èçëîæåíèþ, â êîòîðîì îáùèå ïîíÿòèÿ íå ââîäÿòñÿ ðàíü-

øå òåõ ïðîáëåì, äëÿ êîòîðûõ îíè íóæíû. Â ÷àñòíîñòè, êî ìíî-

ãèì òåêñòàì, óæå îïóáëèêîâàííûì â ñáîðíèêå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå

ïðîñâåùåíèå¿. Íóæíî òîëüêî ñäåëàòü î÷åâèäíûå çàìåíû òåðìèíîâ,

ññûëîê è ò. ä. Íàïðèìåð, çàìåíèòü ¾ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê¿ è ¾àá-

ñòðàêòíûå ãðóïïû¿ íà ¾ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó äâóìåðíîé ïî-

âåðõíîñòè¿ è ¾öåëî÷èñëåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ àáñòðàêò-

íîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ¿. Êðîìå òîãî (PS) ïðîòèâîðå÷èò (1),

èáî ñïîñîá èçëîæåíèÿ è åñòü ìåòîäèêà.

Âàø Àðêàäèé Ñêîïåíêîâ.

Äðóãèå âûñêàçûâàíèÿ

Îáñóæäåíèå ïðèâåäåíî â êëàññè÷åñêîé �îðìå äèàëîãà: âûñêà-

çûâàíèÿ (î � 10 ¾�ðóïïû¿) âûäåëåíû èòàëèêîì, à ïîñëå íèõ ïðèâî-

äÿòñÿ ìîè êîììåíòàðèè. ß ñòàðàëñÿ ñîõðàíèòü æèâîñòü îáñóæäå-
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íèé; óâû, ýòî íåâîçìîæíî ñî÷åòàòü ñ èõ àêàäåìè÷íîñòüþ
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.

• Â ýòîì êðàòêîì ïåðåñêàçå òåîðèè ãðóïï íà ÿçûêå ãðóïï ïå-

ðåñòàíîâîê ïðåäïî÷òåíèå îòäà¼òñÿ êðàòêîñòè, à íå ïîíÿòíîñòè.

ÀÑ: Ýòî íå òàê. Ïðîñòî äëÿ íàñ ïîíèìàíèå� â ïåðâóþ î÷åðåäü

óìåíèå ïðîâîäèòü àíàëîãè÷íûå (è äàæå íå î÷åíü àíàëîãè÷íûå) ðàñ-

ñóæäåíèÿ, à íå óìåíèå ãîâîðèòü íà ÿçûêå äàííîé òåîðèè. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, íàøà öåëü äðóãàÿ � â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîíÿòíîñòü èäåé äî-

êàçàòåëüñòâà è èõ èñïîëíåíèÿ, à íå �èëîñî�ñêîå îáñóæäåíèå îáîá-

ùåíèé. Êîãäà óæå åñòü ïåðâîå, âòîðîå òàêæå ñòàíîâèòñÿ âàæíûì.

Íî âòîðîãî è òàê â ëèòåðàòóðå äîñòàòî÷íî.

• Èñïîëüçîâàíèå ¾íåãðóïïîâîãî¿ ÿçûêà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

äëÿ ïîíèìàíèÿ óòâåðæäåíèé è äîêàçàòåëüñòâ ïðèõîäèòñÿ ìûñ-

ëåííî äåëàòü èõ ¾îáðàòíûé ïåðåâîä¿ íà ÿçûê òåîðèè ãðóïï. Óòâåð-

æäåíèå ¾åñëè kq ≡ 1 mod m, òî k èm âçàèìíî ïðîñòû¿ (ñì. ï. 10.3.3,

äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî hf = fh) òðåáóåò îáúÿñíåíèé. Îíî ïî-

ëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ëàãðàíæà ê ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïå êîëüöà âû÷åòîâ, íî ñàìà ýòà ãðóïïà (ïðåîáðàçîâàíèé?) íå

îïðåäåëÿåòñÿ è íå îáñóæäàåòñÿ.

ÀÑ: Äóìàþ, ïåðâîå ïðåäëîæåíèå íåâåðíî. Â � 10 âñå òåðìèíû

èñïîëüçóþòñÿ â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå (êðîìå òåðìèíà ¾ãðóïïà¿,

íî åñëè âñþäó ïîíèìàòü åãî â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå, òî âñ¼ îñòà-

¼òñÿ âåðíûì). Ïðè íàëè÷èè êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ

¾íåãðóïïîâîãî¿ ÿçûêà ìîæíî áûëî áû óòî÷íèòü ýòî çàìå÷àíèå è îá-

ñóæäàòü óòî÷í¼ííîå.

25

Ïîõîæèå âûñêàçûâàíèÿ âîçíèêëè â õîäå îáñóæäåíèÿ âåðñèè http://arxiv.

org/pdf/1108.5406v2.pdf ñòàòüè [BKS℄, ïðåäñòàâëåííîé â 2010 ã. â æóðíàë ¾Ìà-

òåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿ (âûñêàçûâàëèñü â îñíîâíîì íå ÷ëåíû ðåäêîëëåãèè).

Ìíîãèå çàìå÷àíèÿ îêàçàëèñü ïîëåçíû è áûëè ó÷òåíû. Îäíàêî ñòàòüÿ áûëà îò-

êëîíåíà, ïîñêîëüêó àâòîðû íå ñîãëàñèëèñü ñ ïðåäëîæåíèåì ðåäêîëëåãèè ðåçêî

ñîêðàòèòü å¼, ðàññ÷èòûâàÿ èçëîæåíèå òîëüêî íà ÷èòàòåëÿ, óæå èçó÷àâøåãî àá-

ñòðàêòíóþ òåîðèþ ãðóïï (ìîòèâèðîâêà ðåäêîëëåãèè� âñ¼ ðàâíî ñòàòüÿ íå áóäåò

èíòåðåñíà è äîñòóïíà äëÿ äðóãèõ ÷èòàòåëåé). Îêîí÷àòåëüíûé îòçûâ, íà îñíî-

âàíèè êîòîðîãî ñòàòüÿ îòêëîíåíà, óòåðÿí ðåäêîëëåãèåé.

ß ïðîñèë, íî íå ïîëó÷èë ðàçðåøåíèÿ îïóáëèêîâàòü ýòè âûñêàçûâàíèÿ. Ïî-

ýòîìó, âîïðåêè îïàñåíèþ íåòî÷íî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ÷óæèå ìûñëè, ÿ ïðèâîæó

ñâîè ïðåäñòàâëåíèÿ î âûñêàçûâàíèÿõ. Îíè îñíîâàíû íà ìíîãèõ óñòíûõ îáñóæ-

äåíèÿõ è óêàçàííîì ïðåäâàðèòåëüíîì îáñóæäåíèè, íî íè îäíî èç íèõ íå ñîâïà-

äàåò ñ âûñêàçûâàíèåì èç òîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî îáñóæäåíèÿ.
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Óêàçàííîå â çàìå÷àíèè óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 1 äå-

ëèòñÿ íà gcd(k,m). Çíà÷èò, íè òåîðåìà Ëàãðàíæà, íè ïîíÿòèÿ ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîëüöà âû÷åòîâ, íè ïîíÿòèå ãðóïïû äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà íå íóæíû. Ñì. ïîñëåäíèé àáçàö êîììåíòàðèÿ ê çàìå-

÷àíèþ (4) â ïðåäûäóùåì ïîäïóíêòå.

Âîçìîæíî, äåëî â ñëåäóþùåì. Ïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ çà-

äà÷ âìåñòî ¾a−1xa¿ èíîãäà ïîëåçíî äóìàòü ¾îáðàç ýëåìåíòà x ïðè

àâòîìîð�èçìå ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì a¿. ×åëîâåêó, ñïåöèàëèçèðó-
þùåìóñÿ íà òàêèõ çàäà÷àõ, ýëåìåíòàðíûé ÿçûê äåéñòâèòåëüíî ìî-

æåò ìåøàòü. À íà÷èíàþùåìó, íàïðîòèâ, ìåøàåò ¾òåîðåìà Ëàãðàí-

æà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîëüöà âû÷åòîâ¿ âìåñòî ¾î÷å-

âèäíîå ñâîéñòâî äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë¿.

• Ïðî�åññèîíàëüíûé ìàòåìàòèê ðàçáåð¼òñÿ â ìàòåìàòè÷å-

ñêîì ñîäåðæàíèè è ïîäáåð¼ò ìåòîäèêó, íóæíóþ äëÿ îáñóæäåíèÿ

ýòîãî ìàòåðèàëà â ñâî¼ì êðóæêå.

ÀÑ: Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêàÿ ìåòîäè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà âîîá-

ùå íå íóæíà. Äóìàþ, ýòî íå òàê. Ïðî�åññèîíàëèçì â ìàòåìàòèêå

è â ïðåïîäàâàíèè � ðàçíûå (õîòÿ è êîððåëèðóþùèå) âåùè. Ìíî-

ãèì ïðî�åññèîíàëüíûì ìàòåìàòèêàì áóäåò ïîëåçåí ïðèìåð ìåòî-

äèêè, íóæíîé äëÿ îáñóæäåíèÿ ìàòåðèàëà â êðóæêå. À åñëè îíè åù¼

è â ïðåïîäàâàíèè ðàçáèðàþòñÿ, òî ñìîãóò îöåíèòü, êàêîé îãðîìíûé

òðóä íóæåí äëÿ ïîäáîðà ìåòîäèêè, ò. å. äëÿ íàïèñàíèÿ äîñòóïíîãî

ó÷åíèêàì èçëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà.

• Ó � 10 äâå öåëè:

1) èçëîæèòü êðàñèâûé �àêò èç òåîðèè ãðóïï äëÿ âîçìîæíî

áîëåå øèðîêîãî êðóãà ÷èòàòåëåé è 2) ïîêàçàòü ïîäõîä ê èçëîæå-

íèþ òåîðèè ãðóïï, èäóùåìó îò êîíêðåòíîãî ê àáñòðàêòíîìó, à íå

íàîáîðîò.

ÀÑ: Íå ñîâñåì òàê. Ìîòèâèðîâêà ðåøåíèåì èíòåðåñíîé ïðîáëå-

ìû áîëåå ñóùåñòâåííà, ÷åì ìîòèâèðîâêà îáîáùåíèåì èìåþùèõñÿ

ïðèìåðîâ (íå äàþùèì ðåøåíèÿ èíòåðåñíîé ïðîáëåìû). Òàê ñ÷èòà-

ëè ìàòåìàòèêè äî XX âåêà, òàê æå ñ÷èòàþò ìíîãèå ñîâðåìåííûå

ìàòåìàòèêè è ñòóäåíòû.

Ñîëèäàðèçóÿñü ñ îáåèìè öåëÿìè, ñ ñîæàëåíèåì äîëæåí êîí-

ñòàòèðîâàòü, ÷òî îáå öåëè íå äîñòèãíóòû. ß ïîëíîñòüþ ñîãëà-

ñåí ñ òåì, ÷òî íåïðîäóêòèâíî íà÷èíàòü èçó÷åíèå òåîðèè ãðóïï
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ñ îïðåäåëåíèÿ àáñòðàêòíîé ãðóïïû. Íî òàê íà÷èíàþò òîëüêî äó-

áîëîìû. Óìíûå ïðåïîäàâàòåëè ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþò êîíêðåò-

íûå ïðèìåðû èíòåðåñíûõ ìíîæåñòâ ïðåîáðàçîâàíèé, à òàêæå ãðóï-

ïû îñòàòêîâ, îáíàðóæèâàþò ìåæäó íèìè ñâÿçü, ñîçäàþò ìîòè-

âàöèþ ê ïîèñêó îáùåãî è òîëüêî òîãäà ââîäÿò ïîíÿòèå ãðóïïû,

çàêðåïëÿÿ åãî îïðåäåëåíèåì. Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ è ïîíÿòèÿ öèê-

ëè÷åñêîé ãðóïïû. Ïðîñòîé æå çàìåíîé àáñòðàêòíîé ãðóïïû íà

ïîäãðóïïó ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê ïðîáëåìà âîñõîæäåíèÿ ó÷àùåãîñÿ

ê ïîíÿòèþ ãðóïïû íå ðåøàåòñÿ.

AC: Ýòîãî è íå íàïèñàíî â � 10. Ïðîáëåìà âîñõîæäåíèÿ íå ìîæåò

ðåøàòüñÿ íèêàêèì îäíèì ïðè¼ìîì. Ïàðàãðà� ïðåäíàçíà÷åí áûòü

ëèøü ñòóïåíüêîé â âîñõîæäåíèè.

• Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî � 10 ïðàêòè÷åñêè íåäîñòóïåí ó÷èòåëÿì,

øêîëüíèêàì è ò. ä. (íå èìåþùèì àëãåáðàè÷åñêîé êóëüòóðû íà óðîâíå

1 êóðñà ìåõìàòà Ì�Ó ). Ôîðìàëüíî òåêñò, ìîæåò, è ïðîõîäèì,

íî ó ÷èòàòåëÿ, êîòîðûé íåóâåðåííî âëàäååò äîñòàòî÷íî áîëüøèì

íàáîðîì ñðåäñòâ òåîðèè ãðóïï, òðóäíîñòè áóäóò íà êàæäîì øà-

ãó. Òåêñò èçîáèëóåò ïðîáåëàìè (íàïðèìåð, íå îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷å-

ìó ïîñòðîåííûå ïðèìåðû ãðóïï íå öèêëè÷åñêèå), è âîñïîëíèòü èõ

ìîæíî òîëüêî ïîíèìàÿ òåîðèþ ãðóïï.

ÀÑ: Äà, ïðîáåëû åñòü. Íî êàê ðàç ïðè ðåøåíèè çàäà÷ (â ÷àñòíî-

ñòè, âîñïîëíåíèè ïðîáåëîâ) ðîæäàåòñÿ ïîíèìàíèå òåîðèè è óâåðåí-

íîå âëàäåíèå å¼ ñðåäñòâàìè. Ïîäðîáíåå ñì. ï. 10.1. Êîíå÷íî, ïðî-

ñòîòà çàïîëíåíèÿ ïðîáåëîâ îïðåäåëÿåò øèðîòó êðóãà ÷èòàòåëåé.

• ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ÷èòàòü ðåøåíèÿ? Òîãäà íåïîíÿòíî,

çà÷åì íóæíî äðîáèòü òåêñò íà íååñòåñòâåííûå ïîðöèè ¾óñëî-

âèÿ¿ è ¾ðåøåíèÿ¿, à íå íàïèñàòü âñ¼ âìåñòå.

ÀÑ: Ýòî äðîáëåíèå åñòåñòâåííîå, ïîñêîëüêó ÷èòàòåëþ ïðåäëà-

ãàåòñÿ ÷èòàòü ðåøåíèÿ ïîñëå òîãî, êàê îí ïîäóìàë íàä çàäà÷åé è,

âîçìîæíî, ðåøèë å¼. Ñì. êîììåíòàðèé ê çàìå÷àíèþ (5) â ïðåäû-

äóùåì ïîäïóíêòå è ï. 1.2 ¾Èçó÷åíèå ïóòåì ðåøåíèÿ è îáñóæäåíèÿ

çàäà÷¿.

• �àçâå åñòü ó÷èòåëÿ è ñòàðøåêëàññíèêè, íå çíàêîìûå ñ àá-

ñòðàêòíîé òåîðèåé ãðóïï, íî èçó÷àâøèå ïåðåñòàíîâêè è òåîðèþ

÷èñåë?

ÀÑ: Êîíå÷íî, åñòü! Èáî ðàçóìíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ,
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êîòîðîé ìíîãèå ïðèäåðæèâàþòñÿ, � àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ ãðóïï ïî-

ñëå ïåðåñòàíîâîê è òåîðèè ÷èñåë (ïðè÷¼ì íå ñðàçó, à ñ ïåðåðûâîì íà

ìíîãî÷ëåíû è êîìïëåêíûå ÷èñëà, ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

è ðàçðåøèìîñòü â ðàäèêàëàõ). Ñì. íà÷àëî � 5 ¾Ïåðåñòàíîâêè¿.

• Åñëè óæ øêîëüíèêó ðàññêàçàëè ïðî ïåðåñòàíîâêè è òåîðå-

òèêî- ÷èñëîâûå òåîðåìû ñ ãðóïïîâîé ïîäîïë¼êîé, êàê ïîñëå ýòîãî

óäåðæàòüñÿ è íå èçëîæèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðóïï?

ÀÑ: Êîíå÷íî, íóæíî èçëîæèòü! Íî âàæíî èìåííî ïî
ëå è äëÿ

ðåøåíèÿ èíòåðåñíûõ çàäà÷. Òàêîìó èçëîæåíèþ è ïîñâÿù¼í � 10,

ñì. ï. 10.1.

• ß âîçðàæàþ ïðîòèâ öèòàòû èç Â.È.Àðíîëüäà, äèñêðåäèòè-

ðóþùåé àáñòðàêòíóþ òåîðèþ ãðóïï. Ñàìà ïîñòàíîâêà îñíîâíî-

ãî âîïðîñà, à òàêæå ïðèâîäèìîå äîêàçàòåëüñòâî, ãäå àâòîðû âû-

íóæäåíû ââîäèòü íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ýòîé òåîðèè, îïðîâåðãàþò

òåçèñ, ÷òî òîëüêî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé èìåþò ïðàâî íà ñóùå-

ñòâîâàíèå.

ÀÑ: Ïî-ìîåìó, óêàçàííîãî òåçèñà â öèòàòå íåò. Öèòàòà äèñêðå-

äèòèðóåò íå àáñòðàêòíóþ òåîðèþ ãðóïï, à íåìîòèâèðîâàííîå èçëî-

æåíèå.

• Äëÿ ÷èòàòåëåé, íå çíàêîìûõ ñ òåîðèåé ãðóïï, ïîñòàíîâêà

âîïðîñà íå ìîòèâèðîâàíà.

ÀÑ: Íå ñîãëàñåí, ñì. êîíåö ï. 10.2.1.

• � 10 ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ ðàññ÷èòàí íà ïðî�åññèîíàëüíîãî

ìàòåìàòèêà.

ÀÑ: Íå ñîãëàñåí. Ïîñêîëüêó â âûñêàçûâàíèè íå ïðèâîäèòñÿ îáîñ-

íîâàíèå, ÿ êîíñòàòèðóþ ðàçëè÷èå ìíåíèé è òàêæå íå ïðèâîæó îáîñ-

íîâàíèÿ.
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11.4 Êðóæêè è îëèìïèàäû êàê ïóòü â ìàòåìàòèêó

è êàê ñïîðò. À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ, À.È.Áó�åòîâ

11.4.1 Ââåäåíèå

Âíåøêîëüíûå çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé, êîòîðûì ïîñâÿùåíà íàõî-

äÿùàÿñÿ â ðóêàõ ó ÷èòàòåëÿ êíèãà, èãðàþò â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðà-

çîâàíèè â íàøåé ñòðàíå âàæíåéøóþ ðîëü, êîòîðóþ òðóäíî ïåðåîöå-

íèòü. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî çàíÿòèé òàê èëè èíà÷å îêàçûâà-

þòñÿ ñâÿçàííûìè ñ îëèìïèàäàìè. Øêîëüíèêîâ è èõ ó÷èòåëåé ÷àñòî

ñâîäÿò âìåñòå ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû (íàïðèìåð, â 1993 ãîäó

À.ß. áûë ÷ëåíîì æþðè ìîñêîâñêîé îëèìïèàäû, à äåâÿòèêëàññíèê

À.È. ó÷àñòíèêîì � òàê ìû è ïîçíàêîìèëèñü).

Ìíîãèå øêîëüíèêè, îñîáåííî íà ïåðè�åðèè, ïîëó÷àþò ìàòåìà-

òè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, íàöåëåííîå â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ïîäãîòîâêó

ê îëèìïèàäàì. C ýòèì íåîáõîäèìî ñ÷èòàòüñÿ íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-

ëÿì è îðãàíèçàòîðàì ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Äàæå òå, êòî íå çàíèìà-

åòñÿ ïîäãîòîâêîé ê îëèìïèàäàì â òðåíåðñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà,

àêòèâíî èñïîëüçóþò èäåè è çàäà÷íûé ìàòåðèàë îëèìïèàä.

Ó èñòîêîâ îëèìïèàäíîãî äâèæåíèÿ ñòîÿëè âåëèêèå ó÷åíûå, îä-

íàêî ïîçæå îëèìïèàäíûé ìèð ñòàë æèòü ñîáñòâåííîé æèçíüþ. Ïî

âñåìó ìèðó ïðîâîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå êîíêóðñû è îëèìïèàäû.

Ïîÿâèëèñü ñïåöèàëèñòû ïî èõ ïðîâåäåíèþ, âîçíèêëà îëèìïèàäíàÿ

ìàòåìàòèêà ñî ñâîåé ìåòîäèêîé ðàáîòû è ñâîåé ëèòåðàòóðîé. Ñ

íåêîòîðîé äîëåé óñëîâíîñòè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â îëèìïèàäíîì ìè-

ðå ñëîæèëèñü äâå öåííîñòíûå îðèåíòàöèè: ¾íàó÷íàÿ¿ è ¾ñïîðòèâ-

íàÿ¿. Ýòè ðàçëè÷íûå âçãëÿäû íà îëèìïèàäû ïðîÿâëÿþòñÿ â ïîäáîðå

çàäà÷, âûðàáîòêå êðèòåðèåâ îöåíîê, â êàäðîâûõ âîïðîñàõ, â îðãà-

íèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ëàãåðåé.

Â íàøåé çàìåòêå ìû êðàòêî ïðîòèâîïîñòàâëÿåì ýòè ïîäõîäû.

11.4.2 Ñïîðòèâíûé ïîäõîä

Íåñêîëüêî ñãóùàÿ êðàñêè, ïîïðîáóåì ïåðåäàòü ñïîðòèâíûé ïîä-

õîä �ðàçîé: ¾îëèìïèàäà � ýòî ñïîðò ïî ðåøåíèþ ãîëîâîëîìîê¿. Òà-

êàÿ îðèåíòàöèÿ âëå÷åò çà ñîáîé ìíîãîå: óñèëèâàåòñÿ òðåíåðñòâî,

óæåñòî÷àþòñÿ �îðìàëüíûå òðåáîâàíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, êðèòåðèè

îöåíîê. Òàê, åñëè ñïîðòñìåí ïåðåñòóïèò ÷åðòó íà 10 ñì, à ïðûãíåò
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íà 10 ìåòðîâ, åìó íå çà÷òóò ïðûæîê 9,9 ì, åãî ïðûæîê íå çà÷òóò

âîâñå. Àíàëîãè÷íî íà îïèñêó ó÷àùåãîñÿ, èñõîäÿ èç îðèåíòàöèè íà

ñïîðò, ìîæíî ðåàãèðîâàòü òàê: ¾À åñëè áû â âåäîìîñòè íà çàðïëàòó

îïèñêà áûëà?¿

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìàòåìàòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàäà÷è îòõîäèò

íà âòîðîé ïëàí. Êîìáèíèðóåòñÿ âñ¼ ñî âñåì. Âàæíû âíåøíèé áëåñê,

íåîáû÷íîñòü óñëîâèÿ. Âîò ïðèìåðû òàêîãî ðîäà çàäà÷.

1. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 100 â ðÿä òàê, ÷òîáû

ñóììà ëþáûõ òðåõ ÷èñåë, èäóùèõ ïîäðÿä, áûëà ïðîñòûì ÷èñëîì?

2. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà� ïðîñòûå ÷èñëà. Ìîæåò ëè åãî ïëî-

ùàäü áûòü öåëûì ÷èñëîì?

Â ýòèõ äâóõ çàäà÷àõ ïðîñòîòà ÷èñëà íå âîçíèêàåò, íà íàø âçãëÿä,

åñòåñòâåííî.

Âîò åù¼ îäèí ïðèìåð.

3. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà, ðàâíûå ñóììå �àêòîðèàëîâ ñâîèõ

öè�ð.

Ìû íå âèäèì â ýòîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ.

Áîëüøîé ñïîðò òÿãîòååò ê îãðàíè÷åíèþ ïîëÿ äåÿòåëüíîñòè è ÷åò-

êîé �îðìàëèçàöèè ïðàâèë. Îòñþäà âûòåêàåò, íà íàø âçãëÿä, ñóæå-

íèå òåìàòèêè çàäà÷. Íà îäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì �åñòèâàëå Ñ.Ñ.Àíè-

ñîâûì áûëà ïðåäëîæåíà çàäà÷à íà íàõîæäåíèå óãëà ìåæäó äèàãî-

íàëÿìè ïðàâèëüíîãî äîäåêàýäðà. Èäåÿ ðåøåíèÿ ñîñòîÿëà â ðàññìîò-

ðåíèè âïèñàííîãî êóáà. Çàäà÷à áûëà îòâåðãíóòà æþðè �åñòèâàëÿ

êàê ¾íåîëèìïèàäíàÿ¿. Ìåæäó òåì ñîîáðàçèòåëüíûé øêîëüíèê, äà-

æå íå èìåþùèé ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè, ìîæåò, íàì ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ, óâèäåòü êóá, âïèñàííûé â äîäåêàýäð. Òðåíèðîâàííûé íà ¾ñòàí-

äàðòíûå¿ îëèìïèàäíûå ñþæåòû ¾ñïîðòñìåí¿ íå èìååò òóò ïðåèìó-

ùåñòâà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãèå çàäà÷è, íàïðèìåð, íà ïîñòðîåíèå èí-

âàðèàíòîâ, ìîãóò áûòü ðåøåíû òîëüêî ó÷àùèìèñÿ, õîðîøî âëàäå-

þùèìè ýòîé òåõíèêîé, êîòîðàÿ, ê ñîæàëåíèþ, äàæå íàìåêàìè íå

âõîäèò â øêîëüíûé êóðñ.

Âçãëÿä íà ìàòåìàòèêó êàê íà íàóêó î ðåøåíèè çàíèìàòåëüíûõ

çàäà÷ è ãîëîâîëîìîê � ñàìûé äîñòóïíûé. Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî,

÷òî îí ïîëó÷àåò ðàñïðîñòðàíåíèå. Îí ìîæåò áûòü î÷åíü ïîëåçåí
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ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì çíàêîìñòâå ñ ìàòåìàòèêîé, à ñëåäîâàòåëüíî,

è â ïðåïîäàâàíèè. Îëèìïèàäíûé òðåíåð ñïîðòèâíîãî òîëêà ìîæåò

ìíîãî ñäåëàòü äëÿ ðàçâèòèÿ îáðàçîâàíèÿ â ñâîåì ðåãèîíå.

�ëóáèíà ïîíèìàíèÿ áåç óçîñòè îáúåêòà èçó÷åíèÿ ñðàçó íå äî-

ñòèãàåòñÿ. C ýòèì ñâÿçàí ïîäðîñòêîâûé ýêñòðåìèçì â äóõå ¾íè÷åãî

ìíå íå íóæíî, êðîìå ãåîìåòðèè¿. Ëó÷øå âíà÷àëå äîñòè÷ü ãëóáèíû

è ïîòîì èñêàòü øèðîòû.

11.4.3 Îëèìïèàäà êàê ïóòü â ìàòåìàòèêó

Äåâèç äðóãîé îëèìïèàäíîé èäåîëîãèè: ïðåïîäàâàíèå è îëèìïè-

àäû äîëæíû îòðàæàòü íàóêó. Ýòîé èäåîëîãèè ñëåäîâàëè âñåñîþç-

íûå îëèìïèàäû è ñòàðûå îëèìïèàäû âî ìíîãèõ ñòðàíàõ.

Îëèìïèàäà � ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîëèãîí äëÿ îòðàáîòêè íîâûõ

òåì è ñþæåòîâ (ñì. çàäà÷íèê ¾Êâàíòà¿, îñîáåííî â 1970-å�80-å ãî-

äû). Â ñîâðåìåííûõ îëèìïèàäàõ ýòà èäåîëîãèÿ â íàèáîëåå ÷èñòîì

âèäå ïðèñóòñòâóåò â Òóðíèðå ãîðîäîâ, îñîáåííî íà åãî ëåòíèõ êîí-

�åðåíöèÿõ [KoFr, LK℄, è íà Ìîñêîâñêîé îëèìïèàäå.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå åñòåñòâåííîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è � êëþ÷å-

âîå ñîîáðàæåíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì, ÷òî íååñòåñòâåí-

íàÿ òðóäíàÿ çàäà÷à íà îëèìïèàäå ïîðòèò âêóñ è íàíîñèò âðåä ó÷àñò-

íèêàì. Æþðè îïèðàåòñÿ íà ñâî¼ ÷óâñòâî åñòåñòâåííîãî.

×àùå âñåãî õîðîøàÿ îëèìïèàäíàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì î�îðì-

ëåíèÿ èäåé è ñþæåòîâ èç íàóêè. �åæå âîçíèêàåò íîâûé ñþæåò â ýëå-

ìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå.

Äëÿ òàêîãî ïîäõîäà õàðàêòåðíî îòíîøåíèå ê ñïîðòó � êàê ê ñðåä-

ñòâó ïîáóäèòü ïîäðîñòêà âûëîæèòüñÿ, äîñòè÷ü ãëóáèíû, èçó÷èòü

òåõíèêó. Ñîîáðàæåíèÿ, óâàæàþùèå ñîäåðæàíèå, èìåþò ïðèîðèòåò

íàä ñïîðòèâíûìè.

Ìàòåìàòèê, çàíèìàþùèéñÿ áîëüøîé ïðîáëåìîé, èùåò ñâÿçàí-

íûå ñ íåé çàäà÷è, ãäå ïðåäïîëàãàåìûå èäåè ðåøåíèÿ ðàáîòàþò â áî-

ëåå ïðîñòîé ñèòóàöèè. Òðóäíî ïðèäóìàòü íåñêîëüêî èäåé ñðàçó �

íóæíû ïðîìåæóòî÷íûå ýòàïû, ïîýòîìó öåíÿòñÿ ïðîäâèæåíèÿøêîëü-

íèêîâ â çàäà÷å.

Èñòîðèÿ íàøåé íàóêè áîëüøå èíòåðåñóåòñÿ áëåñòÿùèìè èäåÿ-

ìè, ÷åì âòîðîñòåïåííûìè íåòî÷íîñòÿìè ïåðâîïðîõîäöåâ. Èìåííî
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ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì, íàïðèìåð, ÷òî òåîðèÿ �àëóà ïðèíàäëåæèò �à-

ëóà.

26

Òàêîé ïîäõîä ìîæíî ïåðåíîñèòü è íà îëèìïèàäíîå òâîð÷åñòâî.

Àêàäåìè÷åñêèå öåííîñòè èìåþò �óíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ âîñ-

ïèòàíèÿ áóäóùèõ ó÷åíûõ. Ïðàêòè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò, ñðåäè ïðî÷å-

ãî, ÷òî îëèìïèàäíàÿ ðàáîòà ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ìÿã÷å, ÷åì

ïðèíÿòî, ñêàæåì, íà âñòóïèòåëüíîì ýêçàìåíå, à íàëè÷èå ó øêîëü-

íèêà èäåè èãðàåò áîëåå âàæíóþ ðîëü, ÷åì ñòðîãîñòü è òî÷íîñòü å¼

î�îðìëåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì ïðèìåðû îëèìïèàäíûõ çàäà÷, êîòîðûå

ìîãóò, íà íàø âçãëÿä, îòêðûòü íîâûå äâåðè ìîëîäîìó ìàòåìàòèêó.

1. Ïîåçä åõàë îäèí ÷àñ îò ïóíêòà A â ïóíêò B, ïðîåõàâ 60 êì.
Äîêàæèòå, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò åãî óñêîðåíèå áûëî íå ìåíåå

240 êì/÷2 (Â.Ì.Òèõîìèðîâ).

Ýòà êðàñèâàÿ è íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à ñ ïðîñòîé è åñòåñòâåííîé

�îðìóëèðîâêîé äà¼ò, íà íàø âçãëÿä, áëåñòÿùóþ èëëþñòðàöèþ îñ-

íîâ èñ÷èñëåíèÿ áåêîíå÷íî ìàëûõ.

2. Ïëîñêîñòü ïîêðûòà åäèíè÷íûìè êðóãàìè. Äîêàæèòå, ÷òî

íåêîòîðàÿ òî÷êà ïîêðûòà íå ìåíåå òðåõ ðàç (À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ).

Âòîðàÿ çàäà÷à îòðàæàåò â ïðîñòåéøåé �îðìå �óíäàìåíòàëüíîå

ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü n, êîãäà (íå�îðìàëüíî ãîâî-
ðÿ) ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî ìåëêèå ïîêðûòèÿ åãî îêðåñòíîñòÿìè

áåç ïåðåêðûòèé ïî n + 2, íî íåëüçÿ èçáàâèòüñÿ îò ïåðåêðûòèé ïî

n+ 1.

3. Ëîìàíàÿ äåëèò êðóã íà äâå ðàâíûå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî

îíà ïðîõîäèò ÷åðåç åãî öåíòð (À.Ê.Êîâàëüäæè).

Ñòèëü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåïðèâû÷åí äëÿ îëèìïèàäíèêà. Òóò

äåëî âîâñå íå â òðþêå. Íàäî îñîçíàòü, ÷òî çíà÷èò äâå ðàâíûå ÷àñòè.

26

Çàìå÷àíèå À. Ñêîïåíêîâà. Âîïðîñ î òîì, ÷òî îòíîñèòü ê èäåÿì, à ÷òî �

ê âòîðîñòåïåííûì íåòî÷íîñòÿì, ñëîæíûé. Íàïðèìåð, îäíà èç âàæíåéøèõ èäåé

äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè â ðàäèêàëàõ è òåîðèè �àëóà (ïîñìîòðåòü, êàê

ìåíÿåòñÿ ñòåïåíü ñèììåòðè÷íîñòè ìíîãî÷ëåíà ïðè èçâëå÷åíèè ðàäèêàëà) ïðè-

ñóòñòâîâàëà óæå ó �ó��èíè. Îäíàêî ìû íå ñ÷èòàåì, ÷òî �àëóà è Àáåëü èñ-

ïðàâèëè âòîðîñòåïåííûå íåòî÷íîñòè áëåñòÿùèõ èäåé �ó��èíè è íå íàçûâàåì

òåîðåìó î íåðàçðåøèìîñòè â ðàäèêàëàõ òåîðåìîé �ó��èíè, à òåîðèþ �àëóà

òåîðèåé �ó��èíè.
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñòü äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå îäíó ÷àñòü â äðóãóþ.

À âñå òèïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè îïèñàíû â òåîðåìå Øàëÿ. Äàëåå

ñëåäóåò íåáîëüøîé ïåðåáîð. (Ïîäðîáíåå ñì. ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðî-

ñâåùåíèå¿, ñåð. 3, âûï. 6, 2002. Ñ. 139�140.)

Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ îòðàæàþòñÿ è â âàðèàíòàõ ìåæäó-

íàðîäíûõ îëèìïèàä ïîñëåäíèõ ëåò. (Äàëåå öè�ðû îçíà÷àþò ãîä

îëèìïèàäû è íîìåð çàäà÷è â âàðèàíòå.) Ïðèâåä¼ì äâà ïðèìåðà,

ñâÿçàííûõ ñ ñîâðåìåííîé êîìáèíàòîðèêîé.

2014.6, �åðõàðä Âåãèíãåð, Àâñòðèÿ. �îâîðÿò, ÷òî ïðÿìûå íà

ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè íèêàêèå äâå èç íèõ

íå ïàðàëëåëüíû è íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Ëþáûå íåñêîëüêî ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü

íà ÷àñòè; îãðàíè÷åííûìè ÷àñòÿìè ðàçáèåíèÿ áóäåì íàçûâàòü òå èç

÷àñòåé, êîòîðûå èìåþò êîíå÷íóþ ïëîùàäü. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n â êàæäîì ìíîæåñòâå èç n ïðÿìûõ îáùåãî

ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïîêðàñèòü íå ìåíåå

√
n ïðÿìûõ â ñèíèé öâåò

òàê, ÷òîáû ãðàíèöà íèêàêîé èç îãðàíè÷åííûõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ íå

áûëà ïîëíîñòüþ ñèíåé.

Çàìå÷àíèå: çà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è, â êîòîðîì√
n çàìåíåíî íà c

√
n, áóäóò íà÷èñëÿòüñÿ áàëëû, â çàâèñèìîñòè îò

êîíñòàíòû c.

Ýòà çàäà÷à âîçíèêëà èç èññëåäîâàíèÿ [BCC℄, ñâÿçàííîãî ñ ïðî-

áëåìàìè Ýðä¼øà�Ñåêåðåøà è Ñèëüâåñòðà�Êàëëàè.

2012.3, Äýâèä Àðòóð, Êàíàäà.Äâà èãðîêà A è B èãðàþò â èã-

ðó Óãàäàé-êà. Ïðàâèëà ýòîé èãðû çàâèñÿò îò äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë k è n, è ýòè ÷èñëà èçâåñòíû îáîèì èãðîêàì. Â íà÷àëå

èãðû èãðîê A âûáèðàåò òàêèå öåëûå ÷èñëà x è N , ÷òî 1 6 x 6 N .

Îí äåðæèò ÷èñëî x â ñåêðåòå, à ÷èñëî N ÷åñòíî ñîîáùàåò èãðîêó B.
Ïîñëå ýòîãî èãðîê B ïûòàåòñÿ ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ î ÷èñëå x, çà-
äàâàÿ èãðîêó A âîïðîñû ñëåäóþùåãî òèïà: çà îäèí âîïðîñ èãðîê B
óêàçûâàåò ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ ìíîæåñòâî S, ñîñòîÿùåå èç öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (âîçìîæíî, ýòî ìíîæåñòâî óæå áûëî óêàçàíî

â îäíîì èç ïðåäûäóùèõ âîïðîñîâ), è ñïðàøèâàåò èãðîêà A, ïðèíàä-
ëåæèò ëè ÷èñëî x ìíîæåñòâó S. Èãðîê B ìîæåò çàäàâàòü ñòîëüêî

âîïðîñîâ, ñêîëüêî îí õî÷åò. Íà êàæäûé âîïðîñ èãðîêà B èãðîê A
äîëæåí ñðàçó îòâåòèòü ¾äà¿ èëè ¾íåò¿, ïðè ýòîì åìó ðàçðåøàåòñÿ



�ëàâà 1

�åîìåòðèÿ

Â ýòîé ãëàâå, åñëè çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ðàçíûìè ìåòîäàìè, îíà

ïðèâîäèòñÿ â ïóíêòå, ïîñâÿù¼ííîì îäíîìó èç íèõ, à î âîçìîæíîñòè

äðóãèõ ðåøåíèé ãîâîðèòñÿ â êîììåíòàðèè. Ïîìèìî îáîçíà÷åíèé,

ïðèíÿòûõ âî âñåé êíèãå, â äàííîé ãëàâå âåçäå, ãäå íå îãîâîðåíî îá-

ðàòíîå, èñïîëüçóþòñÿ ïðèíÿòûå â ãåîìåòðèè îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ

òðåóãîëüíèêà, îïèñàííûå â íà÷àëå ïàðàãðà�à ¾Òðåóãîëüíèê¿.

12 Òðåóãîëüíèê

Âñþäó â äàííîé ãëàâå, êðîìå ñïåöèàëüíî îãîâîð¼ííûõ ñëó÷àåâ,

èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ABC �äàííûé òðåóãîëü-

íèê, Ai, Bi, Ci, i = 1, 2, . . . ,� òî÷êè íà ñòîðîíàõ BC,CA è AB ñî-

îòâåòñòâåííî (èëè íà ïðîäîëæåíèÿõ ýòèõ ñòîðîí, åñëè ýòî îãîâîðå-

íî â óñëîâèè çàäà÷è); ω� âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, I � å¼ öåíòð, r�
å¼ ðàäèóñ; Ω� îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, O� å¼ öåíòð, R� å¼ ðàäèóñ;

G� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí (öåíòð òÿæåñòè, öåíòðîèä), H � òî÷-

êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò (îðòîöåíòð). Ïðîâåä¼ì áèññåêòðèñû AI, BI,
CI äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ Ω â òî÷êàõ A′

, B′
, C ′

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì

îáðàçîì, A′
, B′

, C ′
� ñåðåäèíû äóã AB, BC, CA. Îðòîòðåóãîëü-

íèê � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îñíîâàíèÿõ âûñîò, ñåðåäèííûé

òðåóãîëüíèê � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí äàí-

íîãî òðåóãîëüíèêà. Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç òî÷êè A íà BC,
îáîçíà÷àåòñÿ h(A,BC).

330
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Îêðóæíîñòüþ ABC íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ âîêðóã

òðåóãîëüíèêà ABC.

12.1 Ïðèíöèï Êàðíî (1). Â.Þ.Ïðîòàñîâ, À.À.�àâ-

ðèëþê

12.1.1. Òåîðåìà Êàðíî. Â òî÷êàõ A1, B1, C1, ëåæàùèõ íà ñòî-

ðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC èëè íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ, âîññòàâëåíû

ïåðïåíäèêóëÿðû ê ýòèì ñòîðîíàì. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ïåðåñåêàþò-

ñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

C1A
2 − C1B

2 +A1B
2 −A1C

2 +B1C
2 −B1A

2 = 0.

12.1.2. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáîáù¼ííóþ òåîðåìó Êàðíî

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê ïëîñêîñòè A1, B1, C1, íå îáÿçàòåëüíî ëå-

æàùèõ íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC.

12.1.3.

◦
Â êàêîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ ïåðïåíäèêóëÿðû, âîññòàâ-

ëåííûå ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà â óêàçàííûõ òî÷êàõ, ìîãóò íå ïå-

ðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå:

1) A1, B1, C1 � òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîí ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ;

2) A2, B2, C2� òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîí ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âíåâ-

ïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè;

3) A3, B3, C3� îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà?

12.1.4. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè. Äî-

êàæèòå, ÷òî òðè èõ îáùèå õîðäû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ïðèìå÷àíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå îáû÷íî äîêàçûâàþò, èñïîëüçóÿ

ïîíÿòèå ñòåïåíè òî÷êè (ñì. ï. 13.4). Îäíàêî åãî ëåãêî âûâåñòè è èç

îáîáù¼ííîé òåîðåìû Êàðíî.

12.1.5. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì Êàðíî, ïîëó÷èòå åù¼ îäíî äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû î ïåðåñå÷åíèè òð¼õ âûñîò òðåóãîëüíèêà.

12.1.6. Îõàðàêòåðèçóéòå âñå òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ ïåðïåíäèêó-

ëÿðû ê ñòîðîíàì, âîññòàâëåííûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîí ñ áèñ-

ñåêòðèñàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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12.3.8. Â âåðøèíàõ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíû êàñà-

òåëüíûå ê åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè òðåìÿ êà-

ñàòåëüíûìè, ëåæèò íà ïðÿìîé Ýéëåðà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

12.3.3. Óãîë C äîëæåí áûòü îñòðûì, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

òî÷êè O è H ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò AB. Òàê êàê ðàññòîÿ-

íèå îò O äî AB ðàâíî R cosC, à âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû

C, ðàâíà AC sinA = 2R sinA sinB, ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìîé Ýéëåðà

è ïðÿìîé AB ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó 3 cosC = 2 sinA sinB. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî cosC = − cos(A + B) = sinA sinB − cosA cosB, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

12.3.6. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíè òî÷êè O îòíîñèòåëüíî

ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû R2
. Êðîìå òîãî, åñëè AA′

è BB′
�âûñîòû

òðåóãîëüíèêà, òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABA′B′
âïèñàííûé, è, çíà÷èò,

HA ·HA′ = HB ·HB′
. Ïîýòîìó ñòåïåíè òî÷êè H îòíîñèòåëüíî âñåõ

òð¼õ îêðóæíîñòåé òàêæå ðàâíû, ò. å. ïðÿìàÿ OH ÿâëÿåòñÿ èõ îáùåé

ðàäèêàëüíîé îñüþ.

12.4 Ôîðìóëà Êàðíî (2

∗
). À.Ä.Áëèíêîâ

Ôîðìóëà Êàðíî (ïî èìåíè �ðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà, �èçèêà

è ïîëèòè÷åñêîãî äåÿòåëÿ Ëàçàðÿ Êàðíî, 1753�1823) óòâåðæäàåò, ÷òî

â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñóììà ðàññòîÿíèé îò öåíòðà îïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíÿåòñÿ ñóììå ðàäèóñîâ

îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé, ò. å. OM1+OM2+OM3 = R+r,
ãäåM1,M2,M3� ñåðåäèíû BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî. Å¼ äîêàçà-

òåëüñòâî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïòîëåìåÿ ïðèâîäèòñÿ â ï. 13.6 ¾Òåî-

ðåìû Ïòîëåìåÿ è Êåçè¿. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì å¼ ïðèìåíåíèÿ è åù¼

îäèí ñïîñîá å¼ äîêàçàòåëüñòâà, â ïðîöåññå êîòîðîãî áóäóò ïîëó÷åíû

äðóãèå âàæíûå �àêòû.

12.4.1. Ïóñòü áèññåêòðèñà óãëà A ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàí-

íóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, â òî÷êå W , à òî÷êà D äèàìåòðàëüíî

ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå W . Äîêàæèòå, ÷òî
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(a) M1W = (ra − r)/2;

(b) M1D = (rb + rc)/2, ãäå r, ra, rb, rc �ðàäèóñû âïèñàííîé

è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

12.4.2. Äîêàæèòå �îðìóëó Êàðíî.

�àññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî çàäà÷ íà ïðèìåíåíèå �îðìóëû

Êàðíî. Åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, òî òðåóãîëüíèê, çàäàí-

íûé â óñëîâèè, îñòðîóãîëüíûé.

12.4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà

äî îðòîöåíòðà ðàâíà ñóììå äèàìåòðîâ åãî âïèñàííîé è îïèñàííîé

îêðóæíîñòåé.

12.4.4. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ABC âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-

ñòâà

(a) AH +BH + CH 6 3R;

(b) 3OH > R− 2r.

12.4.5. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ma +mb +mc 6 9
2R, ãäå ma, mb è mc �

äëèíû ìåäèàí òðåóãîëüíèêà.

(b) Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû óãëîâ A, B è C
ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ W1, W2 è W3 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AW1 +BW2 + CW3 6 6,5R − r.

12.4.6. (a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

3r

R
6 cosA+ cosB + cosC 6 3

2
.

(b) Ïóñòü AH1, BH2 è CH3� âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC. Âû-
ðàçèòå ñóììó äèàìåòðîâ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëü-

íèêîâ AH2H3, BH1H3 è CH1H2, ÷åðåç R è r.

12.4.7. Â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R âïèñàí òðåóãîëüíèê, à â êàæäûé

ñåãìåíò, îãðàíè÷åííûé ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà è ìåíüøåé èç äóã

îêðóæíîñòè, âïèñàíà îêðóæíîñòü íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî ðàäè-

óñà. Íàéäèòå ñóììó äèàìåòðîâ òð¼õ ïîëó÷èâøèõñÿ îêðóæíîñòåé

è ðàäèóñà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê.
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12.4.8. (a) Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ABC âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî

a(OM2 +OM3) + b(OM1 +OM3) + c(OM1 +OM2) = 2pR.

(b)Íåðàâåíñòâî Ýðä¼øà. Ïóñòü ha �íàèáîëüøàÿ âûñîòà òðå-

óãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ha > R+ r.

12.4.9. (a) Âûâåäèòå àíàëîãè �îðìóëû Êàðíî äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî

è òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêîâ.

(b) ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé. Ïóñòü r1 è r2 �ðàäè-

óñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC è ADC, à r3 è
r4 �ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABD è CBD.
Äîêàæèòå, ÷òî r1 + r2 = r3 + r4.

12.4.10. Ïóñòü d, d1, d2 è d3�ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà O îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, äî öåíòðîâ åãî âïèñàííîé è âíåâïè-

ñàííûõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî

R2 =
d2 + d21 + d22 + d23

12
.

12.4.11. (a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò îòðåçêó, ñî-

åäèíÿþùåìó îñíîâàíèÿ äâóõ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà, òî ñóììà

ðàññòîÿíèé îò ýòîé òî÷êè äî äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà ðàñ-

ñòîÿíèþ îò íå¼ äî òðåòüåé ñòîðîíû.

(b) Ïóñòü öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, ëå-

æèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì îñíîâàíèÿ äâóõ áèññåêòðèñ. Äîêà-

æèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò îðòîöåíòðà òðåóãîëüíèêà äî îäíîé èç åãî

âåðøèí ðàâíî R+ r.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

12.4.1. (a) Ïóñòü òî÷êè I è Ia ñîîòâåòñòâåííî � öåíòðû âïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû

BC, K è P � òî÷êè êàñàíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé ñ BC, L� òî÷êà ïå-

ðåñå÷åíèÿ IaP ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç I è ïàðàëëåëüíîé BC,
Q� ñåðåäèíà IL. Òàê êàê W � ñåðåäèíà îòðåçêà IIa (ñëåäñòâèå èç
òåîðåìû î òðåçóáöå, ñì. çàäà÷ó 12.7.3 ï. 12.7 ¾Áèññåêòðèñû, âûñîòû
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12.8 ¾Ïîëóâïèñàííàÿ¿ îêðóæíîñòü (3

∗
).Ï.À.Êîæåâ-

íèêîâ

Ïóñòü A′
è A′′

� ñåðåäèíû äóã BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè Ω,
ñîîòâåòñòâåííî íå ñîäåðæàùåé è ñîäåðæàùåé òî÷êó A; B′

è B′′
, C ′

è C ′′
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

�àññìîòðèì îêðóæíîñòü SA (íàçîâ¼ì å¼ ïîëóâïèñàííîé), êàñà-

þùóþñÿ ñòîðîí AB, AC è îêðóæíîñòè Ω (âíóòðåííèì îáðàçîì).

Îñíîâíûìè â ýòîé ñåðèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå �àêòû:

� ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ ïîëóâïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè ñî ñòîðîíàìè, ñîäåðæèò òî÷êó I;
� òî÷êà êàñàíèÿ ïîëóâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ îêðóæíîñòüþ Ω

ëåæèò íà ïðÿìîé A′′I.

Îñíîâíàÿ ñåðèÿ-1

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

12.8.1. Ïóñòü ïåðïåíäèêóëÿð ê áèññåêòðèñå AI, ïðîâåä¼ííûé ÷åðåç
òî÷êó I, ïåðåñåêàåò AB è AC â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

îêðóæíîñòè BKI, CLI è Ω ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå T .

12.8.2. Òî÷êè T , I, A′′
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

12.8.3. Òî÷êè T , K, C ′
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

12.8.4. Òî÷êè K, L è T ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè SA

ñ ïðÿìûìè AB, AC è îêðóæíîñòüþ Ω.

12.8.5. (a) Ïðÿìàÿ CC ′
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè TBKI.

(b) Òî÷êà T �öåíòð ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé òðå-

óãîëüíèê BKI â òðåóãîëüíèê ILC.

Îñíîâíàÿ ñåðèÿ-2

12.8.6. Ïðÿìàÿ AT ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ãîìîòåòèè ñ ïîëîæèòåëü-

íûì êîý��èöèåíòîì, ïåðåâîäÿùåé îêðóæíîñòü ω â Ω.

12.8.7. Ïóñòü A1 è A2 � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé

îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé BC ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
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(a) AA′
� áèññåêòðèñà óãëà TAA2;

(b) ∠BTA1 = ∠ABC. (Çàäà÷à 4.7.7 èç [GZ℄.)

12.8.8. Ïóñòü AT ïåðåñåêàåò KL â òî÷êå Z. Òîãäà ∠BZK = ∠CZL.
(Çàäà÷à 4.7.5 èç [GZ℄.)

12.8.9. Ïðÿìûå KL, TA′
è BC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè

ïàðàëëåëüíû. (È.Øàðûãèí.)

12.8.10. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ YA èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è è òî÷êè YB, YC ,

îïðåäåë¼ííûå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è-1

12.8.11. Ïóñòü P �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà äóãå BA′C.
(a) Ïóñòü Pb = BB′ ∩ PC ′

, Pc = CC ′ ∩ PB′
. Òîãäà îêðóæíîñòü

PPbPc ïðîõîäèò ÷åðåç T . ([Za14℄, çàäà÷à 8.8, 2013 ã.)

(b) Ïóñòü Jb è Jc �öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëü-

íèêîâ PAB è PAC. Òîãäà îêðóæíîñòü PJbJc ïðîõîäèò ÷åðåç T .
(Çàäà÷à 4.7.9 èç [GZ℄.)

(
) Ïóñòü êàñàòåëüíûå ê ω èç òî÷êè P ïåðåñåêàþò BC â òî÷êàõ

U1 è U2. Òîãäà îêðóæíîñòü PU1U2 ïðîõîäèò ÷åðåç T . (Çàäà÷à 4.7.10

èç [GZ℄.)

(d) Ïóñòü ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç I ïàðàëëåëüíî áèññåêòðè-
ñàì óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìè AP è BC ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ BC â òî÷-

êàõ V1 è V2 Òîãäà îêðóæíîñòü PV1V2 ïðîõîäèò ÷åðåç T . (Ñì. ÷àñò-
íûé ñëó÷àé çàäà÷è 4.7.18 èç [GZ℄.)

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è-2

Ñëåäóþùèå çàäà÷è � ïðî ¾îáîáù¼ííûå ïîëóâïèñàííûå¿ îêðóæ-

íîñòè, ò. å. îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ äâóõ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòè.

12.8.12. ÏóñòüD� òî÷êà íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC, è ïóñòü
S1 �îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè Ω âíóòðåííèì îáðàçîì

â òî÷êå R, à òàêæå îòðåçêîâ BD è AD â òî÷êàõ M è N ñîîòâåò-

ñòâåííî.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B,M , I, R ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(b)Ëåììà Ñàâàÿìû. ÏðÿìàÿMN ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð I âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ω òðåóãîëüíèêà ABC.
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12.8.13. Ïóñòü D� òî÷êà íà îòðåçêå AC òðåóãîëüíèêà ABC; S1�

îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îòðåçêîâ BD è AD, à òàêæå îêðóæíîñòè
Ω âíóòðåííèì îáðàçîì; S2� îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îòðåçêîâ BD
è CD, à òàêæå îêðóæíîñòè Ω âíóòðåííèì îáðàçîì.

(a) Òåîðåìà Òåáî. Ëèíèÿ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé S1 è S2 ïðîõî-

äèò ÷åðåç I.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè S1 è S2 ðàâíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà D = B2.

12.8.14. Íàéäèòå àíàëîãè ïðåäëîæåííûõ çàäà÷ äëÿ ¾ïîëóâïèñàí-

íûõ¿ è ¾îáîáù¼ííûõ ïîëóâïèñàííûõ¿ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ Ω
âíåøíèì îáðàçîì.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

�èñ. 1.5:

12.8.1. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåãî èçâåñòíîãî �àêòà: åñëè

òî÷êè X ′
, Y ′

, Z ′
ëåæàò íà ïðÿìûõ Y Z, ZX, XY ñîîòâåòñòâåííî,

òî îêðóæíîñòè XY ′Z ′
, Y Z ′X ′

, ZX ′Y ′
ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Â äàííîì ñëó÷àå òî÷êè B, C, I ëåæàò íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòî-
ðîíû òðåóãîëüíèêà AKL, ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòè BKI, CLI
è ABC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

12.8.2. Èç îêðóæíîñòåé TBKI, TCLI ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. 1.5), ÷òî

∠BTI = ∠AKI = ∠ALI = ∠CTI. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî TI �áèññåê-

òðèñà óãëà BTC, ïîýòîìó TI ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó äóãè A′′
.
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12.8.14. Êîììåíòàðèé. Åñòü ¾àëãåáðàè÷åñêèå¿ ïðè÷èíû, ïî êî-

òîðûì, íàïðèìåð, âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè îáëàäàþò

ïîõîæèìè ñâîéñòâàìè. Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ òð¼õ

äàííûõ ïðÿìûõ, � ýòî óðàâíåíèå ëèáî âïèñàííîé, ëèáî îäíîé èç

âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, ðàçíèöà ëèøü â ãåîìåòðè÷åñêîì ðàñ-

ïîëîæåíèè. Ïîýòîìó �àêòû äëÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè çà÷àñòóþ

èìåþò ñâîåãî ¾áëèçíåöà¿ äëÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.

12.9 Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Íàïîëåîíà (2

∗
). Ï.À.Êî-

æåâíèêîâ

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Íàïîëåîíà ãëàñèò, ÷òî öåíòðû ïðàâèëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ ïðîèçâîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà âíå åãî, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-

íèêà.

Òåîðåìà Íàïîëåîíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ çà-

äà÷è 16.1.7, ï. ¾Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ãåîìåòðèÿ¿. Â ýòîì ïóíêòå

ìû äîêàæåì äðóãîå îáîáùåíèå òåîðåìû Íàïîëåîíà.

Ïðåäëàãàåì äëÿ ðåøåíèÿ ñåðèþ çàäà÷, âíåøíå íå èìåþùèõ íè-

êàêîé ñâÿçè ñ òåîðåìîé Íàïîëåîíà. Ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è ëþáûìè

ìåòîäàìè, à çàòåì ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îáîáùåíèåì òåîðåìû Íàïîëåîíà

è ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ çàäà÷ êàê ñëåäñòâèÿ ýòîãî ñèëüíîãî �àêòà.

Ââîäíûå çàäà÷è

12.9.1. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ

ïàðàëëåëîãðàììà âíå åãî, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà.

12.9.2. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïåöèè ABCD ïîñòðîåíû òðåóãîëü-

íèêè ABE è CDF òàê, ÷òî AE ‖ CF è BE ‖ DF . Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè E ëåæèò íà ñòîðîíå CD, òî F ëåæèò íà ñòîðîíå AB.

12.9.3. (a) Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. ×åðåç
òî÷êó A ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùàÿ ïåðâóþ îêðóæ-

íîñòü â òî÷êå C, à âòîðóþ� â òî÷êå D (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè C
è D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè A). Ïóñòü M è N � ñåðåäè-

íû äóã BC è BD, íå ñîäåðæàùèõ òî÷êó A, à K � ñåðåäèíà îòðåçêà
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Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îáîáù¼ííîé òåîðåìû

Íàïîëåîíà

×åðåç ∠(~a,~b) áóäåì îáîçíà÷àòü óãîë ïîâîðîòà îò âåêòîðà ~a 6= −→
0

äî âåêòîðà

~b 6= −→
0 , îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýòîò

óãîë îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ 2πk, k ∈ Z. Íàïðè-
ìåð, ðàâåíñòâî ∠(~a,~b) ≡ 0 (mod 2π) îçíà÷àåò, ÷òî ∠(~a,~b) = 2kπ äëÿ

íåêîòîðîãî k ∈ Z.

12.9.9.* Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Íàïîëåîíà. Ïóñòü íà ñòîðîíàõ

òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû òàêèå òðåóãîëüíèêè (âîçìîæíî, âû-

ðîæäåííûå) BCA1, CAB1, ABC1, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

1) ∠(−−→A1B,
−−→
A1C) + ∠(−−→B1C,

−−→
B1A) + ∠(−−→C1A,

−−→
C1B) ≡ 0 (mod 2π);

2) AB1 ·BC1 · CA1 = BA1 · CB1 ·AC1.
Òîãäà óãëû òðåóãîëüíèêà A1B1C1 íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ

∠(−−−→A1C1,
−−−→
A1B1) ≡ ∠(−−→BC1,

−−→
BA) + ∠(−→CA,

−−→
CB1) (mod 2π);

∠(−−−→B1A1,
−−−→
B1C1) ≡ ∠(−−→CA1,

−−→
CB) + ∠(−−→AB,

−−→
AC1) (mod 2π);

∠(−−−→C1B1,
−−−→
C1A1) ≡ ∠(−−→AB1,

−→
AC) + ∠(−−→BC,

−−→
BA1) (mod 2π).

Ïðèìå÷àíèå. Â òåîðåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà A1 îòëè÷íà

îò B, C, B1, C1 è ò. ä. Îäíàêî äîïóñêàåòñÿ, ÷òî âåðøèíû êàêèõ-òî

èç òðåóãîëüíèêîâ BCA1, CAB1, ABC1 è A1B1C1 ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé òðåóãîëüíèê

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, à åãî óãëû ñ÷èòàþò ðàâíûìè (ñ òî÷íîñòüþ

äî 2π) 0, 0 è π.
Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèé 1 è 2 óãëû òðåóãîëüíèêà A1B1C1 çàâèñÿò ëèøü îò óãëîâ

òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC, è íå

çàâèñÿò îò óãëîâ ñàìîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Óñëîâèå òåîðåìû ìî-

æåò áûòü îïèñàíî òàêæå òàêèì èçÿùíûì îáðàçîì (ñì. [Bel℄): ïóñòü

äàíû òî÷êè M,N,P, T è íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC ñòðîÿòñÿ

òðåóãîëüíèêè ABC1, BCA1, CAB1, ïîäîáíûå ñ ñîõðàíåíèåì îðè-

åíòàöèè ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêàì MNT , NPT , PMT . Äåé-
ñòâèòåëüíî, âûïîëíåíèå óñëîâèé 1 è 2 â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåò-

ñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òðåóãîëüíèêè ABC1,
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13.6 Òåîðåìû Ïòîëåìåÿ è Êåçè (3

∗
). À.Ä.Áëèíêîâ,

À.À. Çàñëàâñêèé

13.6.1 Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ

13.6.1. (a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷åê A,
B, C, D âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ïòîëåìåÿ

AB · CD +AD · BC > AC ·BD.

(b) Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ. Ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðà-

âåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ABCD�âïèñàííûé ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèê.

13.6.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC îáîçíà÷èì |BC| = a,
|AC| = b. Íàéäèòå |AB|, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
△ABC, ðàâåí R.

13.6.3. Áèññåêòðèñà óãëà A òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îïèñàí-

íóþ îêîëî íåãî îêðóæíîñòü â òî÷êå W .

(a) Âûðàçèòå îòíîøåíèå AW/IW , ãäå I �öåíòð îêðóæíîñòè,

âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, ÷åðåç äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî AW > AB+AC
2 .

13.6.4. Íà ãèïîòåíóçå AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âî

âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåí êâàäðàò, O� åãî öåíòð. Íàéäèòå |OC|,
åñëè a è b�êàòåòû òðåóãîëüíèêà.

13.6.5. Äàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êà P .
(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êà P ëåæèò íà îïèñàííîé îêîëî òðå-

óãîëüíèêà îêðóæíîñòè, òî ðàññòîÿíèå îò íå¼ äî îäíîé èç âåðøèí

òðåóãîëüíèêà ðàâíî ñóììå ðàññòîÿíèé äî äâóõ äðóãèõ âåðøèí.

(b) Òåîðåìà Ïîìïåéþ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè P , íå ëåæàùåé íà

îïèñàííîé îêðóæíîñòè, èç îòðåçêîâ PA, PB, PC ìîæíî ñîñòàâèòü

òðåóãîëüíèê.

13.6.6. Ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè X, âûáðàííîé âíå êâàäðàòà,

äî äâóõ åãî áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ âåðøèí ðàâíà m. Íàéäèòå íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ðàññòîÿíèé îò X äî äâóõ äðóãèõ âåðøèí

êâàäðàòà.
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13.6.7. Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD âïèñàííîãî

÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. Èçâåñòíî, ÷òî ∠ABD = ∠MBC. Äîêà-
æèòå, ÷òî ∠BCA = ∠NCD. (Êóáîê Êîëìîãîðîâà, 1999 ã.)

13.6.8. (a) Òî÷êè A, B, C è D�÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû

ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

1
AB = 1

AC + 1
AD .

(b) Äîêàæèòå, ÷òî

1
sin(π/7) =

1
sin(2π/7) +

1
sin(3π/7) .

13.6.9. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF èçâåñòíî, ÷òî AB =
BC = a, CD = DE = b, EF = FA = c. Äîêàæèòå, ÷òî a

BE + b
AD +

c
CF > 3

2 .

13.6.10. Ñòîðîíû âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíû a, b, c, d.
Íàéäèòå åãî äèàãîíàëè.

13.6.11. Âûâåäèòå èç òåîðåìû Ïòîëåìåÿ �îðìóëó Êàðíî (ñì. ï. 12.4

¾Ôîðìóëà Êàðíî¿).

13.6.2 Òåîðåìà Êåçè

13.6.12. Îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Ïòîëåìåÿ, èëè òåîðåìà Êåçè.

(a) Äàíû ÷åòûðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãà, îãðàíè÷åííûõ îêðóæíî-

ñòÿìè α, β, γ, δ. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ èõ âíåø-
íèì îáðàçîì, èëè ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ èõ âñåõ òàê, ÷òî êðóãè ëåæàò

îòíîñèòåëüíî íå¼ â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

lαβ lγδ + lαδlβγ = lαγ lβδ,

ãäå lαβ �äëèíà îáùåé âíåøíåé êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòÿì α, β
è ò. ä.

(b) Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó Êåçè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñêîìàÿ

îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ íåêîòîðûõ èç äàííûõ îêðóæíîñòåé âíóòðåí-

íèì îáðàçîì.

13.6.13. Ñ�îðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå Êåçè,

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

(a) îäíà;

(b) äâå èç äàííûõ îêðóæíîñòåé âûðîæäàþòñÿ â ïðÿìûå;

(
) êàêèå-òî èç äàííûõ îêðóæíîñòåé âûðîæäàþòñÿ â òî÷êè.
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13.6.14. Ïóñòü íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òà-

êèå òî÷êè X, Y , ÷òî XY ‖ AB. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæ-
íîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç X, Y è êàñàþùàÿñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì

âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà, âïèñàííûõ â óãëû A è B.

13.6.15. Äîêàæèòå òåîðåìó Ôåéåðáàõà: îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿ-

ùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, êàñàåòñÿ åãî âïèñàííîé

è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

13.6.16. Äîêàæèòå, ÷òî òðè îêðóæíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñà-

åòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îäíîé èç âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-

óãîëüíèêà è âíåøíèì îáðàçîì äâóõ äðóãèõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå.

13.6.17. Äàíû äâå îêðóæíîñòè, ëåæàùèå îäíà âíå äðóãîé. Ïðîèç-

âîëüíàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ èõ îäèíàêîâûì îáðàçîì, ïåðåñå-

êàåò îäíó èç èõ îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ A è A′
,

à äðóãóþ� â òî÷êàõ B è B′
. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïðÿìûõ AB, AB′

,

A′B, A′B′
íàéäóòñÿ äâå, ïàðàëëåëüíûå îáùèì âíåøíèì êàñàòåëü-

íûì ê äàííûì îêðóæíîñòÿì.

13.6.18. Äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè a1 è a2. Êàæäàÿ
èç îêðóæíîñòåé b1 è b2 êàñàåòñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòè a1
è âíóòðåííèì� a2, à êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé c1 è c2 êàñàåòñÿ âíóò-
ðåííèì îáðàçîì îáåèõ îêðóæíîñòåé a1 è a2. Îêàçàëîñü, ÷òî îêðóæ-
íîñòè b1, b2 ïåðåñåêàþò c1, c2 â âîñüìè òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè

òî÷êè ëåæàò íà äâóõ îêðóæíîñòÿõ èëè ïðÿìûõ, îòëè÷íûõ îò b1, b2,
c1, c2. (Â.Ïðîòàñîâ, III Îëèìïèàäà èì. È.Ô.Øàðûãèíà.)

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

13.6.1. Ñäåëàéòå èíâåðñèþ ñ öåíòðîì A è âîñïîëüçóéòåñü óòâåð-

æäåíèÿìè çàäà÷ 14.10.2, 14.10.5. Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Ïòîëå-

ìåÿ âåðíî äàæå äëÿ òî÷åê, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè.

13.6.2. Îòâåò:

a
√
4R2−b2+b

√
4R2−a2

2R .

Ïðîâåäèòå äèàìåòð CD è ïðèìåíèòå ê ïîëó÷åííîìó ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèêó òåîðåìó Ïòîëåìåÿ.



402 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

14 �åîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â äàííîì ïàðàãðà�å çàäà÷è ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òîáû ñíà÷àëà

íîâûå ïîíÿòèÿ (ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé) èñïîëüçîâàëèñü

äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðåñíûõ çàäà÷, �îðìóëèðóåìûõ áåç ýòèõ ïîíÿòèé,

è òîëüêî ïîòîì ýòè íîâûå (íî óæå ìîòèâèðîâàííûå) ïîíÿòèÿ èçó-

÷àëèñü ñàìè ïî ñåáå.

Ïîäðîáíåå î ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñì., íàïðèìåð,

[Za03℄ (òåîðåìà Øàëÿ � � 1.2, ïîäîáèå è ãîìîòåòèÿ � � 1.3, à��èí-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ãë. 2, ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ãë. 3, èí-

âåðñèÿ � ãë. 4, êîìïëåêñíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äâèæåíèé è ïîäîáèé �

� 6.1, êîìïëåêñíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èíâåðñèè � � 6.2), [Pr95℄ è [Ya75℄.

14.1 Ïðèìåíåíèÿ äâèæåíèé. (1) À.Ä.Áëèíêîâ

Ïîâîðîòîì âîêðóã òî÷êè O íà óãîë ϕ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå ïëîñêîñòè, îñòàâëÿþùåå òî÷êó O íà ìåñòå è ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ

îòëè÷íóþ îò O òî÷êó X â òàêóþ òî÷êó X ′
, ÷òî |OX| = OX ′

è îðè-

åíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

−−→
OX è

−−→
OX ′

ðàâåí ϕ. Ïîâîðîò
íà 180◦ íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé.

Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð

−→m íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ òî÷êó X â òàêóþ òî÷êó X ′
, ÷òî−−→

XX ′ = −→m.

Îñåâîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l íàçûâàåòñÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ òî÷êó X â òàêóþ òî÷êó

X ′
, ÷òî XX ′ ⊥ l è òî÷êè X, X ′

ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé

l è ðàâíîóäàëåíû îò íå¼.

14.1.1.

◦
Ïàðàëëåëîãðàìì èìååò ðîâíî ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè. Êàêîå

èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíî?

1) ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, îòëè÷íûé îò êâàäðàòà;

2) ýòî ðîìá, îòëè÷íûé îò êâàäðàòà;

3) ýòî êâàäðàò;

4) òàêîãî ïàðàëëåëîãðàììà íå ñóùåñòâóåò.

14.1.2.

◦
Òðåóãîëüíèê èìååò öåíòð ñèììåòðèè. Êàêîå èç ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèé âåðíî?
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�èñ. 1.41:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ, ïåðåâîäÿ-

ùàÿ îòðåçîê AA′
â [BB′], ïðè÷¼ì O� å¼ öåíòð.

Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ, à α�óãîë ìåæäó

íèìè. Òàê êàê ïðè ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì O îáðàçîì òî÷-

êè A ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B, îòðåçîê AB äîëæåí áûòü ¾âèäåí¿ èç òî÷êè

O ïîä óãëîì α. Ñëåäîâàòåëüíî, O ëåæèò íà äóãå îêðóæíîñòè, îïè-

ñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà APB. Àíàëîãè÷íî îòðåçîê A′B′
äîëæåí

áûòü ¾âèäåí¿ èç òî÷êè O ïîä óãëîì α, çíà÷èò, òî÷êà O ëåæèò íà

äóãå îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà A′PB′
. Òàêèì îá-

ðàçîì, O�âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Åñëè ïîñòðîåííûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ, çíà÷èò, îáå òî÷êè ïðî-

õîäÿò ÷åðåç P îäíîâðåìåííî. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà P ñàìà áóäåò

èñêîìîé.

14.5 Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ (2). Ï.À.Êîæåâíèêîâ

14.5.1 Ââîäíûå çàäà÷è: íåìíîãî î âåëîñèïåäèñòàõ

14.5.1. Ïî äâóì îêðóæíîñòÿì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êàõ P è Q, îä-
íîâðåìåííî íà÷àëè äâèæåíèå èç òî÷êè P ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ðàâ-

íûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè äâà âåëîñèïåäèñòà A è B.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AB âñ¼ âðåìÿ ïðîõîäèò ÷åðåç Q.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè PAB âñ¼ âðåìÿ ïîäîáíû äðóã

äðóãó è òðåóãîëüíèêó PO1O2, ãäå O1 è O2 �öåíòðû îêðóæíîñòåé.

(
) Íàéäèòå �ÌÒ (òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ) ñåðåäèí îòðåçêîâ AB;
öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ PAB; ëþáûõ ñîîò-
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âåòñòâåííûõ òî÷åê ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ PAB.
(d) Çàäà÷à î âåëîñèïåäèñòàõ. Äîêàæèòå, ÷òî A è B âñ¼ âðåìÿ

ðàâíîóäàëåíû îò �èêñèðîâàííîé òî÷êè. (Ñì. [VSh℄.)

14.5.2. Ïî òð¼ì îêðóæíîñòÿì, èìåþùèì îáùóþ òî÷êó O è ïîïàð-

íî ðàçëè÷íûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ P , Q è R, îäíîâðåìåííî íà÷àëè

äâèæåíèå èç òî÷êè O ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ðàâíûìè óãëîâûìè ñêî-

ðîñòÿìè òðè âåëîñèïåäèñòà A, B è C.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè ABC ïîäîáíû ìåæäó ñîáîé

è òðåóãîëüíèêó O1O2O3, ãäå O1, O2 è O3 �öåíòðû îêðóæíîñòåé.

(b) Êàêîâà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ òðåóãîëüíèêà ABC?

14.5.3. Äâà âåëîñèïåäèñòà P è Q åäóò ðàâíîìåðíî ïî äâóì ïðÿìûì,

ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êå O.
(a) Íàéäèòå òðàåêòîðèþ ñåðåäèíû îòðåçêà PQ.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñêîðîñòè âåëîñèïåäèñòîâ ðàâíû, òî ñå-

ðåäèíà äóãè (îäíîé èç äóã) PQ îêðóæíîñòè OPQ íåïîäâèæíà.

(
) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåëîñèïåäèñòû ïðîõîäÿò O íå îäíîâðå-

ìåííî, òî îêðóæíîñòè OPQ èìåþò âòîðóþ îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ

îò O.

14.5.4. Äàí �èêñèðîâàííûé òðåóãîëüíèê ABC. Ïî ïðÿìûì BC,
CA, AB åäóò ñîîòâåòñòâåííî âåëîñèïåäèñòû P , Q, R òàê, ÷òî óãëû

ìåæäó RP è PQ, PQ è QR, QR è RP �èêñèðîâàííûå.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé RAQ, RBP ,
PCQ íåïîäâèæíà.

(b) Íàéäèòå �ÌÒ öåíòðîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíè-

êîâ PQR.

14.5.2 Îñíîâíûå çàäà÷è

14.5.5. Òðè âåëîñèïåäèñòà P , Q è R åäóò ðàâíîìåðíî ïî òð¼ì ïðÿ-

ìûì. Èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûå äâà ìîìåíòà âðåìåíè òðåóãîëü-

íèê PQR áûë ïîäîáåí ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè �èêñèðîâàííîìó

òðåóãîëüíèêó XY Z. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

14.5.6. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí ïîäîáíûé åìó òðåóãîëüíèê PQR
(P ∈ BC, Q ∈ CA, R ∈ AB, ∠P = ∠A, ∠Q = ∠B, ∠R = ∠C).
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(a) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC ñîâïàäàåò ñ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà PQR.

(b) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

SABC
SPQR

.

(
) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

PQR ðàâíîóäàë¼í îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòðà

òðåóãîëüíèêà ABC.

14.5.7. ×åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâîäÿòñÿ òðè ïðîèç-

âîëüíûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå da, db, dc. Ïðÿìûå d′a, d
′
b, d

′
c, ñèì-

ìåòðè÷íûå da, db, dc îòíîñèòåëüíî BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî, îá-

ðàçóþò òðåóãîëüíèê XY Z. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ
âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ.

14.5.8. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, ñòîðîíû BC è AD
êîòîðîãî ðàâíû, íî íå ïàðàëëåëüíû. Ïóñòü E è F � âíóòðåííèå òî÷-

êè îòðåçêîâ BC è AD ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

BE = DF . Ïðÿìûå AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðÿìûå
BD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, ïðÿìûå EF è AC ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåâîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûáîðà òî÷åê
E, F îêðóæíîñòè PQR èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò P . (Ñì.
[IMO℄, 2005 ã.)

14.5.9. Ïóñòü O è I �öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæíîñòåé

òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè D, E è F âûáðàíû íà

ñòîðîíàõ BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BD + BF = CA
è CD + CE = AB. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BDF
è CDE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ D è P . Äîêàæèòå, ÷òî OP = OI.
(Ñì. [IMO℄, 2012 ã.)

14.5.3 Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

14.5.10. Âïèøèòå â äàííûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ðàâíîñòî-

ðîííèé òðåóãîëüíèê 
 ìèíèìàëüíîé ñòîðîíîé.

14.5.11. Íà ïîë ïîëîæèëè ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, âûïè-
ëåííûé èç �àíåðû. Â ïîë âáèëè òðè ãâîçäÿ (ïî îäíîìó âïëîòíóþ

ê êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà) òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê íåâîçìîæíî

ïîâåðíóòü, íå îòðûâàÿ îò ïîëà. Ïåðâûé ãâîçäü äåëèò ñòîðîíó AB
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â îòíîøåíèè 1 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû A, à âòîðîé äåëèò ñòîðîíó

BC â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû B. Â êàêîì îòíîøåíèè

äåëèò ñòîðîíó AC òðåòèé ãâîçäü? (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

îëèìïèàäà 1998 ã.)

14.5.12. Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèêM ìîæíî ïîìåñòèòü â òðåóãîëü-

íèê T . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îäíà èç ñòîðîí

ìíîãîóãîëüíèêà M ëåæàëà íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà T .

Ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèåé íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå Hk,ϕ
O := Hk

O◦
Rϕ

O.

14.5.13. (a) Îêðóæíîñòè α è β ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïóñòü
H �ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå A, ïåðåâîäÿùàÿ α â β.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ α òî÷êà H(X) ïîëó÷åíà ïåðå-
ñå÷åíèåì ïðÿìîé BX ñ îêðóæíîñòüþ β. (Ñì. [Pr95, 19.27℄.)

(b) Îêðóæíîñòè S1, . . . , Sn ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó O. Êóçíå÷èê
èç òî÷êè Xi ∈ Si ïðûãàåò â òî÷êó Xi+1 ∈ Si+1 òàê, ÷òî ïðÿìàÿ

XiXi+1 ïðîõîäèò ÷åðåç âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé Si

è Si+1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå n ïðûæêîâ (ñ S1 íà S2, . . . , ñ Sn íà S1)

êóçíå÷èê âåðí¼òñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó. (Ñì. [Pr95, 19.28℄.)

(
) Ïóñòü êîíöû îòðåçêîâ AB è CD ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à P �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD. Öåíòðîì ïîâîðîòíîé ãîìîòå-

òèè, ïåðåâîäÿùåé AB â CD, ÿâëÿåòñÿ (îòëè÷íàÿ îò P ) òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ACP è BDP . (Ñì.
[Pr95, 19.41 (á)℄.)

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

14.5.1. (a) Èç ðàâåíñòâà óãëîâûõ ñêîðîñòåé ñëåäóåò, ÷òî ∠(PQ,QA) =
∠(PQ,QB).

(b) Óãîë ∠(BA,AP ) = ∠(QA,AP ) ïîñòîÿííûé è ðàâåí ∠(O2O1, O1P ).

(
) ÅñëèM � ñåðåäèíà AB, òî ∠(QM,MP ) ïîñòîÿííûé, ïîýòîìó
M äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè Γ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P è Q.

Ïóñòü N �ëþáàÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà PAB (â íåêîòîðûé �èê-

ñèðîâàííûé ìîìåíò). �àññìîòðèì ïîâîðîòíóþ ãîìîòåòèþ (ñì. îïðå-

äåëåíèå ïåðåä çàäà÷åé 14.5.13) ñ öåíòðîì P , ïåðåâîäÿùóþ A â N .
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15.3 Ïîëÿðíîå ñîîòâåòñòâèå (2).À.À.�àâðèëþê, Ï.À.Êî-

æåâíèêîâ

Òðàäèöèîííî ïðè èçó÷åíèè ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñóùåñòâåí-

íî èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ìû æå äå-

ëàåì ïîïûòêó ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîëÿðíûì ñîîòâåòñòâèåì è ïðèìå-

íåíèåì åãî ñâîéñòâ áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.

Ââåä¼ì íóæíûå íàì îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü íà ïëîñ-

êîñòè �èêñèðîâàíû òî÷êà O è îêðóæíîñòü ω ðàäèóñà R ñ öåíòðîì

â O.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè X 6= O íà ëó÷å OX ñòðîèì òàêóþ òî÷êó X ′

,

÷òî OX · OX ′ = R2
. (�îâîðÿò, ÷òî X ′

è X èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî

îêðóæíîñòè ω.) ×åðåç òî÷êó X ′
ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ x, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíóþ OX ′
. Ïðÿìàÿ x íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè X, à òî÷êà X

íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ïðÿìîé x. Ñîîòâåòñòâèå X ↔ x ÿâëÿåòñÿ âçà-

èìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó òî÷êàìè, îòëè÷íûìè îò O,
è ïðÿìûìè, íå ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç O. Ýòî ñîîòâåòñòâèå è íàçûâà-

åòñÿ ïîëÿðíûì ñîîòâåòñòâèåì.

Íèæå ìû îáîçíà÷àåì òî÷êè, îòëè÷íûå îò O (ïîëþñû), áîëüøèìè

ëàòèíñêèìè áóêâàìè, à èõ ïîëÿðû� ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàëåíüêè-

ìè áóêâàìè: A ↔ a, B ↔ b, C ↔ c, . . .

Îñíîâíûå ñâîéñòâà è ââîäíûå çàäà÷è

Óñòàíîâèòå äâà îñíîâíûõ ñâîéñòâà ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ.

Ï1. Äâîéñòâåííîñòü. Âêëþ÷åíèå A ∈ b âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà B ∈ a, ò. å. ïîëÿðà ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì

ìåñòîì ïîëþñîâ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íå¼ ïðÿìûõ.

Ï2.* Ïóñòü äâå ïðÿìûå m è l, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ

òî÷êó A /∈ ω, ïåðåñåêàþò ω â òî÷êàõ M1, M2 è L1, L2. Òîãäà M1L1∩
M2L2 ∈ a èëè M1L1 ‖ M2L2 ‖ a.

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå �àêòû.

B1. Åñëè A ∈ ω, òî a� ýòî êàñàòåëüíàÿ ê ω, ïðîâåä¼ííàÿ ÷åðåç A.

B2. Åñëè òî÷êà A ðàñïîëîæåíà âíå îêðóæíîñòè ω, òî a ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ ñ ω êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ÷åðåç A.



Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ 455

B3. Åñëè O,A,B íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî a ∩ b ↔ AB.

B4. Òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà a, b, c ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó èëè ïàðàëëåëüíû.

Îñíîâíûå çàäà÷è

15.3.1.

◦
Äàíû îêðóæíîñòü è å¼ õîðäà AB. �äå ëåæèò òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ ïîëÿð òî÷åê A è B?

1) âíóòðè îêðóæíîñòè; 2) âíå îêðóæíîñòè; 3) íà îêðóæíîñòè.

15.3.2.

◦
Ïóñòü C � ñåðåäèíà õîðäû AB. Òîãäà ïîëÿðà òî÷êè C

1) ïàðàëëåëüíà AB;

2) ïåðïåíäèêóëÿðíà AB;
3) êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè.

15.3.3.

◦
Ïðè ïîëÿðíîì ñîîòâåòñòâèè îòíîñèòåëüíî âïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè òðåóãîëüíèê ïåðåõîäèò

1) â ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê;

2) â îðòîòðåóãîëüíèê;

3) â òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé òî÷êàìè êàñàíèÿ ñòîðîí ñ âïè-

ñàííîé îêðóæíîñòüþ.

15.3.4. Äàíû îêðóæíîñòü ω è ïðÿìàÿ l, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê.
Èç òî÷êè X, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé l, ïðîâîäÿòñÿ êàñàòåëü-

íûå XA,XB ê ω. Äîêàæèòå, ÷òî âñå õîðäû AB èìåþò îáùóþ òî÷êó.

15.3.5. Ñèììåòðè÷íàÿ áàáî÷êà. (a) Äàíà òî÷êà A íà äèàìåòðå

BC ïîëóîêðóæíîñòè ω. Òî÷êè X,Y íà ω òàêîâû, ÷òî ∠XAB =
∠Y AC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå XY ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó èëè

ïàðàëëåëüíû.

(b) Òî÷êè A è A′
èíâåðñíû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω, ïðè-

÷¼ì òî÷êà A′
ðàñïîëîæåíà âíóòðè ω. ×åðåç A′

ïðîâîäÿòñÿ õîð-

äû XY . Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âïèñàííîé è îäíîé èç âíåâïèñàí-

íûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà AXY �èêñèðîâàííû. (Ñ.Ìàðêåëîâ,

ñì. [Sh97℄.)

15.3.6. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ñèìåäèàíû. Êàñàòåëüíûå ê îïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåä¼ííûå ÷åðåç òî÷êè B
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è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî AP � ñèìåäèàíà (ò. å.

ïðÿìàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ìåäèàíå AM îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óã-

ëà A).

15.3.7. �àðìîíè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.Ïóñòü ÷åòûð¼õóãîëü-

íèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ω. Èçâåñòíî, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ω,
ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé BD èëè ïà-

ðàëëåëüíû BD. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ω, ïðîâåä¼ííûå â òî÷-
êàõ B è D, ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AC èëè ïàðàëëåëüíû AC.

Â ñëåäóþùèõ òð¼õ çàäà÷àõ äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, ó êî-
òîðîãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB
è CD� â òî÷êå R, ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí BC è DA� â òî÷êå Q.

15.3.8. Âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Ïóñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê

ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòâ¼ðêà
òî÷åê O, P , Q, R îðòîöåíòðè÷åñêàÿ (ò. å. êàæäàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ

îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â îñòàâøèõñÿ òð¼õ òî÷êàõ).

15.3.9. Îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Ïóñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê

ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè; K, L, M , N � òî÷êè êàñàíèÿ

ñ îêðóæíîñòüþ ñòîðîí AB, BC, CD, DA ñîîòâåòñòâåííî; ïðÿìûå

KL èMN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S, à ïðÿìûå LM è NK � â òî÷êå T .

(a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè Q, R, S, T ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî KM è LN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P .

15.3.10. Âïèñàííî-îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.×åòûð¼õóãîëü-

íèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì I è âïèñàí â îêðóæ-
íîñòü Ω ñ öåíòðîì O.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî O, I, P ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

(b) Çà�èêñèðóåì ω è Ω è ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèêè ABCD, îïèñàííûå îêîëî îêðóæíîñòè ω è âïèñàííûå

â îêðóæíîñòü Ω. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ ÷åòûð¼õóãîëüíè-

êîâ òî÷êè P ñîâïàäàþò, à òàêæå ÷òî ïðÿìûå QR ñîâïàäàþò.

Êîììåíòàðèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïîíñåëå åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ

áû îäèí ÷åòûð¼õóãîëüíèê, îïèñàííûé îêîëî îêðóæíîñòè ω è âïè-

ñàííûé â îêðóæíîñòü Ω, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ÷å-
òûð¼õóãîëüíèêîâ.
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16.1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Òîãäà êîìïëåêñ-

íîìó ÷èñëó z = x + yi ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïëîñêîñòè Z ñ êîîð-

äèíàòàìè (x, y). Ïðè ýòîì ìîäóëü ÷èñëà z ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò Z
äî íà÷àëà êîîðäèíàò O, à àðãóìåíò ðàâåí îðèåíòèðîâàííîìó óãëó

ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox è âåêòîðîì

−→
OZ, ò. å.

óãëó, íà êîòîðûé íàäî ïîâåðíóòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îñü Ox,
÷òîáû ñîâìåñòèòü å¼ ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ñ íàïðàâëåíèåì

âåêòîðà

−→
OZ. Îñè Ox è Oy íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé

îñÿìè.

16.1.1. (Çàãàäêà.) Âûÿñíèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñëîæåíèÿ êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.

16.1.2. (a) Êàêèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî iz èç ÷èñëà z?

(b) (Çàãàäêà.) Îáîçíà÷èì eiϕ := cosϕ + i sinϕ. Êàêîâ ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë óìíîæåíèÿ íà eiϕ? À íà reiϕ, ãäå r� âåùåñòâåííîå

÷èñëî (ñì. îïðåäåëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìû êîìïëåêñíîãî

÷èñëà â ï.4.5

(
) Âûðàçèòå ÷èñëî w, ïîëó÷åííîå èç ÷èñëà z ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî öåíòðà z0, ÷åðåç z, z0 è ϕ.

(d) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè (ñ ðàçëè÷-

íûìè öåíòðàìè) � ïîâîðîò èëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

(e) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè z1, z2, z3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå (z3 − z1)/(z2 − z1) âåùåñòâåííî.

Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à 16.1.2 (b) ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ �îðìóë ñëîæåíèÿ. Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü íà-

îáîðîò: ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ãåîìåòðè÷åñêè, äîêàçàòü, ÷òî ïðè óìíî-

æåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû

ñêëàäûâàþòñÿ, à çàòåì, èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ïîëó÷èòü äîêà-

çàòåëüñòâî �îðìóë ñëîæåíèÿ, íå òðåáóþùåå ïåðåáîðà ðàçëè÷íûõ

ñëó÷àåâ.

16.1.3.

◦
Êàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè çàäà¼òñÿ �îðìóëîé z 7→

2z + 2?
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Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè òð¼õ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé

ïðÿìîé. Ïóñòü òî÷êè 0, 1 è i ïåðåõîäÿò â z0, z1, z2 ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ �îðìóëîé òðåáóåìîãî âèäà,

â êîòîðîé c = z0, a = (z1 + z2 − 2z0)/2, b = (z1 − z2)/2. Èç òîãî, ÷òî
z0, z1, z2 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ñëåäóåò, ÷òî |a| 6= |b|.

16.1.7. Ïóñòü ε = cos 2π
n + i sin 2π

n . Òîãäà òî÷êè 1, ε, ε2, . . . , εn−1

ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Ñîãëàñíî ïðåäû-

äóùåé çàäà÷å ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíàìè äàííîãî ìíîãîóãîëü-

íèêà ÿâëÿþòñÿ òî÷êè aεk + bε−k, k = 0, 1, . . . , n − 1. Çíà÷èò, öåíòð
k-ãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà zk óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó aεk+1 +
bε−k−1−zk = ε(aεk+bε−k−zk). Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî zk îáðà-
çóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ çíàìåíàòåëåì ε, ò. å. ÿâëÿþòñÿ
âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.

16.2 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è êðóãîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå êðóãîâîé ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåå îáîáù¼ííûå

îêðóæíîñòè, íàçûâàåòñÿ êðóãîâûì. Ïðîèçâîëüíîå îòëè÷íîå îò ïî-

äîáèÿ êðóãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê êîì-

ïîçèöèÿ èíâåðñèè è äâèæåíèÿ.

16.2.1.

◦
×åòâ¼ðêà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2, z3, z4 óäîâëåòâîðÿåò ðà-

âåíñòâó

(z1−z3)(z2−z4)
(z1−z4)(z2−z3)

= 2. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ÷åòâ¼ðêå òî÷åê ïëîñ-
êîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëàì z1, z2, z3, z4?

1) Îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà.

2) Îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà îäíîé îêðóæíîñòè.

3) Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 0z1z2 ðàâíà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

0z3z4 (òî÷êà 0�íà÷àëî êîîðäèíàò).

16.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ êðóãîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàäà¼òñÿ äðîá-

íî-ëèíåéíîé �óíêöèåé âèäà f(z) = (az + b)/(cz + d) èëè f(z) =
(az̄ + b)/(cz̄ + d), ãäå ad− bc 6= 0.

16.2.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ øåñòè ðàçëè÷íûõ òî÷åê A, B, C,
A′
, B′

, C ′
ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà êðóãîâûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâî-

äÿùèõ A â A′
, B â B′

, C â C ′
.
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Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûð¼õ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a, b, c, d, ãäå
a 6= d, b 6= c, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a, b, c, d) = (a−c)(b−d)

(a−d)(b−c) .

16.2.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äàííûõ âîñüìè ðàçëè÷íûõ òî÷åê A, B,
C, D; A′

, B′
, C ′

, D′
êðóãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå A â A′

,

B â B′
, C â C ′

, D â D′
, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(a, b, c, d) = (a′, b′, c′, d′) èëè (a, b, c, d) = (a′, b′, c′, d′).

16.2.5. Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà ABC è A′B′C ′
. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò èíâåðñèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ òðåóãîëüíèê ABC â òðåóãîëüíèê,

ðàâíûé A′B′C ′
.

16.2.6. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

èíâåðñèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ åãî âåðøèíû â âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà,

ïðè÷¼ì âñå ïàðàëëåëîãðàììû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå òàêèõ èí-

âåðñèé, ïîäîáíû.

Ñì. òàêæå çàäà÷ó 14.10.4 (
) ï. ¾Èíâåðñèÿ¿.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

16.2.7. (a) Ïóñòü a, b, c�êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå íå

ëåæàùèì íà îäíîé ïðÿìîé òî÷êàì A, B, C; f(z) = (z−a)(z−b)(z−c).
Äîêàæèòå, ÷òî äâå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì ïðîèçâîäíîé

f ′(z), èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC.

(b)

∗
Ýëëèïñîì Øòåéíåðà òðåóãîëüíèêà ABC íàçûâàåòñÿ ýë-

ëèïñ íàèáîëüøåé ïëîùàäè, ëåæàùèé âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Äîêà-

æèòå, ÷òî �îêóñû ýëëèïñà Øòåéíåðà ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì ïðîèç-

âîäíîé f ′(z).

16.2.8. Ïóñòü a, b, c�êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-

êàì A, B, C, ïðè÷¼ì |a| = |b| = |c| = 1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè Z1,

Z2 èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà óäîâëå-

òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

z1 + z2 + abcz̄1z̄2 = a+ b+ c.



484 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

ñòîðîíàõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ñåðåäèíû åãî äèà-

ãîíàëåé, çà èñêëþ÷åíèåì êîíöîâ.

Äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà îòâåò î÷åâèäåí.

Ïóñòü P è Q� ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD äàííîãî ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèêà, îòëè÷íîãî îò ïàðàëëåëîãðàììà (ñì. ðèñ. 1.54 á ). Òîãäà

SABP + SCDP = SABQ + SCDQ = SABCD/2.
Åñëè òî÷êà M ëåæèò âíóòðè ABCD íà PQ, òî SAPM = SCPM

(òàê êàê òî÷êè A è C ðàâíîóäàëåíû îò PM) è SBPM = SDPM (òàê

êàê òî÷êè B è D ðàâíîóäàëåíû îò PM). Òàêèì îáðàçîì, SABM +
SCDM = SABP + SCDP + SAPM + SBPM − SCPM − SDPM = SABP +
SCDP = SABCD/2 = SADM + SBCM .

Åñëè òî÷êà M íå ëåæèò íà óêàçàííîì îòðåçêå, òî, äåéñòâóÿ àíà-

ëîãè÷íî, ïðîâåðÿåì, ÷òî óêàçàííîå â óñëîâèè ðàâåíñòâî íå âûïîë-

íÿåòñÿ.

17.3 Ïîñòðîåíèÿ. ßùèê èíñòðóìåíòîâ (2). À.À.�àâ-

ðèëþê

Ïðè èçó÷åíèè ìàòåðèàëà ýòîãî ðàçäåëà æåëàòåëüíî çíàêîìñòâî

ñ � 13 ¾Îêðóæíîñòü¿ è ðåêîìåíäîâàííîé â íåì ëèòåðàòóðîé.

17.3.1. (a) Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, íà îäíîé èç êîòîðûõ

äàí îòðåçîê. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè ðàçäåëèòå åãî ïîïîëàì.

(b) Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, íà îäíîé èç êîòîðûõ äàí

îòðåçîê. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè óäâîéòå åãî.

(
) Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, íà îäíîé èç êîòîðûõ äàí

îòðåçîê. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè ðàçäåëèòå åãî íà n ðàâíûõ ÷à-

ñòåé.

Ñð. ñ çàäà÷åé 14.9.5 ï. ¾Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è ïðîåêòèâíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ".

17.3.2. Äàíû îêðóæíîñòü ω, å¼ äèàìåòð AB è òî÷êà X. Ñ ïîìîùüþ

îäíîé ëèíåéêè ïîñòðîéòå ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè X íà AB, åñëè
òî÷êà X ëåæèò

(a) íå íà îêðóæíîñòè; (b) íà îêðóæíîñòè.

17.3.3. Äàíû îêðóæíîñòü ω è òî÷êà X. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè

ïîñòðîéòå (âñå âîçìîæíûå) êàñàòåëüíûå, ïðîâåä¼ííûå èç òî÷êè X
ê îêðóæíîñòè, åñëè òî÷êà X ëåæèò
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(a) âíå îêðóæíîñòè; (b) íà îêðóæíîñòè.

17.3.4. Ïðè ïîìîùè òîëüêî öèðêóëÿ ïîñòðîéòå îáðàç äàííîé òî÷êè

X ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî äàííîé îêðóæíîñòè ω.

17.3.5. Äàíà îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè. Ñ ïîìîùüþ äâóñòîðîííåé

ëèíåéêè ïîñòðîéòå å¼ öåíòð. (Ñ ïîìîùüþ äâóñòîðîííåé ëèíåéêè

ìîæíî ïðîâîäèòü ïðÿìóþ ÷åðåç äâå òî÷êè, ïðîâîäèòü ïðÿìóþ, ïà-

ðàëëåëüíóþ ïðîâåä¼ííîé ðàíåå ïðÿìîé è îòñòîÿùóþ îò íå¼ íà ðàñ-

ñòîÿíèå, ðàâíîå øèðèíå ëèíåéêè, à òàêæå ïðîâîäèòü ÷åðåç äâå òî÷-

êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíüøå øèðèíû ëèíåéêè, äâå

ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî øèðèíå

ëèíåéêè.)

17.3.6. Äàíû ïðÿìàÿ l è îòðåçîê OA, åé ïàðàëëåëüíûé. Ñ ïîìî-

ùüþ äâóñòîðîííåé ëèíåéêè ïîñòðîéòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l
ñ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà OA è ñ öåíòðîì â òî÷êå O.

17.3.7. Ïðè ïîìîùè òîëüêî öèðêóëÿ ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü, ïðî-

õîäÿùóþ ÷åðåç òðè äàííûå òî÷êè.

17.3.8. Çàäà÷à Àïîëëîíèÿ. Ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ

òð¼õ äàííûõ, ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ýòîãî ïóíêòà ïîñòðîåíèåì áóäåì íàçû-

âàòü íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ îïå-

ðàöèé:

� ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç äâå äàííûå èëè

ðàíåå ïîñòðîåííûå òî÷êè;

� ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A è ðà-

äèóñîì BC, ãäå A, B, C �äàííûå èëè ðàíåå ïîñòðîåííûå òî÷êè;

� íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äàííûõ èëè ðàíåå ïîñòðîåííûõ

ëèíèé (ïðÿìûõ èëè îêðóæíîñòåé).

Â ïîñëåäóþùèõ òåîðåìàõ íèêàêèå äðóãèå îïåðàöèè íå ðàçðå-

øàþòñÿ (â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ çàäà÷, ãäå ðàçðåøåíà, íàïðè-

ìåð, îïåðàöèÿ ¾âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó óæå ïîñòðîåííîãî ìíî-

æåñòâà¿). Â ÷àñòíîñòè, åñëè èçíà÷àëüíî íå äàíû õîòÿ áû äâå òî÷êè,

íè÷åãî ïîñòðîèòü íåëüçÿ.
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17.3.9.* Òåîðåìà. Îòðåçîê äëèíû a ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì

è ëèíåéêîé, èìåÿ îòðåçîê äëèíû 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñ-
ëî a ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé,
óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êâàäðàòíûõ

êîðíåé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

17.3.10.* Òåîðåìà (Ìîð�Ìàñêåðîíè). Ëþáîå ïîñòðîåíèå, îñóùå-

ñòâèìîå öèðêóëåì è ëèíåéêîé, ìîæíî îñóùåñòâèòü îäíèì öèðêóëåì

(ïðÿìàÿ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåííîé, åñëè ïîñòðîåíû äâå ðàçëè÷íûå ëå-

æàùèå íà íåé òî÷êè, ñì. [Fu87℄).

17.3.11.* Òåîðåìà (Øòåéíåð). Ëþáîå ïîñòðîåíèå, îñóùåñòâèìîå

öèðêóëåì è ëèíåéêîé, ìîæíî îñóùåñòâèòü îäíîé ëèíåéêîé, åñëè

íà÷åð÷åíà îäíà îêðóæíîñòü è îòìå÷åí å¼ öåíòð (îêðóæíîñòü ñ÷è-

òàåòñÿ ïîñòðîåííîé, åñëè ïîñòðîåíû å¼ öåíòð è ëåæàùàÿ íà íåé

òî÷êà, ñì. [Smo℄).

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ çàêðåïëåíèÿ ìàòåðèàëà.

17.3.12.

◦
Ïîëüçóÿñü òåîðåìàìè Ìîðà�Ìàñêåðîíè èØòåéíåðà, îïðå-

äåëèòå, êàêèå èíñòðóìåíòû íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåíòðà äàí-

íîé îêðóæíîñòè.

1) öèðêóëü è ëèíåéêà; 2) òîëüêî ëèíåéêà; 3) òîëüêî öèðêóëü.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

17.3.1. (a) Ïóñòü AB �äàííûé îòðåçîê. Âîçüì¼ì òî÷êó X âíå ïî-

ëîñû, îãðàíè÷åííîé äàííûìè ïðÿìûìè, è íàéä¼ì òî÷êè C è D ïå-

ðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ XA è XB ñ ïðÿìîé, îòëè÷íîé îò AB. Ïóñòü Y �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè ABCD. Òîãäà ïðÿìàÿ XY
äåëèò îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ïîïîëàì.

(b) Âîçüìèòå íà äðóãîé ïðÿìîé ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê è ðàçäå-

ëèòå åãî ïîïîëàì.

(
) Âîçüìèòå íà äðóãîé ïðÿìîé ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê è, ïîâòî-

ðèâ íåñêîëüêî ðàç ïðåäûäóùåå ïîñòðîåíèå, óâåëè÷üòå åãî â n ðàç.

17.3.2. Åñëè ïðÿìûå XA, XB âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü

â òî÷êàõ B′
, A′

, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA′
è BB′

� îðòî-

öåíòð òðåóãîëüíèêà XAB.
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[fest℄ Øåñòü �åñòèâàëåé (ìàòåðèàëû �îññèéñêèõ �åñòèâàëåé

þíûõ ìàòåìàòèêîâ). Êðàñíîäàð: �ÈÍÌÖ, 1996.

[Fu87℄ Ôóêñ Ä. Ïîñòðîåíèÿ îäíèì öèðêóëåì // Êâàíò. 1987. �7.

Ñ. 34�37.

[Smo℄ Ñìîãîðæåâñêèé À.Ñ. Ëèíåéêà â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîå-

íèÿõ. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1956.

18 Ñòåðåîìåòðèÿ

×óæáèíà òàê æå ñðîäñòâåííà îò÷èçíå,

Êàê òóïèêó ñîñåäñòâóåò ïðîñòðàíñòâî.

È.Áðîäñêèé.

18.1 Çàäà÷è íà ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå

Ì.À.Êîð÷åìêèíà, È.À.Ïóøêàðåâ

Çàäà÷è î òðàåêòîðèÿõ ïðèäóìàíû ïî ìîòèâàì [Do, SE℄, à ìíîãèå

çàäà÷è î �èãóðàõ èç êóáèêîâ � ïî ìîòèâàì [Ag℄, ñì. òàêæå [R℄.

18.1.1 Ôèãóðû èç êóáèêîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè (îðòîãîíàëüíûå) ïðîåêöèè ïðîñòðàí-

ñòâåííîé �èãóðû � âèä ñïåðåäè, ñâåðõó è ñïðàâà (ñì. ïðèìåð íà

ðèñ. 1.56).

18.1.1. Ñóùåñòâóåò ëè �èãóðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ êóáîì, ïðîåêöèÿ êî-

òîðîé íà êàæäóþ ãðàíü íåêîòîðîãî êóáà ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé âñå-

ãî ýòîãî êóáà?

Èãðóøêîé áóäåì íàçûâàòü �èãóðó, ñêëååííóþ èç îäèíàêîâûõ

êóáèêîâ (ãðàíè ñêëåèâàþòñÿ öåëèêîì), åñëè èç êàæäîãî êóáèêà ìîæ-

íî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî, ïåðåõîäÿ èç êóáèêà â êóáèê òîëüêî

÷åðåç ñîïðèêàñàþùèåñÿ ãðàíè. Åñëè ó Âàñ åñòü êóáèêè, òî ïåðåä ðè-

ñîâàíèåì èãðóøêè ìîæåòå ñäåëàòü åå ìîäåëü.

18.1.2. (a,b) Íàðèñóéòå èãðóøêó ïî òð¼ì å¼ ïðîåêöèÿì íà ðèñ. 1.56.

(
) (Çàãàäêà) Îäíîçíà÷íî ëè èãðóøêà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî òð¼ì

å¼ ïðîåêöèÿì?
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�èñ. 1.56: Òðè ïðîåêöèè

�èñ. 1.57: Êëåò÷àòûå �èãóðû

18.1.3. (a) Èç êëåò÷àòûõ �èãóð íà ðèñ. 1.57 âûáåðèòå òðè, êîòîðûå

ìîãóò áûòü òðåìÿ ïðîåêöèÿìè îäíîé è òîé æå èãðóøêè (âðàùàòü

êëåò÷àòûå �èãóðêè íåëüçÿ). Íàðèñóéòå ýòó èãðóøêó.

(b) Äëÿ êàêîé-íèáóäü äðóãîé òðîéêè êëåò÷àòûõ �èãóð èç ïðè-

âåäåííûõ (íà Âàø âûáîð) îáúÿñíèòå, ïî÷åìó îíà íå ìîæåò îáðàçî-

âûâàòü íàáîð òðåõ ïðîåêöèé îäíîé è òîé æå èãðóøêè.

18.1.2 Òðàåêòîðèè

�èñ. 1.58: Ëèíèÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå
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�èñ. 1.59: Âîññòàíîâèòå ëèíèþ â ïàðàëëåëåïèïåäå ïî åå ïðîåêöèÿì

18.1.4. (a) Â ïàðàëëåëåïèïåäå ðàçìåðà 1×1×2 íàðèñîâàëè ëèíèþ,
ñì. ðèñ. 1.58 ñëåâà. Èçîáðàçèòå å¼ âèä ñïåðåäè è ñïðàâà.

(b,
) Âîññòàíîâèòå ëèíèþ â ïàðàëëåëåïèïåäå ðàçìåðà 1 × 1 × 2
ïî å¼ âèäàì ñïåðåäè è ñïðàâà, ñì. ðèñ. 1.59.

(d) (Çàãàäêà) Îäíîçíà÷íî ëè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëèíèÿ ïî äâóì

å¼ ïðîåêöèÿì?

18.1.3 �èñîâàíèå

18.1.5. (a,b) Íà ïîâåðõíîñòè ñòåêëÿííîãî êóáà íàðèñîâàëè ëèíèþ,

ñì. ðèñ. 1.60 (ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ïî ïîâåðõíîñòè êóáà ïðîïîëç-

ëà óëèòêà, îñòàâëÿÿ çà ñîáîé çàìåòíûé ñëåä). Èçîáðàçèòå å¼ âèä

ñïåðåäè, ñâåðõó è ñïðàâà.

�èñ. 1.60: Ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè ñòåêëÿííîãî êóáà

18.1.6. (a,b) Ïî âèäàì ñïåðåäè, ñâåðõó è ñïðàâà íà ðèñ. 1.61 âîññòà-

íîâèòå ëèíèþ â êóáå (ò.å. ïðîõîäÿùóþ ïî ïîâåðõíîñòè èëè âíóòðè

êóáà; ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî êóá çàïîëíåí âîäîé è âíóòðè ïîëó÷èâ-

øåãîñÿ àêâàðèóìà èëè âäîëü åãî ñòåíîê ìîæåò ïëàâàòü ðûáêà).
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âèä ñïåðåäè âèä ñâåðõó âèä ñïðàâà

�èñ. 1.61: Ïðîåêöèè ëèíèè â êóáå

18.2 �èñîâàíèå. À.Á.Ñêîïåíêîâ (1-2)

Ïðåäìåò ìàòåìàòèêè íàñòîëüêî ñåðüåçåí, ÷òî ïîëåçíî

íå óïóñêàòü ñëó÷àåâ äåëàòü åãî íåìíîãî çàíèìàòåëüíûì.

Á. Ïàñêàëü.

Ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå íåîáõîäèìî â ðàçíûõ îáëàñòÿõ

çíàíèÿ è òåõíèêè, ïðåæäå âñåãî â ìàòåìàòèêå, ïðîãðàììèðîâàíèè

è �èçèêå. Áîëåå òîãî, ýòè íàóêè ÷àñòî ðàáîòàþò ñ ìíîãîìåðíûì

ïðîñòðàíñòâîì! Ïîýòîìó ïîëåçíî è ðàíî íà÷èíàòü ðàçâèòèå ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî âîîáðàæåíèÿ, è íå ïðîïóñêàòü ýòî ðàçâèòèå, äàæå

åñëè íå ïîëó÷èëîñü íà÷àòü ðàíî. Ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðåäâàðèòåëüíûì óìåíèåì, à åãî ðàçâèòèå � îä-

íîé èç ñâåðõçàäà÷ øêîëüíîãî êóðñà ñòåðåîìåòðèè è äàæå áàçîâûõ

óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

3

Ïðè ýòîì ìíîãèå çàäà÷è â ýòîì òåêñòå ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå çàíè-

ìàòåëüíûìè, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêèìè. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ

ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé ïî ñòåðåîìåòðèè. Îíè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ

6-11 êëàññíèêîâ íà êðóæêàõ ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿ â øêîëå

¾Èíòåëëåêòóàë¿ è ÌÖÍÌÎ, à òàêæå â Ìîñêîâñêîé ëåòíåé ìàòåìà-

òè÷åñêîé øêîëå. Áëàãîäàðþ À.È. Ñãèáíåâà çà îáñóæäåíèÿ.

18.2.1. Íàðèñóéòå ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

3

Íàïðèìåð, íåñêîëüêî ïåðâûõ çàíÿòèé êóðñîâ òîïîëîãèè íà ÔÈÂÒ è ÔÎÏÔ

ÌÔÒÈ îòâåäåíû íà òàêèå çàäà÷è [Ku℄. Èç ïðèâåäåííûõ íèæå çàäà÷ èñïîëü-

çóþòñÿ ëèøü íåìíîãèå, â îñíîâíîì ðàçáèðàþòñÿ ¾òîïîëîãè÷åñêèå¿ íàãëÿäíûå

çàäà÷è [Sk, �2℄, ñì. òàêæå [Fr℄.
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(a) ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì; (b) êâàäðàòîì;

(
) ïðàâèëüíûì øåñòèóãîëüíèêîì.

Ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ íå ìîæåò áûòü

ïðàâèëüíûì n-óãîëüíèêîì ïðè n > 7. Îíî íå ìîæåò áûòü è ïðà-

âèëüíûì ïÿòèóãîëüíèêîì. Íî ÷òîáû äîêàçàòü ýòî, íóæíû ìèíè-

ìàëüíûå çíàíèÿ ïî ñòåðåîìåòðèè.

18.2.2. Èç 27 îäèíàêîâûõ êóáèêîâ ñîñòàâëåí êóá 3×3×3. Íàðèñóéòå
(a) åæà (ò.å. îáúåäèíåíèå öåíòðàëüíîãî êóáèêà è êóáèêîâ, èìå-

þùèõ ñ íèì îáùóþ ãðàíü);

(b) òî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûêèäûâàíèè óãëîâûõ êóáèêîâ èç

êóáà;

(
) òî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûêèäûâàíèè åæà èç êóáà.

18.2.3. Ìîæíî ëè ïðîñòðàíñòâî çàïîëíèòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-

ùèìèñÿ åæàìè?

18.2.4. Íàðèñóéòå ïðîñòðàíñòâåííóþ �èãóðó, òðè ïðîåêöèè êîòî-

ðîé ÿâëÿþòñÿ (¾çàïîëíåííûìè¿, ò.å. äâóìåðíûìè) òðåóãîëüíèêîì,

êâàäðàòîì è êðóãîì, ñîîòâåòñòâåííî.

18.2.5. (a) Íàðèñóéòå ïåðåñå÷åíèå ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ òåòðà-

ýäðîì, ïîëó÷åííûì èç íåãî ïîâîðîòîì íà 90◦ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð.

(b) Òî æå äëÿ îáúåäèíåíèÿ.

(
)* Íàðèñóéòå îáúåäèíåíèå êóáà ñ êóáîì, ïîëó÷åííûì èç íåãî

ïîâîðîòîì íà 60◦ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé äèàãîíàëè.
(d)* Äëÿ êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà ïðîâåäåì äâå ïàðàëëåëüíûå

åé ïëîñêîñòè, äåëÿùèå êàæäîå ðåáðî, íå ëåæàùåå â ýòîé ãðàíè, íà

òðè ðàâíûõ îòðåçêà. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçáèâàþò òåòðàýäð ïðîâå-

äåííûå ïëîñêîñòè?

18.2.6. (a) Êàê íà äâóõ ãâîçäÿõ, âáèòûõ â ïëîñêóþ ñòåíó, ïîäâåñèòü

çàìêíóòóþ âåðåâêó (ñ òÿæåëîé ìåäàëüþ), ÷òîáû âåðåâêà íå ïàäàëà,

íî ïîñëå âûíèìàíèÿ ëþáîãî ãâîçäÿ ïàäàëà?

(b) Íàðèñóéòå â ïðîñòðàíñòâå òðè ðåçèíîâûå êîëüöà, êîòîðûå

íåëüçÿ ðàñöåïèòü, íî ïîñëå ðàçðåçàíèÿ ëþáîãî èç íèõ îíè ðàñöåï-

ëÿëèñü áû.
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18.3.21. (a) Óêàæèòå äâà âðàùåíèÿ ïðàâèëüíîãî äîäåêàýäðà, êîì-

ïîçèöèÿìè êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå äðóãîå.

(b) Ïîñòðîéòå áèåêöèþ, ñîõðàíÿþùóþ êîìïîçèöèþ, ìåæäó ìíî-

æåñòâîì âðàùåíèé äîäåêàýäðà è ìíîæåñòâîì ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê

ïÿòè ýëåìåíòîâ.

18.4 Ìíîãîìåðüå (4

∗
). À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ

18.4.1 Ïðîñòåéøèå ìíîãîãðàííèêè â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Þ.Ì.Áóðìàí, À.ß.Êàíåëü-Áåëîâ

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òî÷êå ïëîñêîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïàðó

÷èñåë � å¼ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (äëÿ ýòîãî íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî

âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî åñòü íà÷àëî êîîðäèíàò è îñè). Òåì

ñàìûì ïëîñêîñòü ìîæíî ïîíèìàòü ïðîñòî êàê ìíîæåñòâî âñåâîç-

ìîæíûõ ïàð (x1, x2) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Àíàëîãè÷íî òð¼õìåð-

íîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòî ìíîæåñòâîì âñåâîçìîæ-

íûõ òðîåê (x1, x2, x3). Íàêëàäûâàÿ íà ÷èñëà ðàçëè÷íûå îãðàíè÷å-

íèÿ, ìû ïîëó÷èì îïèñàíèå ðàçíîîáðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîñêîñòè

è ïðîñòðàíñòâà (ïëîñêèõ �èãóð è òð¼õìåðíûõ òåë).

18.4.1.

◦
Äàíû òðè íàáîðà óñëîâèé íà ÷èñëà x1, x2, x3:

1) x1 = x2 = 2x3;

2) x1 + 2x2 + 3x3 = 0, 3x1 + 2x2 + x1 = 1;

3) x21 + x23 − 2x3 = −1.

Êàêèå èç íèõ çàäàþò ïðÿìóþ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?

Êîãäà èçìåðåíèé áîëüøå, ÷åì òðè, êîîðäèíàòíûé ïîäõîä ñòà-

íîâèòñÿ âåäóùèì: óäîáíî îïðåäåëèòü, ñêàæåì, ÷åòûð¼õìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ (x1, x2, x3, x4) èç
÷åòûð¼õ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Â ýòîì ïóíêòå îòðåçêîì ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî [−1, 1] =
{x : |x| 6 1} ÷èñåë, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1; êâàäðàòîì �

ìíîæåñòâî [−1, 1]2 = {(x1, x2) : |x1|, |x2| 6 1} ïàð ÷èñåë, êàæäîå èç

êîòîðûõ ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1; êóáîì �ìíîæåñòâî [−1, 1]3 =
{(x1, x2, x3) : |x1|, |x2|, |x3| 6 1} òðîåê òàêèõ ÷èñåë; ÷åòûð¼õìåðíûì

êóáîì �÷åòâ¼ðîê è ò. ä. Ñì. ðèñóíîê 1.65.
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18.4.18. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå n-ìåðíîå ñå÷åíèå (n + 1)-ìåðíîãî
êóáà, ïåðïåíäèêóëÿðíîå äèàãîíàëè è ïðîõîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíó,

êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíî ¾çîíå¿ â n-ìåðíîì êóáå ìåæäó äâóìÿ

àíàëîãè÷íûìè ñå÷åíèÿìè. Òî÷íåå, ïóñòü Ln(a, b) = {(x1, . . . , xn) |
xi ∈ [0, 1], a 6 x1 + . . . xn 6 b}. Äîêàæèòå, ÷òî Ln+1(k, k) êîìáèíà-
òîðíî ýêâèâàëåíòíî Ln(k − 1, k). Íà÷íèòå ñî ñëó÷àÿ n = 3, k = 2.

18.4.19. Ïóñòü (ãèïåð)ïëîñêîñòü

∑n
1 aixi = c, ãäå n > 2, ai > 0,

÷èñëà ai âçàèìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè, ïåðåñåêàåò åäèíè÷íóþ

ðåø¼òêó, ñîñòîÿùóþ èç êóáîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî âîçíèêàþ-

ùèõ ÷àñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ðàâíî

∑n
i=1 ai.

18.4.20. Äàí n-ìåðíûé êóá ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîîð-

äèíàòû âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû ±1. ×èñëî n ìû áóäåì íàçûâàòü

àäàìàðîâûì, åñëè ìîæíî óêàçàòü íàáîð èç n ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íûõ âåêòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè ±1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, 4, 8

õîðîøèå, à ÷èñëà 3, 5, 6 � íåò.

18.4.21. Äîêàæèòå, ÷òî àäàìàðîâî ÷èñëî, áîëüøåå 2, èìååò âèä 4k.

18.4.22. Äîêàæèòå ÷òî âñå ñòåïåíè äâîéêè � àäàìàðîâû ÷èñëà.

18.4.23. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 12 àäàìàðîâî.

18.4.24. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 20 àäàìàðîâî.

Î÷åíü âàæíàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà: âåðíî ëè, ÷òî âñå ÷èñëà âè-

äà 4k àäàìàðîâû? Ñì. ïîäðîáíåå [GDI, ï. 7.2℄ è ïðèâåäåííûå òàì

ññûëêè.

18.4.2 Ìíîãîìåðíûå îáú¼ìû

Îáú¼ì n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïëî-
ùàäè �èãóðû íà ïëîñêîñòè (ñì. ï. 26.5 ¾Ïðèíöèï Äèðèõëå è åãî

ïðèìåíåíèÿ â ãåîìåòðèè¿).

Îáú¼ìîì n-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ íàçûâàåòñÿ çàäàííàÿ íà ìíî-
æåñòâå ìíîãîãðàííèêîâ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ V , óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� åñëè ìíîãîãðàííèê M1 ìîæíî äâèæåíèåì ïåðåâåñòè â ìíîãî-

ãðàííèê M2, òî V (M1) = V (M2);
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� V (M1 ∪M2) = V (M1) + V (M2)− V (M1 ∩M2);
� îáú¼ì ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà (n − 1)-ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè

ðàâåí íóëþ;

� îáú¼ì êóáà ñ ðåáðîì a ðàâåí an.
Èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà è ïðè íåîáõîäèìîñòè âåðõíèå è íèæ-

íèå îöåíêè, ìîæíî íàéòè îáú¼ì ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà. Íàïðèìåð,

îáú¼ì n-ìåðíîé ïèðàìèäû çàäà¼òñÿ �îðìóëîé V = 1
nSh, ãäå S �

(n−1)-ìåðíûé îáú¼ì îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, à h� å¼ âûñîòà. Ìîæíî

òàêæå íàõîäèòü îáú¼ìû íåêîòîðûõ n-ìåðíûõ òåë (ò. å. îãðàíè÷åí-

íûõ ïîäìíîæåñòâ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà), íå ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãî-
ãðàííèêàìè.

18.4.25. Ó 100-ìåðíîãî àðáóçà (øàðà) ðàäèóñ ðàâåí 1 ìåòðó, à òîë-

ùèíà êîðêè � 1 ñì. Êàêîé ïðîöåíò åãî îáú¼ìà çàíèìàåò ìÿêîòü?

18.4.26. Äîêàæèòå, ÷òî â åäèíè÷íûé êóá äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàç-

ìåðíîñòè ìîæíî ïîìåñòèòü çäàíèå Ì�Ó, ò. å. ñóùåñòâóåò òð¼õìåð-

íàÿ ïëîñêîñòü, â ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ êóáîì ìîæíî ïîìåñòèòü ýòî

çäàíèå.

18.4.27. Óêàæèòå êàêîå-íèáóäü òàêîå n, ÷òî â n-ìåðíûé åäèíè÷íûé
êóá ìîæíî ïîìåñòèòü êðóã ðàäèóñà R.

18.4.28. Óêàæèòå êàêîå-íèáóäü òàêîå n, ÷òî â n-ìåðíûé åäèíè÷íûé
êóá ìîæíî ïîìåñòèòü øàð ðàäèóñà R.

18.4.29. Óêàæèòå êàêîå-íèáóäü òàêîå n, ÷òî â n-ìåðíûé åäèíè÷íûé
êóá ìîæíî ïîìåñòèòü n-ìåðíûé øàð ðàäèóñà R.

18.4.30. Ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ îáú¼ì n-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà 2015 ïðè
n → ∞?

Èçâåñòíî, ÷òî îáú¼ì n-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà R ðàâåí

Bn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
,

ãäå Γ(z) =
∞∫
0

yze−ydy, z > 0� çíàìåíèòàÿ ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà.

Îíà äîîïðåäåëÿåò �àêòîðèàë íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü: Γ(k) =
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(k + 1)! ïðè öåëîì k è Γ(z) = Γ(z − 1)z. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîç-
âîëÿåò äîîïðåäåëèòü Γ(z) òàêæå è ïðè Re(z) < 0. Èçâåñòíî, ÷òî
Γ(x)Γ(1 − x) = π/ sin(πz), â ÷àñòíîñòè Γ(1/2) =

√
π/2.

18.4.31. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîãî øàðà åäèíè÷íî-
ãî îáú¼ìà.

18.4.32. Íàéäèòå îáú¼ì n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ åäèíè÷íûì ðåá-

ðîì. Íàéäèòå ðåáðî n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ åäèíè÷íûì îáú¼ìîì.

(Îïðåäåëåíèÿ n-ìåðíûõ ñèìïëåêñà è îêòàýäðà ïðèâåäåíû â ï. 18.4.1

¾Êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå¿.)

Äèàìåòðîì îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâàM n-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàçûâàåòñÿ sup{|XY |,X, Y ∈ M}, ãäå dist(X,Y )�ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè X è Y .

18.4.33. Íàéäèòå îáú¼ì n-ìåðíîãî îêòàýäðà ñ åäèíè÷íûì ðåáðîì.

Íàéäèòå äèàìåòð n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ åäèíè÷íûì îáú¼ìîì.

18.4.3 Îáú¼ìû è ñå÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì x+ = max(x, 0) =

{
x ïðè x > 0,
0 ïðè x > 0.

Îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñ-

êîñòè, ëåæàùèõ ñòðîãî ïî îäíó ñòîðîíó îò íåêîòîðîé ïðÿìîé. Çà-

ìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòêðûòîé ïî-

ëóïëîñêîñòè è åå ãðàíè÷íîé ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

ax+ by+ c = 0, ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè (çàìêíó-
òóþ è îòêðûòóþ), êîîðäèíàòû òî÷åê êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâàì ax+by+c > 0 è ax+by+c < 0. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
îòêðûòîå è çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â çàäà÷àõ ýòîãî ïóíêòà ñëîâà ¾îòêðûòîå¿ è ¾çàìêíóòîå¿ áóäóò

îïóñêàòüñÿ, ïîñêîëüêó íåñóùåñòâåííî, êàêîå èìåííî ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ.

18.4.34. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(a, b, d) ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íî-
ãî êâàäðàòà K = {(x, y) : 0 6 x, y 6 1} ñ ïîëóïëîñêîñòüþ ax+by 6 d,
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Êîìáèíàòîðèêà

20 Ïîäñ÷åòû â êîìáèíàòîðèêå

Ýòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí â îñíîâíîì âîïðîñó ¾Ñêîëüêî ñóùå-

ñòâóåò îáúåêòîâ ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè?¿. Â íåì ñîáðàíû ìàòåðèà-

ëû äëÿ ñàìîãî ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ ïîäñ÷åòàìè â êîìáèíàòîðèêå.

Ïðîäîëæèòü èõ èçó÷åíèå ìû ðåêîìåíäóåì ïî ãëàâå 1 êíèãè [GDI℄.

20.1 Ïîäñ÷åòû ÷èñëà ñïîñîáîâ (1).À.À. �àâðèëþê, Ä.À.Ïåð-

ìÿêîâ

Ýòîò ïóíêò íå òðåáóåò íèêàêèõ çíàíèé è ïîäõîäèò äëÿ ïåðâîãî

çíàêîìñòâà ñ êîìáèíàòîðèêîé.

20.1.1. (a) Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñèìïàòè÷íûì, åñëè â åãî

çàïèñè âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ÷åòíûå öè�ðû. Âûïèøèòå âñå äâóçíà÷-

íûå ñèìïàòè÷íûå ÷èñëà è ïîäñ÷èòàéòå èõ êîëè÷åñòâî.

(b) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ñèìïàòè÷íûõ ÷èñåë?

(
) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ

åñòü õîòÿ áû îäíà ÷åòíàÿ öè�ðà?

(d) Êàêèõ ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë áîëüøå: òåõ, â çàïèñè êîòîðûõ

åñòü åäèíèöà, èëè îñòàëüíûõ?

20.1.2. Èç äâóõ ìàòåìàòèêîâ è äåñÿòè ýêîíîìèñòîâ íàäî ñîñòàâèòü

êîìèññèþ èç âîñüìè ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòà-

âèòü êîìèññèþ, åñëè â íåå äîëæåí âõîäèòü õîòÿ áû îäèí ìàòåìàòèê?

559



560 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

20.1.3. (a) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî

ïîëó÷èòü âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè öè�ð 1, . . . , 7.
(b) Èç öè�ð 1, 2, 3, . . . , 9 ñîñòàâëåíû âñå ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà,

íå ñîäåðæàùèå ïîâòîðÿþùèõñÿ öè�ð. Íàéäèòå ñóììó ýòèõ ÷èñåë.

(
) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùèõ

ïîâòîðÿþùèõñÿ öè�ð.

20.1.4. (a) Íà äâóõ êëåòêàõ øàõìàòíîé äîñêè ñòîÿò ÷åðíûé è áåëûé

êîðîëè. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîéòè ëþáûì êîðîëåì (êîðîëè äðóæàò,

òàê ÷òî ìîãóò ñòîÿòü â ñîñåäíèõ êëåòêàõ, íî íå â îäíîé è òîé æå).

Ìîãóò ëè â ðåçóëüòàòå èõ ïåðåäâèæåíèé âñòðåòèòüñÿ âñå âîçìîæ-

íûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ êîðîëåé, ïðè÷åì ðîâíî ïî îäíîìó

ðàçó?

(b) Òîò æå âîïðîñ, åñëè êîðîëè ðàçó÷èëèñü õîäèòü ïî äèàãîíàëè.

20.1.5. (a) Íàéäèòå ñóììó âñåõ 6-çíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè
âñåõ ïåðåñòàíîâêàõ öè�ð 4, 5, 5, 6, 6, 6.

(b) Íàéäèòå ñóììó âñåõ 10-çíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè âñåõ

ïåðåñòàíîâêàõ öè�ð 4, 5, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 7, 7.

20.1.6. (a) Òîìó Ñîéåðó ïîðó÷èëè ïîêðàñèòü çàáîð èç 8 äîñîê â áå-
ëûé öâåò. Â ñèëó ñâîåé ëåíè îí ïîêðàñèò íå áîëåå 3 äîñîê. Ñêîëüêî
ó íåãî ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü?

(b) À ñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü íå áîëåå 5 äîñîê?
(
) À ñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî äîñîê?

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

20.1.1. Îòâåòû: (b) 2500; (
) 884 375; (d) â êîòîðûõ åñòü åäè-

íèöà.

(b) �åøåíèå (íàïèñàíî À. Êîëî÷åíêîâûì). Ïåðâîé öè�ðîé ñèì-

ïàòè÷íîãî ÷èñëà ìîæåò áûòü 2, 4, 6, èëè 8 � âñåãî 4 âàðèàíòà. Äëÿ

êàæäîé öè�ðû ñî âòîðîé ïî ïÿòóþ åñòü 5 âàðèàíòîâ: 0, 2, 4, 6, 8.

Çíà÷èò, âñåãî ñèìïàòè÷íûõ ÷èñåë 4 · 5 · 5 · 5 · 5 = 2500.

Ýòî ðàññóæäåíèå â êîìáèíàòîðèêå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì ïðîèç-

âåäåíèÿ è ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â ñòàòüå [Vi71℄.

(
) �åøåíèå (íàïèñàíî À. Êîëî÷åíêîâûì). Âû÷òåì èç îáùåãî

êîëè÷åñòâà øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë êîëè÷åñòâî øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë,
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íåò). Åñëè íåò, òî ïðåäïîëîæèì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî

2007 /∈ X1 è ÷òî 2, . . . , 52 ∈ X1. Òîãäà äëÿ âñåõ j = 2, . . . , 52 ïåðåñå-
÷åíèå Xj∩X2007 äîëæíî ñîñòîÿòü ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà, ïðè÷¼ì

ðàçíîãî äëÿ ðàçíûõ j (òàê êàê ëþáûå äâà ìíîæåñòâà ïî óñëîâèþ

èìåþò ðîâíî îäèí îáùèé ýëåìåíò). Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó

X2007 ñîñòîèò âñåãî èç 40 ýëåìåíòîâ, ÷òî ìåíüøå 51.

20.2.5. Îòâåò: äà.

20.2.6. Îòâåò: äà.

20.2.7. Îòâåò: (N + 1)!− 1.

20.3 Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé (2).Ä.À.Ïåð-

ìÿêîâ

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó è èñïîëüçîâàíèþ �îðìó-

ëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. Îíà ïîçâîëÿåò îòâå÷àòü íà âîïðîñ

¾Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îáúåêòîâ ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè?¿ âî ìíî-

ãèõ íåïðîñòûõ ñëó÷àÿõ. Ïîòðåáóþòñÿ áàçîâûå íàâûêè ðåøåíèÿ çà-

äà÷ ïî êîìáèíàòîðèêå. Â ÷àñòíîñòè, íóæíî óìåòü ïðèâîäèòü ñòðî-

ãèå äîêàçàòåëüñòâà ñ èñïîëüçîâàíèåì âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ ñîîò-

âåòñòâèé, ïðàâèë ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð, ïîëåçíî ïðî-

ðåøàòü ï. 20.1 ¾Ïîäñ÷åòû ÷èñëà ñïîñîáîâ¿ èëè çàäà÷è èç ñòàòüè

[Vi71℄.

20.3.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî n,
÷òîáû

(a) è 1, è 2 íå îêàçàëèñü íà ñâîåì ìåñòå;

(b) ðîâíî îäíî èç ÷èñåë 1, 2 è 3 îêàçàëîñü íà ñâîåì ìåñòå;

(
) êàæäîå èç ÷èñåë 1, 2 è 3 îêàçàëîñü íå íà ñâîåì ìåñòå;

(d) êàæäîå èç ÷èñåë 1, 2, 3 è 4 îêàçàëîñü íå íà ñâîåì ìåñòå?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(n) �óíêöèþ Ýéëåðà, ò. å. êîëè÷åñòâî ÷èñåë

îò 1 äî n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ÷èñëîì n.

20.3.2. (a) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 1001, íå äåëÿ-
ùèõñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë 7, 11, 13.
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(b) Íàéäèòå ϕ(1), ϕ(p), ϕ(p2), ϕ(pα), ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî, α >
2.

(
) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(n) = n
(
1 − 1

p1

)
. . .

(
1 − 1

ps

)
, ãäå n = pα1

1 ·
. . . · pαs

s �êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n.

20.3.3. (a) Íà ïîëó êîìíàòû ïëîùàäüþ 24 ì2
ðàñïîëîæåíû òðè êîâ-

ðà (ïðîèçâîëüíîé �îðìû) ïëîùàäüþ 12 ì2
êàæäûé. Òîãäà ïëîùàäü

ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðûõ äâóõ êîâðîâ íå ìåíüøå 4 ì2
.

(b) Íà êà�òàíå ðàñïîëîæåíî ïÿòü çàïëàò (ïðîèçâîëüíîé �îð-

ìû). Ïëîùàäü êàæäîé èç íèõ áîëüøå òðåõ ïÿòûõ ïëîùàäè êà�òàíà.

Òîãäà ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè íåêîòîðûõ äâóõ çàïëàò áîëüøå îäíîé

ïÿòîé ïëîùàäè êà�òàíà.

(
)

∗
Òî æå, ÷òî â ï. (b), åñëè ïëîùàäü êàæäîé çàïëàòû áîëüøå

ïîëîâèíû ïëîùàäè êà�òàíà.

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è ñëåäóþùåãî òèïà: äàíû

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U è íàáîð ñâîéñòâ (ïîäìíîæåñòâ) Ak ⊂ U ,
k = 1, . . . , n. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñâîéñòâ Ak (ò. å. |A1∪ . . .∪An|), ëèáî êî-
ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî íè îäíî èç ñâîéñòâ

Ak (ò. å. |U − (A1 ∪ . . . ∪An)|). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ äâà âàðèàí-
òà �îðìóëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé (ñì. çàäà÷ó 20.3.5 (b)). Ïðè

ýòîì åñëè âî âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ ìíîæåñòâ íàáîðà ÷èñëî ýëåìåíòîâ

çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà ïåðåñåêàåìûõ ìíîæåñòâ, òî �îðìóëó

ìîæíî óïðîñòèòü (ñì. çàäà÷ó 20.3.5 (a)).

20.3.4. �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, A4 êîíå÷íîãî ìíîæå-

ñòâà U . Äîêàæèòå ðàâåíñòâà

(a) A1 ∪A2 = (A1\A2) ⊔ (A1 ∩A2) ⊔ (A2\A1);

(b) |A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|;
(
) |A1 ∪ A2 ∪ A3| = |A1| + |A2| + |A3| − |A1 ∩ A2| − |A2 ∩ A3| −

|A1 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A3|.
(d) Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â U , íå ïðèíàäëåæàùèõ íè îäíîìó èç

ïîäìíîæåñòâ A1, A2, A3, ðàâíî

|U |−|A1|−|A2|−|A3|+ |A1∩A2|+ |A2∩A3|+ |A1∩A3|−|A1∩A2∩A3|.
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(e) Äëÿ k = 1, 2, 3, 4 îáîçíà÷èì

Mk :=
∑

16i1<...<ik64

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik |.

Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â A, íå ïðèíàäëåæàùèõ íè

îäíîìó èç Ai, ðàâíî |U | −M1 +M2 −M3 +M4.

(f) Â óñëîâèÿõ ï. (e) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðîâ-

íî îäíîìó èç ìíîæåñòâ Ai, ðàâíî M1 − 2M2 + 3M3 − 4M4.

20.3.5. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. �àññìîòðèì ïîä-

ìíîæåñòâà A1, . . . , An êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà U . Ïîëîæèì ïî îïðå-

äåëåíèþ

∣∣∣
⋂
j∈∅

Aj

∣∣∣ := U .

(a) Ïóñòü ÷èñëî α|S| :=
∣∣∣
⋂
j∈S

Aj

∣∣∣ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðà |S|

íàáîðà S ⊂ {1, . . . , n} èíäåêñîâ, à íå îò ñàìîãî íàáîðà. Òîãäà

|A1 ∪ . . . ∪An| =
n∑

k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
αk,

|U − (A1 ∪ . . . ∪An)| =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
αk.

(b) Îáîçíà÷èì Mk :=
∑

S∈(nk)

∣∣∣
⋂
j∈S

Aj

∣∣∣, ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâî-

äèòñÿ ïî âñåì k-ýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà {1, . . . , n}.
Â ÷àñòíîñòè, M0 := |U |. Òîãäà

|A1 ∪ . . . ∪An| = M1 −M2 +M3 − . . .+ (−1)n+1Mn,

|U − (A1 ∪ . . . ∪An)| = M0 −M1 +M2 + . . .+ (−1)nMn.

(
) Íåðàâåíñòâà Áîí�åððîíè. Äëÿ ëþáîãî 0 6 s < n/2 ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà

M1−M2+M3−. . .−M2s 6 |A1∪. . .∪An| 6 M1−M2+M3−. . .+M2s+1,

M0 −M1 +M2 − . . .+M2s > |U − (A1 ∪ . . . ∪An)| >
> M0 −M1 +M2 − . . .−M2s+1.
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(d) ×èñëî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðîâíî r èç ïîäìíîæåñòâ

A1, . . . , An, ðàâíî

n∑
k=r

(−1)k−r
(k
r

)
Mk.

20.3.6. Íà ïîëêå ñòîÿò 10 ðàçëè÷íûõ êíèã.

(a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû íè

îäíà êíèãà íå îñòàëàñü íà ñâîåì ìåñòå?

(b) Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê êíèã, ïðè êîòîðûõ íà ìåñòå

îñòà¼òñÿ ðîâíî 4 êíèãè, áîëüøå 50 000.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å â îòâåòå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñóììû (àíà-

ëîãè÷íî �îðìóëå âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé).

20.3.7. (a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññåëèòü 20 òóðèñòîâ ïî
5 ðàçëè÷íûì äîìèêàì, ÷òîáû íè îäèí äîìèê íå îêàçàëñÿ ïóñòûì?

(b) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñþðúåêöèé f : Zk → Zn?

20.3.8. Ïî êðóãó ñòîÿò ÷èñëà 1, 2, . . . , n. Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ

âûáðàòü k èç íèõ, ÷òîáû íèêàêèå äâà âûáðàííûõ ÷èñëà íå ñòîÿëè

ðÿäîì.

(b) Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàññàäèòü n ïàð âðàæäóþùèõ ðû-

öàðåé çà êðóãëûé ñòîë ñ íóìåðîâàííûìè ìåñòàìè, ÷òîáû íèêàêèå

äâà âðàæäóþùèõ ðûöàðÿ íå ñèäåëè ðÿäîì.

20.3.9. Êóá ñ ðåáðîì äëèíû 20 ðàçáèò íà 8000 åäèíè÷íûõ êóáèêîâ,
è â êàæäîì êóáèêå çàïèñàíî ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîì ñòîë-

áèêå èç 20 êóáèêîâ, ïàðàëëåëüíîì ðåáðó êóáà, ñóììà ÷èñåë ðàâ-

íà 1 (ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîëáèêè âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèé). Â íåêîòî-

ðîì êóáèêå çàïèñàíî ÷èñëî 10. ×åðåç ýòîò êóáèê ïðîõîäÿò òðè ñëîÿ

1× 20× 20, ïàðàëëåëüíûå ãðàíÿì êóáà. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë

âíå ýòèõ ñëîåâ.

20.3.10.* Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ òðàìâàéíûõ áèëåòîâ,

â êîòîðûõ íåò äâóõ ñåìåðîê ðÿäîì è âñåãî

(a) íå áîëåå òðåõ ñåìåðîê;

(b) íå áîëåå ÷åòûðåõ ñåìåðîê;

(
) ñêîëüêî óãîäíî ñåìåðîê?



570 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

20.3.11.* Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ �îðìóëó:

n! · x1x2 . . . xn = (x1 + x2 + . . . + xn)
n −

−
∑

16i1<i2<...<in−16n

(xi1 + xi2 + . . .+ xin−1)
n +

+
∑

16i1<i2<...<in−26n

(xi1 + xi2 + . . .+ xin−2)
n − . . .+ (−1)n−1

n∑

i=1

xni .

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

20.3.1. (a) Îòâåò: n!− 2(n− 1)! + (n − 2)!.

Óêàçàíèå. Âñåãî èìååòñÿ n! ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü íàøè ÷èñëà.

Âû÷òåì èç íèõ (n−1)! ñïîñîáîâ ïåðåñòàíîâêè, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî 1
îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Âû÷òåì òàêæå (n − 1)! ñïîñîáîâ ïåðåñòàíîâêè,

ïðè êîòîðûõ ÷èñëî 2 îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Ïðè ýòîì (n− 2)! ñïîñîáîâ
ïåðåñòàíîâêè, ïðè êîòîðûõ îáà ÷èñëà 1 è 2 îñòàþòñÿ íà ìåñòå, ìû

¾âû÷ëè äâàæäû¿. Çíà÷èò, ÷èñëî (n − 2)! íóæíî äîáàâèòü, ÷òîáû

â èòîãå ìû ýòè ñïîñîáû ¾ïîñ÷èòàëè îäèí ðàç¿. Ïîëó÷àåì îòâåò:

n!− 2(n − 1)! + (n− 2)!.

Êîììåíòàðèé. Ýòî ðåøåíèå �îðìàëèçóåòñÿ �îðìóëîé âêëþ÷å-

íèé è èñêëþ÷åíèé 20.3.5, êîòîðóþ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü è èñïîëü-

çîâàòü â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.

20.3.2. (a) Îòâåò: 720.

Ïåðâîå óêàçàíèå. Äëÿ êàæäîãî j, äåëÿùåãî 1001, îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Aj ìíîæåñòâî ÷èñåë îò 1 äî 1001, äåëÿùèõñÿ íà j. Òîãäà

|Aj | =
1001

j
è Ap1 ∩ . . . ∩Apk = Ap1·...·pk

äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pk. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå
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23.1 Êîíñòðóêöèè

3

(1). À.Â.Øàïîâàëîâ

Åñëè íà âîïðîñ ¾Ìîæåò ëè?¿ âû ïîäîçðåâàåòå îòâåò ¾Ìîæåò¿,

òî ñòîèò ñïðîñèòü ñåáÿ: ¾Êàê òàêîå ìîæåò áûòü?¿. Óòî÷íèòå âîïðîñ:

¾Êàêèìè ñâîéñòâàìè ýòà êîíñòðóêöèÿ äîëæíà îáëàäàòü?¿. Äîïîë-

íèòåëüíîå çíàíèå ïîìîæåò ñèëüíî ñóçèòü êðóã ïîèñêîâ. Çàäàâàéòå

ñåáå âîïðîñû íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïîñòðîåíèÿ. Âû ñ óäèâëåíèåì

óâèäèòå, êàê ìíîãî êîíñòðóêöèé îêàæóòñÿ ëîãè÷íûìè è åäèíñòâåí-

íî âîçìîæíûìè.

×àñòî ïðèìåðîâ ìíîãî, à íóæåí òîëüêî îäèí. Èçáûòîê ñâîáîäû

ìîæåò ñáèâàòü ñ òîëêó: íåÿñíî, ñ ÷åãî íà÷èíàòü. Ïðèìåíèòå çäðà-

âûé ñìûñë, åñòåñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ. Îíè îãðàíè÷èâàþò ïîëå

äëÿ ïîèñêà ïðèìåðà, íî çàòî ïîèñê óáûñòðÿåòñÿ è îáëåã÷àåòñÿ. Âî-

îáùå, âàø îïûò ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì âû äóìàåòå. Îòâåòîì ìîæåò

îêàçàòüñÿ õîðîøî çíàêîìûé îáúåêò, ïðîñòî íàäî ïîñìîòðåòü íà íåãî

ïîä íóæíûì óãëîì.

23.1.1. Ó äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ïî äâå ñòîðîíû, à òàêæå ðàâ-

íû âûñîòû, ïðîâåä¼ííûå ê òðåòüåé ñòîðîíå. Îáÿçàòåëüíî ëè ýòè

òðåóãîëüíèêè ðàâíû?

23.1.2. Âåðíî ëè, ÷òî â âåðøèíàõ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïî-

ñòàâèòü ïî ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó òàê, ÷òîáû äëèíà êàæäîé ñòîðî-

íû áûëà ðàâíà ñóììå ÷èñåë â å¼ êîíöàõ?

23.1.3. Â êðóæêå ó êàæäîãî ó÷àñòíèêà ðîâíî ïî 6 äðóçåé. Ìîæåò

ëè ó êàæäîé ïàðû ó÷àñòíèêîâ áûòü ðîâíî ïî äâà îáùèõ äðóãà?

Êîíñòðóêöèþ ñ áîëüøèì ÷èñëîì äåòàëåé ïðîùå ñòðîèòü èç îäè-

íàêîâûõ ¾êèðïè÷åé¿. Äàæå åñëè âñå îíè îäèíàêîâûìè áûòü íå ìî-

ãóò, ïîïðîáóéòå âçÿòü îäèíàêîâûõ ïîáîëüøå. Ìîæíî åù¼ âûáðàòü

äâà âèäà äåòàëåé è ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî íóæíî òåõ è äðóãèõ.

Íó, à åñëè äåòàëè ¾äëÿ ñáîðêè¿ çàäàíû è îíè ðàçíûå? Òîãäà ñòî-

èò ïîïûòàòüñÿ îáúåäèíèòü ýòè ÷àñòè â îäèíàêîâûå áëîêè, è ñòðîèòü

èç áëîêîâ.

23.1.4. Íàçîâ¼ì íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî çåáðîé, åñëè â åãî

çàïèñè ñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå öè�ðû è ñðåäè öè�ð

2

Ýòà ïîäáîðêà çàäà÷ ñîñòàâëåíà ïî êíèãàì [Shap14℄ è [Shap15℄.
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åñòü íå ìåíåå òð¼õ ðàçëè÷íûõ. Ìîæåò ëè ðàçíîñòü äâóõ 100-çíà÷íûõ
çåáð áûòü 100-çíà÷íîé çåáðîé?

23.1.5. �ðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè 3, 4 è 5 ðàçáèòû íà

åäèíè÷íûå êëåòêè. Â êàæäóþ êëåòêó âïèñàëè ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñ-

ëó. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå êîëüöà øèðèíîé â îäíó êëåòêó, ïà-

ðàëëåëüíûå êàêîé-íèáóäü ãðàíè. Ìîæåò ëè ñóììà ÷èñåë â êàæäîì

òàêîì êîëüöå áûòü îäíîé è òîé æå?

Â çàäà÷àõ, ãäå òðåáóþòñÿ ðàâíûå ÷àñòè, ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü

�îðìó ÷àñòåé. Òóò ìîæåò ïîìî÷ü òàêîå ñîîáðàæåíèå: ÷àñòè çàâåäî-

ìî ðàâíû, åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ñèììåòðèåé, ñäâèãîì

èëè ïîâîðîòàìè. Òàê, äëÿ êâàäðàòà ïîïóëÿðíû ðàçðåçàíèÿ, ïåðå-

õîäÿùèå â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà 90◦, à äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà � ïðè ïîâîðîòå íà 120◦. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îáúåêòîâ ïîèñê

ïðèìåðà íà÷èíàþò ñ ñèììåòðè÷íûõ èëè ¾ïî÷òè ñèììåòðè÷íûõ¿

êîíñòðóêöèé. Ñèììåòðèÿ è èäåÿ ¾ðàñïîëîæèòü îáúåêòû ïî êðóãó¿

ïðèìåíèìà è â íåãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

23.1.6. Ìîæíî ëè ð¼áðà êóáà çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè −6, −5, −4,
−3, −2, −1, 1, 2, 3, 4, 5, 6 òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé òðîéêè ð¼áåð,

âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû, ñóììà áûëà îäèíàêîâà?

23.1.7. Êðóã ðàçðåçàëè íà íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé. Îáÿçàòåëüíî

ëè ãðàíèöà êàæäîé ÷àñòè ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð êðóãà?

Åñëè ê êîíñòðóêöèè ïðåäúÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûå òðåáîâà-

íèÿ, ïðèñìîòðèòåñü âíèìàòåëüíåå. ×àñòî ýòè ïðîòèâîðå÷èÿ ìíè-

ìûå. Òàê, áîëüøîé ïåðèìåòð íå ïðîòèâîðå÷èò ìàëîé ïëîùàäè. Âî-

îáùå, ñëîâàì ¾ìíîãî¿, ¾ìàëî¿, ¾ñèëüíî¿ íóæíî óìåòü ïðèäàòü â ðå-

øåíèè òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé è íåðà-

âåíñòâ.

23.1.8.* Â ìîðå ïëàâàåò àéñáåðã â �îðìå âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî 90% åãî îáú¼ìà íàõîäèòñÿ íèæå óðîâíÿ

âîäû è ïðè ýòîì áîëüøå ïîëîâèíû åãî ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ âûøå

óðîâíÿ âîäû?

23.1.9. Åñòü òðè èãðàëüíûõ êóáèêà ñ íåñòàíäàðòíûìè íàáîðàìè

÷èñåë íà ãðàíÿõ. Ñêàæåì, ÷òî êóáèê À âûèãðûâàåò ó êóáèêà B, åñëè
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ïðè èõ îäíîâðåìåííîì áðîñàíèè ÷èñëî íà A áóäåò áîëüøå ÷èñëà íà

B ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøå 0,5. Ìîæåò ëè ïåðâûé êóáèê âûèãðûâàòü

ó âòîðîãî, âòîðîé � ó òðåòüåãî, à òðåòèé � ó ïåðâîãî?

(Ïðèâåä¼ì ðàâíîñèëüíóþ �îðìóëèðîâêó ýòîé æå çàäà÷è, íå èñ-

ïîëüçóþùóþ ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè: äëÿ ïàðû êóáèêîâ A è B ñîñòà-

âèì 36 óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (ãðàíü A, ãðàíü B). Çàìåíèì â êàæ-

äîé ïàðå ãðàíü íà ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ãðàíè. Êóáèê À âûèãðûâàåò

ó B, åñëè áîëåå ÷åì â ïîëîâèíå ïàð ïåðâîå ÷èñëî áîëüøå âòîðîãî.)

Ïîìåøàòü ðåøèòü çàäà÷ó ìîãóò íåâèäèìûå áàðüåðû â ãîëîâå ðå-

øàòåëÿ. Åñëè î÷åâèäíîãî ðåøåíèÿ íå âèäíî, íàäî ðàñøèðÿòü ñïèñîê

âàðèàíòîâ, ïî âîçìîæíîñòè äî ïîëíîãî. Èíåðöèÿ ìûøëåíèÿ ïðîÿâ-

ëÿåòñÿ â òîì, ÷òî êëþ÷åâîé âàðèàíò ïðîïóñêàþò ëèáî íå ïîäîçðåâà-

þò, ÷òî âàðèàíòîâ áîëåå îäíîãî. Ïðèìåíèòå ¾ìåòîä Øåðëîêà Õîëì-

ñà¿: îòáðîñüòå âñå íåâîçìîæíûå ñëó÷àè, òîãäà ïîñëåäíèé âàðèàíò

îêàæåòñÿ âîçìîæíûì, êàêèì áû íåâåðîÿòíûì îí íè êàçàëñÿ.

�èñ. 2.3:

23.1.10. Íà ñòîëå ëåæàò 9 ÿáëîê, îáðàçóÿ 10 ðÿäîâ ïî 3 ÿáëîêà

â êàæäîì (ñì. ðèñ. 2.3). Èçâåñòíî, ÷òî ó äåâÿòè ðÿäîâ âåñà îäè-

íàêîâû, à âåñ äåñÿòîãî ðÿäà îòëè÷àåòñÿ. Åñòü ýëåêòðîííûå âåñû,

íà êîòîðûõ çà ðóáëü ìîæíî óçíàòü âåñ ëþáîé ãðóïïû ÿáëîê. Êàêîå

íàèìåíüøåå ÷èñëî ðóáëåé íàäî çàïëàòèòü, ÷òîáû óçíàòü, âåñ êàêîãî

èìåííî ðÿäà îòëè÷àåòñÿ?

23.1.11. Ìîæåò ëè ïðÿìàÿ ðàçáèòü êàêîé-íèáóäü øåñòèóãîëüíèê

íà 4 ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà?
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�åäóêöèÿ � ýòî ñâåä�åíèå ñëîæíîé çàäà÷è ê áîëåå ïðîñòîé. Òàê,

åñëè ñëîæíóþ êîíñòðóêöèþ íå óäà¼òñÿ ñðàçó ïîñòðîèòü öåëèêîì,

ïîñòðîéòå å¼ íåîáõîäèìóþ ÷àñòü. Äàæå åñëè ýòó ÷àñòü íå óäàñòñÿ

ïîòîì äîñòðîèòü äî öåëîãî, ðåøåíèå óïðîù¼ííîé çàäà÷è ìîæåò ïî-

ñëóæèòü ðàçìèíêîé, ïîñëå ÷åãî âû âåðí¼òåñü ê ñëîæíîé çàäà÷å óæå

ñ íàêîïëåííûì îïûòîì.

23.1.12. Áàðîí Ìþíõãàóçåí ãîâîðèò, ÷òî ó íåãî åñòü ìíîãîçíà÷-

íîå ÷èñëî-ïàëèíäðîì (ò. å. îíî ÷èòàåòñÿ îäèíàêîâî ñëåâà íàïðàâî

è ñïðàâà íàëåâî). Íàïèñàâ åãî íà áóìàæíîé ëåíòå, áàðîí ñäåëàë

íåñêîëüêî ðàçðåçîâ ìåæäó öè�ðàìè. Ëåíòà ðàñïàëàñü íà N êóñêîâ.

Ïåðåëîæèâ êóñêè â äðóãîì ïîðÿäêå, áàðîí óâèäåë, ÷òî íà êóñêàõ

ïî ðàçó çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, . . ., N . Ìîãóò ëè ñëîâà áàðîíà áûòü

ïðàâäîé?

Ïðè ïîñòðîåíèè êîíñòðóêöèè ìîæåò ìåøàòü íåîäíîçíà÷íîñòü

âûáîðà. Â óçêîì ìåñòå âñ¼ îäíîçíà÷íî èëè íåîïðåäåë¼ííîñòü ìè-

íèìàëüíà, ÷òî ñîêðàùàåò ïåðåáîð. Íà÷àâ ñ óçêîãî ìåñòà, ìû ëè-

áî áûñòðî ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ëèáî ïîñòðîèì áîëüøîé êóñîê

êîíñòðóêöèè. Êàê èñêàòü óçêèå ìåñòà? Ïðèñìîòðèòåñü: îíè ñëóæàò

ïðåïÿòñòâèÿìè ê ïîñòðîåíèþ êîíñòðóêöèè èëè êàæóòñÿ òàêîâûìè.

23.1.13. Çàïèñàâ ÷èñëà 1, 1
2 ,

1
3 , . . .,

1
10 â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ñî-

åäèíèòå èõ çíàêàìè ÷åòûð¼õ àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé òàê, ÷òîáû

ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ðàâíÿëîñü 0. (Ñêîáêè èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ.)

23.1.14. Ñóùåñòâóþò ëè òðè ðàâíûõ ñåìèóãîëüíèêà, âñå âåðøèíû

êîòîðûõ ñîâïàäàþò, íî íèêàêèå ñòîðîíû íå ñîâïàäàþò?

23.1.15. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êàêîé-íèáóäü òðåóãîëüíèê íà ÷åòûðå

âûïóêëûå �èãóðû: òðåóãîëüíèê, ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ïÿòèóãîëüíèê

è øåñòèóãîëüíèê?

Ïðè ïîñòåïåííîì êîíñòðóèðîâàíèè ê ïðèìåðó èäóò ÷åðåç öå-

ïî÷êó âñïîìîãàòåëüíûõ êîíñòðóêöèé-çàãîòîâîê. Íà êàæäîì øàãå

î÷åðåäíàÿ êîíñòðóêöèÿ óëó÷øàåòñÿ äî ñëåäóþùåé. Â çàãîòîâêå

òðåáîâàíèÿ ê îêîí÷àòåëüíîé êîíñòðóêöèè âûïîëíåíû ëèøü ÷àñòè÷-

íî. Îñòàâëÿåì ïðèíöèïèàëüíûå óñëîâèÿ, âðåìåííî çàáûâàåì èëè

îñëàáëÿåì òåõíè÷åñêèå.
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23.1.16. Ìîãóò ëè â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âñå ñòîðîíû è âû-

ñîòû èçìåðÿòüñÿ öåëûì ÷èñëîì ñàíòèìåòðîâ?

23.1.17. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàëèíäðîì, äåëÿùèéñÿ íà 6100.
(Íàïîìíèì, ÷òî ïàëèíäðîì � ýòî ÷èñëî, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ ïðè

çàïèñè åãî öè�ð â îáðàòíîì ïîðÿäêå.)

Íàêîíåö, ïðè êîíñòðóêöèè ïî èíäóêöèè ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ

ïîñòåïåííî, íî óæå çà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Òàêèì êîíñòðóê-

öèÿì ïîñâÿù¼í ï. 21.5 ¾Êîíå÷íîå è ñ÷¼òíîå¿.

Ïðîäîëæèòü çíàêîìñòâî ñ êîíñòðóêöèÿìè ìîæíî ïî ñòàòüå [GK℄

è êíèãàì [Shap14, Shap15, Shap08℄.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

�åøåíèÿ çàäà÷ è ïóòè ê ðåøåíèþ òùàòåëüíî ðàçäåëåíû. �å-

øåíèå � ýòî òî, ÷òî ðåøàþùèé çàäà÷ó â èäåàëå äîëæåí íàïèñàòü.

Ïóòü ê ðåøåíèþ äîëæåí îñòàòüñÿ â ãîëîâå, çäåñü îí ïîÿñíÿåò, êàê

ýòî ðåøåíèå ìîæíî áûëî ïðèäóìàòü. Â çàäà÷àõ íà êîíñòðóêöèþ

ðåøåíèå è ïóòü ê ðåøåíèþ îáû÷íî èìåþò ìàëî îáùåãî.

�åøåíèå â çàäà÷å íà êîíñòðóêöèþ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïðè-

ìåðà, òî åñòü îïèñàíèÿ êîíñòðóêöèè, è äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî

îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Äëÿ íàøèõ çàäà÷ âòîðàÿ ÷àñòü

íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà è îáû÷íî îïóñêàåòñÿ. Íî èíîãäà èç ìíîãèõ

âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ íóæíî åù¼ âûáðàòü òîò, äëÿ êîòîðîãî äîêà-

çàòåëüñòâî ïðîùå.

23.1.1. Îòâåò: íå îáÿçàòåëüíî.

�åøåíèå. �àññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ACD è òî÷-

êó B íà ïðîäîëæåíèè îñíîâàíèÿ DC. Ó òðåóãîëüíèêîâ ABC è ABD
ñòîðîíà AB è âûñîòà AH îáùèå, ñòîðîíû AC è AD ðàâíû. Îäíàêî

ýòè òðåóãîëüíèêè íå ðàâíû: îäèí � ÷àñòü äðóãîãî.

Ïóòü ê ðåøåíèþ. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî äâóì

ñòîðîíàì b, c è âûñîòå h, ïðîâåä¼ííîé ê òðåòüåé ñòîðîíå. Äëÿ ýòî-

ãî ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ l (íà íåé áóäåò ëåæàòü òðåòüÿ ñòîðîíà) è ïî-

ñòðîèì âåðøèíó A íà ðàññòîÿíèè h îò l. Äâå äðóãèå âåðøèíû òðå-

óãîëüíèêà äîëæíû ëåæàòü íà ýòîé ïðÿìîé íà ðàññòîÿíèÿõ b è c
îò òî÷êè A. Ïðîâåäÿ îêðóæíîñòè óêàçàííûõ ðàäèóñîâ ñ öåíòðîì
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23.4.12. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî óãîëêîâ èç òð¼õ êëåòîê íóæíî

ðàçìåñòèòü â êâàäðàòå 8 × 8 êëåòîê, ÷òîáû â íåãî íåëüçÿ áûëî ïî-

ìåñòèòü áåç íàëîæåíèÿ íè îäíîé òàêîé �èãóðû?

23.4.13. Â êâàäðàòå 7× 7 êëåòîê íóæíî îòìåòèòü öåíòðû n êëåòîê

òàê, ÷òîáû íèêàêèå 4 îòìå÷åííûå òî÷êè íå ÿâëÿëèñü âåðøèíàìè

ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì êâàäðàòà.

Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ýòî âîçìîæíî?

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

23.4.1. Êàæäàÿ �èãóðà ¾äîìèíî¿ ñîäåðæèò îäíó áåëóþ è îäíó

÷¼ðíóþ êëåòêó. Íî â íàøåé �èãóðå 32 ÷¼ðíûõ è 30 áåëûõ êëåòîê

(èëè íàîáîðîò). Ïîäðîáíûé ðàçáîð ñì. â ñòàòüå [Soi℄.

23.5 Ïîëóèíâàðèàíòû

7

(1). À.Â.Øàïîâàëîâ

Åñëè ñëîâî ¾èíâàðèàíò¿ îçíà÷àåò ¾íåèçìåííûé¿, òî ¾ïîëóèíâà-

ðèàíò¿ � íåèçìåííûé íàïîëîâèíó.

Áûâàåò òàê, ÷òî ìû ìåíÿåì êîíñòðóêöèþ, à êàêàÿ-òî ñâÿçàííàÿ

ñ ýòîé êîíñòðóêöèåé âåëè÷èíà ìîæåò ìåíÿòüñÿ òîëüêî â îäíó ñòîðî-

íó, òî åñòü ëèáî òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ, ëèáî òîëüêî óìåíüøàòüñÿ.

Åù¼ âîçìîæíî, ÷òî ìû äåëàåì õîäû è â îäíó ñòîðîíó ìåíÿåòñÿ

âåëè÷èíà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîçèöèåé. Íàïðèìåð, ïðè èãðå â êðåñòèêè-

íîëèêè ÷èñëî çàïîëíåííûõ êëåòîê ñ êàæäûì õîäîì óâåëè÷èâàåòñÿ.

Íà îãðàíè÷åííîé äîñêå èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî èãðà

çàêîí÷èòñÿ. Ïðè èãðå íà áåñêîíå÷íîé äîñêå èãðà ìîæåò íå çàêîí-

÷èòüñÿ íèêîãäà, íî çàòî ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ïîçèöèÿ íå

ïîâòîðèòñÿ, � âåäü ÷èñëî çàïîëíåííûõ êëåòîê êàæäûé ðàç íîâîå!

×óòü áîëåå �îðìàëüíî: ïóñòü ìû ìåíÿåì êîíñòðóêöèè (èëè ïî-

çèöèè) ñ ïîìîùüþ ðàçðåø¼ííûõ îïåðàöèé (èëè õîäîâ) è íàì óäà-

ëîñü ñâÿçàòü ñ êàæäîé êîíñòðóêöèåé/ïîçèöèåé âåëè÷èíó, çíà÷åíèå

êîòîðîé ïðè ëþáîì ðàçðåø¼ííîì ïðåîáðàçîâàíèè ëèáî íå ìåíÿåòñÿ,

ëèáî ìåíÿåòñÿ âñåãäà â îäíó è òó æå ñòîðîíó. Òîãäà ýòà âåëè÷èíà

7

Èäåéíûìè ïðåäøåñòâåííèêàìè ïîäáîðîê ¾Èíâàðèàíòû¿ è ¾Ïîëóèíâàðèàí-

òû¿ áûëè, ñðåäè ïðî÷åãî, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàãðà�û êíèãè [KK08℄.
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íàçûâàåòñÿ ïîëóèíâàðèàíòîì

8

. Åñëè ïîëóèíâàðèàíò ìåíÿåòñÿ ïðè

êàæäîé îïåðàöèè/õîäå, îí íàçûâàåò ñòðîãèì, èíà÷å � íåñòðîãèì.

Â òèïîâûõ çàäà÷àõ ¾íà ïîëóèíâàðèàíò¿ äîêàçûâàþò íåâîçìîæ-

íîñòü à) ïîâòîðåíèÿ ïîçèöèé; á) áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà õîäîâ; â) ïî-

ñòðîåíèÿ êîíñòðóêöèé. Äëÿ ïîñëåäíåãî íàõîäÿò ïîëóèíâàðèàíò è ïðî-

âåðÿþò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé êîíñòðóêöèè èç èñõîäíîé ïî-

ëóèíâàðèàíò äîëæåí áûë áû ìåíÿòüñÿ íå â òó ñòîðîíó.

Íî êàê íàéòè ïîëóèíâàðèàíò? Íà÷íèòå ñ ïðîâåðêè òèïîâûõ âå-

ëè÷èí: ñóìì, ïðîèçâåäåíèé, ïëîùàäåé, ïåðèìåòðîâ è èõ êîìáèíà-

öèé. Åñëè êîíñòðóêöèÿ çàâèñèò îò öåëûõ ÷èñåë, òî ïîëóèíâàðèàí-

òîì ìîæåò áûòü ÍÎÄ èëè ÍÎÊ.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷àõ âàæíî, ÷òî ïîëóèíâàðèàíò öåëî÷èñ-

ëåííûé è íå ìîæåò áûòü áîëüøå îïðåäåë¼ííîãî ÷èñëà.

23.5.1. Íà øàõìàòíîé äîñêå 100 × 100 êîðîëþ ðàçðåøåíî õîäèòü

âïðàâî, ââåðõ èëè âïðàâî-ââåðõ ïî äèàãîíàëè. Êàêîå íàèáîëüøåå

÷èñëî õîäîâ îí ìîæåò ñäåëàòü?

23.5.2. Â êëåòêàõ òàáëèöû 99× 99 ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà. Åñëè

â êàêîì-òî ðÿäó (ñòðîêå èëè ñòîëáöå) ñóììà îòðèöàòåëüíà, ðàçðå-

øàåòñÿ â ýòîì ðÿäó ïîìåíÿòü çíàêè âñåõ ÷èñåë íà ïðîòèâîïîëîæ-

íûå. Äîêàæèòå, ÷òî â èòîãå ìîæíî ñäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

òàêèõ îïåðàöèé.

Åñëè ïîëóèíâàðèàíò íå öåëî÷èñëåííûé, òî åãî îãðàíè÷åííîñòü

åù¼ íå ãàðàíòèðóåò îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà (íàïðèìåð, óáûâàþùèé ïî-

ëîæèòåëüíûé ïîëóèíâàðèàíò ìîã áû áåñêîíå÷íî äîëãî ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . , 1/n, . . .). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåêðàùåíèå

õîäîâ ãàðàíòèðóåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîçèöèé.

23.5.3. Äàíî 10 ÷èñåë. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî äâà íåðàâíûõ ÷èñ-

ëà çàìåíèòü íà äâà ðàâíûõ ñ òîé æå ñóììîé. Ìîæåò ëè ýòîò ïðîöåññ

äëÿ êàêîãî-òî èñõîäíîãî íàáîðà ÷èñåë

(a) ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî;

(b) çàöèêëèòüñÿ (òî åñòü ìîæåò ëè îäèí è òîò æå íàáîð ÷èñåë

âîçíèêíóòü äâàæäû)?

8

Ýòà �ðàçà íå ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì îïðåäåëåíèì ïîëóèíâàðèàíòà. Íî äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íå íóæíî.
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23.5.4. Ïî êðóãó âûïèñàíî íåñêîëüêî ÷èñåë. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

÷åòûð¼õ èäóùèõ ïîäðÿä ÷èñåë a, b, c, d îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (a− d)(b−
c) < 0, òî ÷èñëà b è c ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî

òàêóþ îïåðàöèþ ìîæíî ïðîäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Î÷åíü ÷àñòî ïîëîæåíèå, â êîòîðîì íåò ðàçðåø¼ííûõ îïåðàöèé,

è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

23.5.5. Â êëåòêè ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû âïèñàíû ÷èñëà. �àçðåøà-

åòñÿ îäíîâðåìåííî ìåíÿòü çíàê ó âñåõ ÷èñåë íåêîòîðîãî ñòîëáöà èëè

íåêîòîðîé ñòðîêè. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîêðàòíûì ïîâòîðåíèåì ýòîé

îïåðàöèè ìîæíî ïðåâðàòèòü äàííóþ òàáëèöó â òàêóþ, ó êîòîðîé

ñóììû ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå èëè ëþáîì ñòîëáöå íåîòðèöàòåëüíû.

Â êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ ïîëóèíâàðèàíòîì ÷àñòî ñëóæèò ÷èñ-

ëî êîìáèíàöèé, íàïðèìåð ïàð, òðîåê, ïîäìíîæåñòâ èëè ïåðåñòàíî-

âîê êàêîãî-òî âèäà.

23.5.6. Â òðèäåâÿòîì öàðñòâå âñå ãîðîäà ïîäíÿëè íàä ðàòóøàìè

�ëàãè � ãîëóáûå ëèáî îðàíæåâûå. Êàæäûé äåíü æèòåëè óçíàþò

öâåòà �ëàãîâ ó ñîñåäåé â ðàäèóñå 100 êì. Îäèí èç ãîðîäîâ, ãäå

ó áîëüøèíñòâà ñîñåäåé �ëàãè äðóãîãî öâåòà, ìåíÿåò ñâîé �ëàã íà

ýòîò äðóãîé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî ñî âðåìåíåì ñìåíû öâåòà �ëàãîâ

ïðåêðàòÿòñÿ.

Íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè ñîçäàþòñÿ ¾ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíî-

ãî óëó÷øåíèÿ¿. Ìû áåð¼ì íåñîâåðøåííóþ êîíñòðóêöèþ è íà÷èíàåì

å¼ ïðåîáðàçîâûâàòü. Ïîëóèíâàðèàíò ãàðàíòèðóåò çàâåðøåíèå ïðî-

öåññà è äîñòèæåíèå íóæíîãî ý��åêòà â êîíöå.

23.5.7. Â ïàðëàìåíòå êàæäûé äåïóòàò èìååò íå áîëåå òð¼õ âðàãîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ïàðëàìåíò ìîæíî òàê ðàçáèòü íà äâå ïàëàòû, ÷òî

ó êàæäîãî äåïóòàòà â åãî ïàëàòå áóäåò íå áîëåå îäíîãî âðàãà.

23.5.8. Íà ïëîñêîñòè äàíî 100 êðàñíûõ è 100 ñèíèõ òî÷åê, íèêàêèå
òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî

ïðîâåñòè 100 íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè ðàçíûõ öâåòîâ.

Ïîëóèíâàðèàíò ìîæåò áûòü è íåñòðîãèì, ò. å. íå ìåíÿòüñÿ ïðè

íåêîòîðûõ õîäàõ. Òîãäà ïîëåçíî íàéòè åù¼ îäèí ïîëóèíâàðèàíò, êî-

òîðûé ñòðîãî ìåíÿåòñÿ êàê ðàç òîãäà, êîãäà ïåðâûé îñòà¼òñÿ íåèç-

ìåííûì.
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23.5.9. Íà øàõìàòíîé äîñêå 100 × 100 êîðîëþ ðàçðåøåíî õîäèòü

âïðàâî, ââåðõ, âïðàâî-ââåðõ èëè âïðàâî-âíèç ïî äèàãîíàëè. Äîêà-

æèòå, ÷òî îí ìîæåò ñäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî õîäîâ.

Åñëè è âòîðîé ïîëóèíâàðèàíò îêàçûâàåòñÿ íåñòðîãèì, òî ïðè-

õîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü è òðåòèé, è ÷åòâ¼ðòûé è ò. ä. Â ýòîì ñëó-

÷àå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü íàáîðû çíà÷åíèé ïîëóèíâàðèàíòîâ

êàê ñòðîêè, óïîðÿäî÷åííûå ëåêñèêîãðà�è÷åñêè (êàê ñëîâà â ñëîâà-

ðå: ñðàâíèâàþòñÿ ïåðâûå ýëåìåíòû, ïðè ðàâåíñòâå � âòîðûå è ò. ä.

è òàê äî ïåðâîãî íåñîâïàäåíèÿ).

23.5.10. Â êîëîäå ÷àñòü êàðò ëåæèò ðóáàøêîé âíèç. Âðåìÿ îò âðå-

ìåíè Ïåòÿ âûíèìàåò èç êîëîäû ïà÷êó èç íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäó-

ùèõ êàðò, â êîòîðîé âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êàðòû ëåæàò ðóáàøêîé âíèç

(â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âûíóòü ïðîñòî îäíó êàðòó ðóáàøêîé âíèç), ïå-

ðåâîðà÷èâàåò ýòó ïà÷êó êàê îäíî öåëîå è âñòàâëÿåò â òî æå ìåñòî

êîëîäû. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê Ïåòÿ âûáèðàåò ïà÷-

êè, â êîíöå êîíöîâ âñå êàðòû ëÿãóò ðóáàøêîé ââåðõ.

Â çàêëþ÷åíèå � åù¼ íåñêîëüêî çàäà÷ íà ïîëóèíâàðèàíòû è èõ

êîìáèíàöèè.

23.5.11. Â ñòðîêå çàïèñàíî íåñêîëüêî ÷èñåë. Êàæäóþ ñåêóíäó ðî-

áîò âûáèðàåò êàêóþ-ëèáî ïàðó ðÿäîì ñòîÿùèõ ÷èñåë, â êîòîðîé ëå-

âîå ÷èñëî áîëüøå ïðàâîãî, ìåíÿåò èõ ìåñòàìè è ïðè ýòîì óìíîæàåò

îáà ÷èñëà íà 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñäåëàòü î÷å-

ðåäíóþ òàêóþ îïåðàöèþ áóäåò íåâîçìîæíî.

23.5.12. Ó Êàðëñîíà åñòü 1000 áàíîê ñ âàðåíüåì. Áàíêè íå îáÿçà-

òåëüíî îäèíàêîâûå, íî â êàæäîé � íå áîëüøå ÷åì ñîòàÿ ÷àñòü âñå-

ãî âàðåíüÿ. Íà çàâòðàê Êàðëñîí ìîæåò ñúåñòü ïîðîâíó âàðåíüÿ èç

ëþáûõ 100 áàíîê. Äîêàæèòå, ÷òî Êàðëñîí ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê,

÷òîáû çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çàâòðàêîâ ñúåñòü âñ¼ âàðåíüå.

23.5.13. Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíî íåñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàçäå-
ëèòü îêðóæíîñòü íà òðè äóãè òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë íà ñîñåäíèõ

äóãàõ áóäóò îòëè÷àòüñÿ íå áîëüøå ÷åì íà 1. (Åñëè íà äóãå íåò ÷è-

ñåë, òî ñóììà íà íåé ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.)
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24 Àëãîðèòìû

24.1 Èãðû (1)

9

.Ä.À.Ïåðìÿêîâ,Ì.Á.Ñêîïåíêîâ, À.Â.Øà-

ïîâàëîâ

Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåêîòîðûìè êðà-

ñèâûìè èäåÿìè òåîðèè èãð. Îáùèå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî òåìå

¾Èãðû¿ ìîæíî íàéòè â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå êíèãè [GIF℄.

Ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ

Ñàìàÿ ðàñïðîñòðàí¼ííàÿ ñòðàòåãèÿ â èãðàõ � ñèììåòðè÷íàÿ (à òàê-

æå å¼ îáîáùåíèå � äîïîëíÿþùàÿ). Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäóþùèõ çà-

äà÷ ïîëåçíî çíàêîìñòâî ñ ï. 23.2 ¾Èíâàðèàíòû I¿, ïîñêîëüêó ìíîãèå

ñòðàòåãèè â èãðàõ îñíîâàíû íà èíâàðèàíòàõ (ïðèìåð èíâàðèàíòà �

ñèììåòðè÷íîñòü ïîçèöèè).

24.1.1. (a) Äâîå ïî î÷åðåäè âûêëàäûâàþò äîìèíîøêè íà øàõìàò-

íóþ äîñêó. Êàæäàÿ äîìèíîøêà ïîêðûâàåò ðîâíî äâå êëåòêè äîñ-

êè, êàæäàÿ êëåòêà ìîæåò áûòü ïîêðûòà íå áîëåå ÷åì îäíîé äî-

ìèíîøêîé. Ïðîèãðûâàåò òîò èãðîê, êîòîðûé íå ìîæåò ïîëîæèòü

î÷åðåäíóþ äîìèíîøêó. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? Êàê

îí äîëæåí äëÿ ýòîãî èãðàòü?

(b) Òî æå äëÿ äîñêè 8× 9.

Âîò ÷òî îçíà÷àþò âîïðîñû ýòîé çàäà÷è. Â îòâåòå íà ïåðâûé âî-

ïðîñ íóæíî íàçâàòü èãðîêà, êîòîðûé âûèãðûâàåò ïðè ëþáîé èã-

ðå ñâîåãî ïðîòèâíèêà. Â îòâåòå íà âòîðîé âîïðîñ íóæíî ïðèâåñòè

àëãîðèòì äåéñòâèé ýòîãî èãðîêà, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò âûèãðûø

(âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ). Âàæíî ÷¼òêî îòäåëÿòü ñàì àëãîðèòì îò

äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî àëãîðèòì ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó ðåçóëü-

òàòó.

Âòîðîé ïóíêò ýòîé çàäà÷è ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñåãäà ñèììåòðè÷-

íîñòü ïîçèöèè ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ ðàáîòàåò.

9

Ïîäïóíêòû ¾Ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ¿, ¾Âûðàùèâàíèå äåðåâà ïîçèöèé¿,

¾Ïåðåäà÷à õîäà¿ íàïèñàíû Ä.À.Ïåðìÿêîâûì è Ì.Á. Ñêîïåíêîâûì, ¾Èãðû-

øóòêè¿, ¾Èãðà íà îïåðåæåíèå¿, ¾Íàêîïëåíèå ïðåèìóùåñòâà¿�À.Â.Øàïîâà-

ëîâûì, ¾Ñìåñü¿ � âñåìè òðåìÿ àâòîðàìè.



24. ÀË�Î�ÈÒÌÛ 651

24.1.2.

◦
(Çàãàäêà.) Ê êàêîìó ðåçóëüòàòó ïðèâåä¼ò ïîïûòêà ÷¼ðíûõ

çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íî êîïèðîâàòü õîäû ïðîòèâíèêà â îáû÷íûõ

øàõìàòàõ ïðè ïðàâèëüíîé èãðå áåëûõ? Âûáåðèòå âåðíûé âàðèàíò

îòâåòà:

1) ê íè÷üåé; 2) ê âûèãðûøó áåëûõ; 3) ê âûèãðûøó ÷¼ðíûõ.

Êëþ÷åâîé èäååé ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëüêî ñèììåòðèÿ, ñêîëüêî ðàçáè-

åíèå âñåõ âîçìîæíûõ ïîçèöèé íà ïàðû. Äîïîëíÿþùàÿ ñòðàòåãèÿ

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà õîä ïðîòèâíèêà îòâå÷àòü õîäîì âî âòîðóþ

ïîçèöèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû.

24.1.3. Íà øàõìàòíîé äîñêå ñòîèò êîðîëü. Äâîå ïî î÷åðåäè õîäÿò

èì. Ïðîèãðûâàåò èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî êîðîëü îêàçûâàåòñÿ

â êëåòêå, â êîòîðîé ïîáûâàë ðàíåå. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé

èãðå è êàê îí äîëæåí äëÿ ýòîãî èãðàòü?

Èãðà íà îïåðåæåíèå

Èãðà íà îïåðåæåíèå �ðàñïðîñòðàí¼ííûé ïðè¼ì â íåìàòåìàòè-

÷åñêèõ èãðàõ. Íî è â ìàòåìàòè÷åñêèõ èãðàõ áûâàåò, ÷òî âûèãðûø

äîñòà¼òñÿ òîìó, êòî ïåðâûé ñóìååò çàíÿòü êëþ÷åâîå ïîëîæåíèå. Ïî-

ñëå ýòîãî, êàê ïðàâèëî, ðàáîòàåò äîïîëíÿþùàÿ ñòðàòåãèÿ.

24.1.4. Åñòü 9 çàïå÷àòàííûõ ïðîçðà÷íûõ êîðîáîê ñîîòâåòñòâåííî

ñ 1, 2, 3, . . . , 9 �èøêàìè. Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè áåðóò ïî îäíîé
�èøêå èç ëþáîé êîðîáêè, ðàñïå÷àòûâàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, êîðîáêó.

Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî ïîñëåäíèì ðàñïå÷àòàåò êîðîáêó. Êòî èç íèõ

ìîæåò âñåãäà âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò èãðû ïðîòèâíèêà?

24.1.5. Â îäíîì èç óãëîâ øàõìàòíîé äîñêè ëåæèò ïëîñêèé êàð-

òîííûé êâàäðàò 2× 2, à â ïðîòèâîïîëîæíîì � êâàäðàò 1× 1. Äâîå
èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè ïåðåêàòûâàþò êàæäûé ñâîé êâàäðàò ÷åðåç

ñòîðîíó: Áîðÿ � áîëüøîé êâàäðàò, à Ìèøà�ìàëåíüêèé. Áîðÿ âû-

èãðûâàåò, åñëè íå ïîçäíåå 100-ãî õîäà Ìèøèí êâàäðàò îêàæåòñÿ íà

êëåòêå, íàêðûòîé Áîðèíûì êâàäðàòîì. Ìîæåò ëè Áîðÿ âûèãðàòü

íåçàâèñèìî îò èãðû Ìèøè, åñëè

(a) ïåðâûì õîäèò Áîðÿ;

(b) ïåðâûì õîäèò Ìèøà?
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Íàêîïëåíèå ïðåèìóùåñòâà

Íàêîïëåíèå ïðåèìóùåñòâà � òîæå âåñüìà ðàñïðîñòðàí¼ííûé ïðè-

¼ì â íåìàòåìàòè÷åñêèõ èãðàõ. Â ìàòåìàòè÷åñêèõ èãðàõ íàêîïëå-

íèå îáû÷íî ñâÿçàíî ñ êàêèì-íèáóäü ïîëóèíâàðèàíòîì. Ïîýòîìó äëÿ

èçó÷åíèÿ òàêèõ èãð ïîëåçíî çíàêîìñòâî ñ ï. 23.5 ¾Ïîëóèíâàðèàí-

òû¿. Ïðè ýòîì íàäî ïðèäóìàòü àëãîðèòì, âåäóùèé ê íàêîïëåíèþ

íåçàâèñèìî îò ñîïðîòèâëåíèÿ ñîïåðíèêà.

24.1.6. Ìèøà ñòîèò â öåíòðå êðóãëîé ëóæàéêè ðàäèóñà 100 ìåò-

ðîâ. Êàæäóþ ìèíóòó îí äåëàåò øàã äëèíîé 1 ìåòð. Ïåðåä êàæäûì
øàãîì îí îáúÿâëÿåò íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì õî÷åò øàãíóòü. Êàòÿ

èìååò ïðàâî çàñòàâèòü åãî ñìåíèòü íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæ-

íîå. Ìîæåò ëè Ìèøà äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû â êàêîé-òî ìîìåíò

îáÿçàòåëüíî âûéòè ñ ëóæàéêè, èëè Êàòÿ âñåãäà ñìîæåò åìó ïîìå-

øàòü?

24.1.7. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 1×100 000 (âíà÷àëå ïóñòîé) äâîå õîäÿò
ïî î÷åðåäè. Ïåðâûé ìîæåò çà õîä âûñòàâèòü äâà êðåñòèêà â ëþáûå

äâà ñâîáîäíûõ ïîëÿ äîñêè. Âòîðîé ìîæåò ñòåðåòü ëþáîå êîëè÷åñòâî

êðåñòèêîâ, èäóùèõ ïîäðÿä � áåç ïóñòûõ êëåòîê ìåæäó íèìè. Åñëè

ïîñëå õîäà ïåðâîãî îáðàçóåòñÿ 13 èëè áîëåå êðåñòèêîâ ïîäðÿä, îí

âûèãðàë. Ìîæåò ëè ïåðâûé èãðîê âûèãðàòü ïðè ïðàâèëüíîé èãðå

îáåèõ ñòîðîí?

24.1.8. Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè ëîìàþò ïàëêó: ïåðâûé íà äâå

÷àñòè, çàòåì âòîðîé ëîìàåò ëþáîé èç êóñêîâ íà äâå ÷àñòè, çàòåì

ïåðâûé � ëþáîé èç êóñêîâ íà äâå ÷àñòè è ò. ä. Îäèí èç èãðîêîâ âû-

èãðûâàåò, åñëè ñìîæåò ïîñëå êàêîãî-òî èç ñâîèõ õîäîâ ñëîæèòü èç 6
êóñêîâ äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Ìîæåò ëè äðóãîé åìó ïîìåøàòü?

Èãðû-øóòêè

Â èãðàõ-øóòêàõ ïîáåæäàåò âñåãäà îäíà èç ñòîðîí íåçàâèñèìî

îò å¼ æåëàíèÿ.

24.1.9. (a) Íà ñòîëå ëåæàò 2015 êó÷åê ïî îäíîìó îðåõó. Çà îäèí õîä
ðàçðåøàåòñÿ îáúåäèíèòü äâå êó÷êè â îäíó. Äâîå èãðàþùèõ äåëàþò
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õîäû ïî î÷åðåäè, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä, òîò ïðîèãðûâàåò. Êòî

âûèãðàåò?

(b) Òî æå, íî ðàçðåøàåòñÿ îáúåäèíÿòü êó÷êè òîëüêî ñ îäèíàêî-

âûì ÷èñëîì îðåõîâ.

24.1.10. Äàíà êëåò÷àòàÿ ïîëîñà 1×N . Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ

èãðó. Íà î÷åðåäíîì õîäó ïåðâûé èãðîê ñòàâèò â îäíó èç ñâîáîäíûõ

êëåòîê êðåñòèê, à âòîðîé � íîëèê. Íå ðàçðåøàåòñÿ ñòàâèòü â ñî-

ñåäíèå êëåòêè äâà êðåñòèêà èëè äâà íîëèêà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî

íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî èç èãðîêîâ âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé

èãðå? Êàê îí äîëæåí äëÿ ýòîãî èãðàòü?

Êðîìå èãð-øóòîê áûâàþò è ïî÷òè øóòêè, ãäå âûèãðûøíàÿ

ñòðàòåãèÿ òàêîâà: åñëè åñòü âûèãðûø â îäèí õîä, åãî íàäî ñäåëàòü,

èíà÷å ìîæíî äåëàòü ëþáîé õîä. Èëè, íàîáîðîò: äåëàòü ëþáîé õîä,

êðîìå òåõ, êîòîðûå ïðîèãðûâàþò â îäèí õîä. Â òàêèõ èãðàõ âàæ-

íî äîãàäàòüñÿ, êîìó îáÿçàòåëüíî ïðåäñòàâèòñÿ âîçìîæíîñòü ñäåëàòü

âûèãðûøíûé õîä èëè êòî áóäåò âûíóæäåí ñäåëàòü ïðîèãðûâàþùèé

õîä, � è äîêàçàòü ýòî. Êðîìå òîãî, âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò

ñîñòîÿòü â äîñòèæåíèè ïîçèöèè, ïîñëå êîòîðîé èãðà ïðåâðàùàåòñÿ

â èãðó-øóòêó ñ íóæíûì èñõîäîì.

24.1.11. Â äåñÿòè êîðçèíàõ ëåæàò ÿáëîêè: 1, 3, 5, . . . , 19 ÿáëîê.

Ñíà÷àëà áåð¼ò îäíî ÿáëîêî èç ëþáîé êîðçèíû Âàñÿ, ïîòîì � �åíà,

ïîòîì Ë¼âà, ïîòîì îïÿòü Âàñÿ è ò. ä. ïî êðóãó. Ïðîèãðûâàåò òîò,

ïîñëå ÷üåãî õîäà â êàêèõ-òî êîðçèíàõ ñòàíåò ÿáëîê ïîðîâíó. Êòî èç

íèõ íå ìîæåò èçáåæàòü ïðîèãðûøà?

24.1.12. Èç ñïè÷åê ñëîæåí êëåò÷àòûé êâàäðàò 9× 9, ñòîðîíà êàæ-
äîé êëåòêè � îäíà ñïè÷êà. Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè óáèðàþò ïî ñïè÷-

êå, íà÷èíàåò Ïåòÿ. Âûèãðàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà íå îñòàíåòñÿ

öåëûõ êâàäðàòèêîâ 1 × 1. Êòî ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû îáåñ-

ïå÷èòü ñåáå ïîáåäó, êàê áû íè èãðàë åãî ñîïåðíèê?

Âûðàùèâàíèå äåðåâà ïîçèöèé

Îäèí èç óíèâåðñàëüíûõ ñïîñîáîâ àíàëèçà èãðû� âûðàùèâàíèå

äåðåâà ïîçèöèé.
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24.1.13. Ôåðçÿ � â óãîë, èëè ¾öçÿíüøèöçû¿. Ôåðçü ñòîèò íà d1.

Äâîå ïî î÷åðåäè õîäÿò èì ïî íàïðàâëåíèþ ââåðõ, âïðàâî èëè âïðàâî-

ââåðõ. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîñòàâèò åãî íà h8. Êòî âûèãðûâàåò ïðè

ïðàâèëüíîé èãðå è êàê îí äîëæåí äëÿ ýòîãî èãðàòü?

Åñëè íå ïîëó÷àåòñÿ, ïîäóìàéòå ñíà÷àëà íàä ñëåäóþùèì âîïðî-

ñîì.

24.1.14.

◦
Êòî âûèãðûâàåò â èãðå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, åñëè â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò �åðçü ñòîèò íà êëåòêå f4? Âûáåðèòå âåðíûé âàðè-

àíò îòâåòà:

1) ïåðâûé èãðîê; 2) âòîðîé èãðîê.

Âûðàùèâàíèå äåðåâà ïîçèöèé îçíà÷àåò ïîëíûé àíàëèç èãðû.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê áîëåå ñëîæíîé èäåå ïåðåäà÷è õîäà, êîòîðàÿ ïî-

ìîãàåò äàæå òîãäà, êîãäà äëÿ ïîëíîãî àíàëèçà íåò íèêàêîé âîçìîæ-

íîñòè.

Ïåðåäà÷à õîäà

24.1.15. Â äâóõõîäîâûõ øàõìàòàõ �èãóðû õîäÿò ïî îáû÷íûì ïðà-

âèëàì, òîëüêî çà êàæäûé õîä ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ðîâíî äâà õî-

äà îäíîé �èãóðîé. Öåëü èãðû� ñúåñòü êîðîëÿ ñîïåðíèêà. Ïðàâèëà

òðîåêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ïîçèöèè è 50 õîäîâ íå äåéñòâóþò

10

. Äî-

êàæèòå, ÷òî áåëûå â äâóõõîäîâûõ øàõìàòàõ ìîãóò èãðàòü òàê, ÷òî

çàâåäîìî íå ïðîèãðàþò (ò. å. ëèáî âûèãðàþò, ëèáî ñûãðàþò âíè÷üþ).

24.1.16.

◦
Ïðàâèëà øàõìàò áåç öóãöâàíãà

11

îòëè÷àþòñÿ îò ïðà-

âèë îáû÷íûõ øàõìàò òîëüêî äîáàâëåíèåì âîçìîæíîñòè ïðîïóñòèòü

ñâîé õîä äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ. Ìîãóò ëè ÷¼ðíûå âûèãðàòü ïðè

ïðàâèëüíîé èãðå áåëûõ? Âûáåðèòå âåðíûé âàðèàíò îòâåòà:

1) ìîãóò; 2) íå ìîãóò.

10

Åñëè íå çíàåòå, ÷òî ýòî çà ïðàâèëà, èãíîðèðóéòå ýòî ïðåäëîæåíèå.

11

Öóãöâàíãîì â øàõìàòàõ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîçèöèÿ äëÿ èãðîêà, â êîòîðîé

ëþáîé åãî õîä ýòó ïîçèöèþ óõóäøàåò.
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Äàííûé ïàðàãðà� ïîñâÿù¼í ïðîñòåéøèì ïîíÿòèÿì è ïðèìåíå-

íèÿì òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Äëÿ åãî èçó÷åíèÿ íåîáõîäèìî çíàêîìñòâî

ñ îñíîâàìè êîìáèíàòîðèêè, íàïðèìåð ñ ï. 20.1 ¾Ïîäñ÷¼ò ÷èñëà ñïî-

ñîáîâ¿ è 20.3 ¾Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé¿ äàííîé êíèãè.

Êðîìå òîãî, çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé ïîëåçíî íà÷èíàòü

íà ¾�èçè÷åñêîì¿ óðîâíå ñòðîãîñòè, êàê â êíèãå [Shen℄,[Kolm℄. Çäåñü

æå ìû ñðàçó äà¼ì ¾ìàòåìàòè÷åñêèå¿ îïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî ìû ïðè-

âîäèì ìíîãèå çàäà÷è íà ¾ïðàêòè÷åñêîì¿ ÿçûêå è ïîêàçûâàåì íà

ïðèìåðàõ, êàê èõ �îðìàëèçîâàòü. Ôîðìàëèçàöèþ îñòàëüíûõ çàäà÷

îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Òàêàÿ �îðìàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì

ðåøåíèÿ, îò êîòîðîãî ìîæåò çàâèñåòü îòâåò. Ñì., íàïðèìåð, çàäà÷è

25.2.7 (
),(d), 25.4.14, 25.3.5, [GDI, çàäà÷è 6.3.1.b è 6.3.3.
℄.

25.1 Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (1).À.À. Çà-

ñëàâñêèé, À.Á.Ñêîïåíêîâ

�àññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, èìåþùèé m ðàâíîâîçìîæíûõ èñõî-

äîâ, íàïðèìåð áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè, âûòàñêèâàíèå êàðòû èç

êîëîäû è ò. ä. Åñëè èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå (íàïðèìåð, âûïàäå-

íèå øåñò¼ðêè, âûòàñêèâàíèå òóçà è ò. ä.) ïðîèñõîäèò â a èç ýòèõ

èñõîäîâ, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ñ÷èòàþò ðàâíîé p = a/m.

Ýòî ïîÿñíåíèå ïîëåçíî äëÿ íà÷èíàþùåãî, íî íå ÿâëÿåòñÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì. Âîò ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå.

Âåðîÿòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà A êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëî

P (A) = PM (A) := |A|/|M |.
Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìíîæåñòâî M �èêñèðîâàíî

è ïðîïóñêàåòñÿ èç îáîçíà÷åíèé. Òîãäà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåíà äëÿ

âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Èõ ÷àñòî íàçûâàþò ñîáûòèÿìè.

25.1.1. Èç êîëîäû â 52 êàðòû âûòàñêèâàåòñÿ îäíà êàðòà. Íàéäèòå

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà îêàæåòñÿ

(a) ÷¼ðíîé ìàñòè; (b) òóçîì; (
) êàðòèíêîé;

(d) äàìîé ïèê; (e) êîðîë¼ì èëè áóáíîé.

Íàïðèìåð, â çàäà÷å 25.1.1 (ñ) ìíîæåñòâî M (¾âñåõ âîçìîæíûõ

èñõîäîâ¿) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êàðò â êîëîäå, à ìíîæåñòâî A
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(¾èñõîäîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàññìàòðèâàåìîå ñîáûòèå¿) � ñ ìíî-

æåñòâîì êàðòèíîê. Òàê ýòà è ìíîãèå äðóãèå âåðîÿòíîñòíûå çàäà÷è

ìîãóò áûòü ñòðîãî ñ�îðìóëèðîâàíû íà êîìáèíàòîðíîì ÿçûêå.

25.1.2. Ìîíåòà áðîñàåòñÿ 3 ðàçà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ

(a) òð¼õ îðëîâ; (b) äâóõ îðëîâ è ðåøêè.

25.1.3. Ïàññàæèðó êóïåéíîãî âàãîíà óäîáíî, åñëè âñå åãî ïîïóò÷è-

êè îäíîãî ñ íèì ïîëà. Êàêàÿ ÷àñòü ïàññàæèðîâ èñïûòûâàåò óäîá-

ñòâà?

25.1.4. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè áðîñàíèè äâóõ èãðàëü-

íûõ êîñòåé

(a) íà ïåðâîé âûïàäåò áîëüøå î÷êîâ, ÷åì íà âòîðîé;

(b) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ñîñòàâèò 2, 3, . . . , 12.

25.1.5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå öåëîå ÷èñëî îò 1

äî 105

(a) äåëèòñÿ íà 5; (b) äåëèòñÿ íà 7; (
) äåëèòñÿ íà 35.

(a

′
, b

′
, 


′
) Òî æå äëÿ ñëó÷àéíîãî öåëîãî ÷èñëà îò 1 äî 100.

Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç âûøåïðèâåä¼ííûõ çàäà÷ ïîëåçíû

ñëåäóþùèå.

25.1.6. (a) Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ. Ïóñòü A∩B = ∅. Âûðàçèòå P (A∪
B) ÷åðåç P (A) è P (B).

(b) Âûðàçèòå âåðîÿòíîñòü P (A∪B) ÷åðåç P (A), P (B) è P (A∩B).
(
)Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. Âûðàçèòå âåðîÿòíîñòü PM×N (A×B)

÷åðåç PM (A) è PN (B).
Êîììåíòàðèé: PM (A) = PM×N (A ×N) è PN (B) = PM×N (M ×

B).

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò ñèòóàöèþ ïðàâèëà óìíîæå-

íèÿ 25.1.6 (
). Ïîäìíîæåñòâà (ò. å. ñîáûòèÿ) A è B 6= ∅ êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà M íåçàâèñèìû, åñëè äîëÿ (ò. å. âåðîÿòíîñòü) ìíîæåñòâà

A ∩ B â B ðàâíà äîëå (ò. å. âåðîÿòíîñòè) ìíîæåñòâà A â M . Ïðè-

âåä¼ì ñèììåòðè÷íóþ ïåðå�îðìóëèðîâêó, êîòîðàÿ ðàáîòàåò è äëÿ

B = ∅. Ïîäìíîæåñòâà A è B êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M íàçûâàþòñÿ

íåçàâèñèìûìè, åñëè

|A ∩B| · |M | = |A| · |B|.
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Îñíîâíîé ïðèìåð íåçàâèñèìûõ ïîäìíîæåñòâ � â ìíîæåñòâå âñåõ êëå-

òîê øàõìàòíîé äîñêè ïîäìíîæåñòâî êëåòîê â ïåðâûõ òð¼õ å¼ ñòðî-

êàõ è ïîäìíîæåñòâî êëåòîê â ïîñëåäíèõ ÷åòûð¼õ å¼ ñòîëáöàõ, èëè,

áîëåå ñòðîãî, A×N è M ×B â M ×N .

25.1.7. Çàâèñèìû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà? (Ìû íàçûâàåì çà-

âèñèìûìè ïîäìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ íåçàâèñèìûìè.)

(a) Ïîäìíîæåñòâà {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4} è {1, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4}.
(b) Ïîäìíîæåñòâà {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6} è {1, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

25.1.8. Çàâèñèìû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà öåëûõ

÷èñåë îò 1 äî 105?

(a) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5, è ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë,

äåëÿùèõñÿ íà 7.

(b) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 21.

(
) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5.

(d) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 10, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 7.

Ñì. êîìáèíàòîðíûå ïðèìåíåíèÿ, íàïðèìåð, â [GDI, ï. 6.2℄.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

25.1.3. Îòâåò: 1/8.

25.1.5. Îòâåòû: (a) 0,2; (b) 1
7 ; (
)

1
35 ; (a

′
) 0,2; (b′) 0,14; (
′) 0,02.

(a) �åøåíèå (íàïèñàíî Å. Ïàâëîâûì). ÏóñòüM = {1, 2, . . . , 105}�
ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ, A = {5, 10, . . . , 105} = {x ∈
M : 5 | x}�ìíîæåñòâî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ. Òîãäà ïî îïðåäåëå-

íèþ âåðîÿòíîñòü ìíîæåñòâà A ðàâíà P (A) = |A|
|M | =

⌊ 105
5

⌋
105 = 0,2.

25.1.6. Îòâåòû: (a) P (A ∪B) = P (A) + P (B);

(b) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B);

(
) PM×N (A×B) = PM (A)PN (B).
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25.2 Áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (1).À.À. Çà-

ñëàâñêèé, À.Á.Ñêîïåíêîâ

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåëîå ÷èñëî îò 1 äî 100 äåëèòñÿ íà 7, ðàâ-

íà 0.14 (çàäà÷à 25.1.5.b

′
). Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì

áðîñàíèè äâóõ ìîíåò áóäåò 0, 1 èëè 2 îðëà, ðàâíû 0.25, 0.5 è 0.25,

ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòî óäîáíî ñ÷èòàòü ¾ýëåìåíòàðíûìè¿ èñõîäàìè

èìåííî ¾äåëèìîñòü íà 7¿ èëè ¾âûïàäåíèå 0, 1 èëè 2 îðëîâ¿. Èíîãäà

òàêèå èñõîäû âîçíèêàþò è áåç ¾ðàçëîæåíèÿ â áîëåå ýëåìåíòàðíûå¿.

Äëÿ �îðìàëèçàöèè ñëåäóþùåå áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü

çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M è êàæäîìó m ∈ M ïîñòàâëåíî â ñî-

îòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî P (m), ïðè÷¼ì ñóììà âñåõ ýòèõ

÷èñåë ðàâíà 1. Òîãäà âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ñóììà

÷èñåë P (m) ïî âñåì m ∈ A. Òàêàÿ ïàðà (M,P ) íàçûâàåòñÿ (êîíå÷-

íûì) âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñð. [CLRS℄.

25.2.1. (Çàãàäêè) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ïðàâèëà

(a) ñëîæåíèÿ; (b) óìíîæåíèÿ

äëÿ âûøåïðèâåä¼ííîãî îáîáùåíèÿ.

Ïîäìíîæåñòâà A è B ìíîæåñòâà M ñ óêàçàííûì îòîáðàæåíèåì

P : M → [0, 1] íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè P (A ∩ B) = P (A) ·
P (B).

25.2.2. (a) Îäèí ñòðåëîê ïîïàäàåò â öåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8, äðó-
ãîé � 0,7. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè, åñëè îáà ñòðåëÿþò
îäíîâðåìåííî.

(b) �àáî÷èé îáñëóæèâàåò òðè ñòàíêà. Âåðîÿòíîñòè èõ îñòàíîâêè

ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,1; 0,2; 0,15. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû âñåõ ñòàíêîâ.

(
)* Îòåö, ìàòü è ñûí óâëåêàþòñÿ øàõìàòàìè. Îòåö îáåùàåò

ñûíó ïðèç, åñëè îí âûèãðàåò äâå ïàðòèè ïîäðÿä èç òð¼õ, ñûãðàííûõ

ïîî÷åð¼äíî ñ îòöîì è ìàòåðüþ. Ñûí çíàåò, ÷òî îòåö èãðàåò ëó÷øå

ìàòåðè. Ñ êåì åìó âûãîäíåå èãðàòü ïåðâóþ ïàðòèþ?

25.2.3. (a) Âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà 0,515. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 6 äåòåé íå áîëåå 2 äåâî÷åê.

(b)* (Çàãàäêà) Ñòàðèê ëîâèë íåâîäîì ðûáó ðîâíî òðèäöàòü ëåò

è òðè ãîäà. Êàæäûé äåíü îí ëîâèë ðîâíî 7 ðûá, êîòîðûõ êàê ðàç
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õâàòàëî íà óæèí. Æèâóùèé ó ñòàðóõè êîò-äîëãîæèòåëü åñò òîëüêî

ìàêðåëü, êîòîðàÿ ëîâèòñÿ âäâîå ðåæå îñòàëüíûõ ðûá. Â ðåçóëüòàòå

îí 700 ðàç îñòàâàëñÿ ãîëîäíûì. Ïëàâàåò ëè ìàêðåëü â ìîðå êîñÿêà-

ìè èëè ïîîäèíî÷êå?

Êîììåíòàðèé. Êîíå÷íî, òî÷íî îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé âî-

ïðîñ íåâîçìîæíî. Îäíàêî ìîæíî îöåíèòü, êàêàÿ èç äâóõ ãèïîòåç

ëó÷øå ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè. Ñð. ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë 25.5.3.b.

Ñõåìîé Áåðíóëëè èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p (êàæ-
äîãî èñïûòàíèÿ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Zn

2 óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ

äëèíû n èç 0 è 1, âìåñòå ñ �óíêöèåé P : Zn
2 → [0, 1], îïðåäåëåííîé

�îðìóëîé P (x) = p|x|(1− p)n−|x|
, ãäå |x| � êîëè÷åñòâî åäèíèö â íà-

áîðå x, ò.å. ÷èñëî óñïåõîâ äëÿ íàáîðà x. Ñõåìà Áåðíóëëè ÿâëÿþòñÿ
îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé, âîç-

íèêàþùåé âî ìíîãèõ çàäà÷àõ.

25.2.4. Â ñõåìå Áåðíóëëè èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p
íàéäèòå

(a) âåðîÿòíîñòü ðîâíî k óñïåõîâ;

(b) íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ÷èñëà óñïåõîâ.

Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó-

÷àé áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M . (Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ m ∈ M ,

êðîìå ñ÷¼òíîãî ÷èñëà, P (m) = 0.) Åù¼ áîëåå èíòåðåñíî ñëåäóþùåå
îáîáùåíèå.

25.2.5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ïðàâèëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà ëåæèò

(a) â òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì ñðåäíèìè ëèíèÿìè;

(b) âî âïèñàííîì êðóãå.

(Ôîðìàëèçàöèÿ ïðèâîäèòñÿ ïîñëå óñëîâèé.)

Ïóñòü A ⊂ M �ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé (èëè ïëîñêîñòè, èëè ïðî-

ñòðàíñòâà), èìåþùèå äëèíó (èëè ïëîùàäü, èëè îáúåì). Íå âñå ïîä-

ìíîæåñòâà èìåþò äëèíó (èëè ïëîùàäü èëè îáú¼ì), ñì. çàìå÷àíèå

â ï. 26.5 ¾ïðèíöèï Äèðèõëå è åãî ïðèìåíåíèÿ â ãåîìåòðèè¿. Òîãäà

âåðîÿòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà A â M íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P (A) = PM (A) := L(A)/L(M),
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ãäå L(A), L(M)�äëèíû (èëè ïëîùàäè, èëè îáúåìû) ïîäìíîæåñòâ.

Êàê è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî M �èêñèðîâàíî,

åãî ïîäìíîæåñòâà, èìåþùèå äëèíó (èëè ïëîùàäè, èëè îáúåìû), ÷à-

ñòî íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè.

25.2.6.* Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè ïðàâèë ñóììû è ïðî-

èçâåäåíèÿ äëÿ âûøåîïðåäåëåííûõ ¾ãåîìåòðè÷åñêèõ¿ âåðîÿòíîñòåé.

25.2.7.* (a) Äóýëè â ãîðîäå Îñòîðîæíîñòè ðåäêî êîí÷àþòñÿ ïå÷àëü-

íûì èñõîäîì. Äåëî â òîì, ÷òî êàæäûé äóýëÿíò ïðèáûâàåò íà ìåñòî

âñòðå÷è â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè ìåæäó 5 è 6 ÷àñàìè óòðà

è, ïðîæäàâ ñîïåðíèêà 5 ìèíóò, óäàëÿåòñÿ. Â ñëó÷àå æå ïðèáûòèÿ

ïîñëåäíåãî â ýòè 5 ìèíóò äóýëü ñîñòîèòñÿ. Êàêàÿ ÷àñòü äóýëåé äåé-

ñòâèòåëüíî çàêàí÷èâàåòñÿ ïîåäèíêîì?

(b) Ñòåðæåíü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ëîìàþò íà òðè ÷àñòè. Ñ êàêîé

âåðîÿòíîñòüþ èç ýòèõ ÷àñòåé ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?

(
) Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé òðåóãîëüíèê ÿâ-

ëÿåòñÿ îñòðîóãîëüíûì.

(d) Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíàÿ õîðäà â êðóãå äëèííåå ñòî-

ðîíû âïèñàííîãî â ýòîò êðóã ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà?

Ïàðàäîêñàëüíî, ÷òî ó êàæäîãî èç ïóíêòîâ (
) è (d) èìåþòñÿ

ðàçíûå åñòåñòâåííûå �îðìàëèçàöèè, äàþùèå ðàçíûé îòâåò!

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

25.2.2. (a) Îòâåò: 1− (1− 0,7)(1 − 0,8) = 0,94.

(
) Îòâåò: ñ îòöîì.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 è p2 âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà îä-

íîé ïàðòèè ó îòöà è ó ìàòåðè ñîîòâåòñòâåííî: 0 < p1 < p2. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû 3 èç ñèìâîëîâ 0 è 1 (äëÿ
êàæäîãî k = 1, 2, 3 ñèìâîë íà k-ì ìåñòå �êîäèðóåò� ðåçóëüòàò k-
é ïàðòèè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P1(m) è P2(m) âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòà

m ∈ M â ñëó÷àå, êîãäà ïåðâàÿ ïàðòèÿ èãðàåòñÿ ñ îòöîì è ñ ìàòåðüþ

ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëîì ïðîèçâå-

äåíèÿ 25.2.1. Â ÷àñòíîñòè, P1(111) = p1p2p1, P1(110) = P1(011) =
(1 − p1)p2p1, P2(111) = p2p1p2, P2(110) = P2(011) = (1 − p2)p1p2.
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×òîáû êàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé áûëà ìåíüøå ñóììû äâóõ äðóãèõ,

èçîáðàæàþùàÿ ðàçëîì òî÷êà â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå äîëæíà

ëåæàòü â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì ñðåäíèìè ëèíè-

ÿìè. Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/4.
(
) Ïåðâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèÿ. Îòâåò: 12 ln 2 − 8. Êàæ-

äîìó ðàçëîìó ñòåðæíÿ èç ï. (b) ìîæíî ñîïîñòàâèòü òðåóãîëüíèê,

ñîñòàâëåííûé èç ïîëó÷èâøèõñÿ êóñêîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííûé òðå-

óãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé, åñëè è òîëüêî åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äëèí

ëþáûõ äâóõ êóñêîâ áîëüøå êâàäðàòà äëèíû òðåòüåãî.

Âòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèÿ. Îòâåò: 1/4. Êàæäîìó ðàç-

ëîìó ñòåðæíÿ èç ï. (b) ìîæíî ñîïîñòàâèòü âñïîìîãàòåëüíûé òðå-

óãîëüíèê, âåëè÷èíû óãëîâ êîòîðîãî îòíîñÿòñÿ êàê äëèíû ïîëó÷èâ-

øèõñÿ êóñêîâ. Ïðè ýòîì ñîñòàâèòü èç êóñêîâ òðåóãîëüíèê ìîæíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñïîìîãàòåëüíûé òðåóãîëüíèê îñòðî-

óãîëüíûé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

ðàâíà ïîëó÷åííîé â ï. (b) âåëè÷èíå.

(d) Åñëè ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè íà îêðóæíîñòè

êîíöû õîðäû, ïîëó÷àåì 1/3. Åñëè ñåðåäèíà õîðäû ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåíà â êðóãå, òî 1/4. À, åñëè çà�èêñèðîâàòü ïåðïåíäèêóëÿð-

íûé õîðäå äèàìåòð è ðàâíîìåðíî âûáèðàòü òî÷êó íà íåì, òî 1/2.

25.3 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü (1).À.À. Çàñëàâñêèé, À.Á. Ñêî-

ïåíêîâ

25.3.1. Ôåäÿ çíàåò îòâåòû íà 10 âîïðîñîâ èç 30. Áèëåò ñîñòîèò èç

äâóõ âîïðîñîâ. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ Ôåäÿ îòâåòèò íà îáà âîïðîñà?

25.3.2. (a) Â ÿùèêå ëåæàò êðàñíûå è ÷¼ðíûå íîñêè. Êàêîå ìèíè-

ìàëüíîå êîëè÷åñòâî íîñêîâ ìîæåò áûòü â ÿùèêå, åñëè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî äâà ñëó÷àéíî âûòÿíóòûõ íîñêà êðàñíûå, ðàâíà 1/2?

(b) Òî æå, åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ÷¼ðíûõ íîñ-

êîâ ÷¼òíî.

25.3.3.* (a) Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé òðå-

ìÿ ñëó÷àéíûìè âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà, áóäåò ïðÿ-
ìîóãîëüíûì; îñòðîóãîëüíûì; òóïîóãîëüíûì?

(b) Íàéäèòå ïðåäåëû ïîëó÷åííûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè n → ∞. (Ïî-

äóìàéòå î ñìûñëå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñð. ñ çàäà÷åé 25.2.7 (ñ).)
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25.3.4. Äâà äâîðÿíèíà èç ñâèòû êîðîëÿ â îæèäàíèè âûõîäà åãî Âå-

ëè÷åñòâà ðåøèëè ñûãðàòü â êîñòè. Îíè ñäåëàëè îäèíàêîâûå ñòàâêè

è äîãîâîðèëèñü, ÷òî òîò, êòî ïåðâûì âûèãðàåò 10 ïàðòèé, ïîëó÷àåò

âñå äåíüãè. Ïðè ñ÷¼òå 9:8 ïîÿâèëñÿ êîðîëü è èãðó ïðèøëîñü çàêîí-

÷èòü. Êàê ñëåäóåò ïîäåëèòü äåíüãè?

Ýòî îäíà èç çàäà÷, ïîëîæèâøèõ íà÷àëî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

(�åøèòü å¼ âàì áóäåò ïðîùå ïîñëå çàäà÷è 25.3.11.) Â XVII â. å¼

ïðåäëîæèë âåëèêîìó �ðàíöóçñêîìó ìàòåìàòèêó Áëåçó Ïàñêàëþ åãî

çíàêîìûé � îäèí èç òåõ äâîðÿí, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â çàäà÷å. Ïàñ-

êàëü ïîíÿë, ÷òî ñëåäóåò ïîäåëèòü äåíüãè ïðîïîðöèîíàëüíî øàíñàì,

êîòîðûå èìåëè èãðîêè íà îêîí÷àòåëüíóþ ïîáåäó â ìîìåíò îñòàíîâ-

êè èãðû. Îí íàø¼ë ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ýòèõ øàíñîâ (äëÿ ëþáîãî

ñ÷¼òà). Äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèâîäÿùèé ê òîìó æå ðå-

çóëüòàòó, íàø¼ë äðóãîé âåëèêèé ìàòåìàòèê XVII â. Ïüåð Ôåðìà.

Èõ ìåòîäû îñíîâàíû íà ñëåäóþùåì ïîíÿòèè.

Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà A ïðè óñëîâèè ïîäìíî-

æåñòâà B, äëÿ êîòîðîãî P (B) 6= 0, íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå

P (A|B) = P (A ∩B)/P (B).

ßñíî, ÷òî íåçàâèñèìîñòü ïîäìíîæåñòâ A è B ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî

P (A|B) = P (A).

25.3.5. (a) Èçâåñòíî, ÷òî ïðè áðîñêå èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî ÷¼ò-

íîå ÷èñëî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíî ìåíüøå 5.

(b) Ïàðàäîêñ ìàëü÷èêà è äåâî÷êè. Â ñåìüå äâà ðåá¼íêà. Èç-

âåñòíî, ÷òî îäèí èç íèõ ìàëü÷èê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

âòîðîé ðåá¼íîê òîæå ìàëü÷èê. (Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè

ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà è äåâî÷êè ðàâíû ïîëîâèíå è ÷òî ïîë âòîðîãî

ðåá¼íêà íå çàâèñèò îò ïîëà ïåðâîãî.)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íåçàâè-

ñèìîñòü è óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

25.3.6. Ëàìïî÷êè âûïóñêàþòñÿ äâóìÿ çàâîäàìè, ïðè÷¼ì ïåðâûé

èç íèõ ïðîèçâîäèò 70% âñåé ïðîäóêöèè. Ëàìïî÷êè, ïðîèçâåä¼ííûå

ïåðâûì çàâîäîì, ãîðÿò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98, âòîðûì� 0,95. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êóïëåííàÿ ëàìïî÷êà ãîðèò.
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�åøåíèå ýòîé çàäà÷è îáîáùàåò ñëåäóþùèé �àêò.

25.3.7. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Åñëè P : M → [0, 1] �
âåðîÿòíîñòíàÿ �óíêöèÿ, M = B1 ⊔ . . . ⊔ Bn è P (Bj) 6= 0 (ãîâîðÿò,
÷òî B1, . . . , Bn � ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáûòèé), òî

P (A) = P (A|B1)P (B1) + . . . + P (A|Bn)P (Bn).

25.3.8. Ïîáåäèòåëü â ïîåäèíêå äâóõ áîêñ¼ðîâ îïðåäåëÿåòñÿ áîëü-

øèíñòâîì ãîëîñîâ òð¼õ ñóäåé. Äâîå ñóäåé âûíîñÿò âåðíîå ðåøåíèå

ñ âåðîÿòíîñòüþ p, à òðåòèé ãîëîñóåò, áðîñàÿ ìîíåòó. Íàéäèòå âåðî-
ÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ñóäüÿìè âåðíîãî ðåøåíèÿ.

25.3.9.* Ïðàâèëà ðàñïðîñòðàí¼ííîé â ðÿäå ñòðàí èãðû ñëåäóþùèå:

èãðîê áðîñàåò äâå êîñòè. Îí âûèãðûâàåò, åñëè ñóììà âûïàâøèõ î÷-

êîâ ðàâíà 7 èëè 11, è ïðîèãðûâàåò, åñëè îíà ðàâíà 2, 3 èëè 12. Âî

âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îí áðîñàåò êîñòè äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûèã-

ðàåò, âûáðîñèâ ïåðâîíà÷àëüíóþ ñóììó, èëè íå ïðîèãðàåò, âûáðîñèâ

7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà.

25.3.10. Ëàìïî÷êè âûïóñêàþòñÿ äâóìÿ çàâîäàìè, ïðè÷¼ì ïåðâûé

èç íèõ ïðîèçâîäèò 70% âñåé ïðîäóêöèè. Ëàìïî÷êè, ïðîèçâåä¼ííûå

ïåðâûì çàâîäîì, ãîðÿò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98, âòîðûì � 0,95. Êóïëåí-
íàÿ ëàìïî÷êà îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî îíà âûïóùåíà ïåðâûì çàâîäîì.

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è îáîáùàåò ñëåäóþùèé �àêò.

25.3.11. Ôîðìóëà Áàéåñà. Äëÿ ëþáûõ âåðîÿòíîñòíîé �óíêöèè

P : M → [0, 1] è ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ M âûïîëíåíî P (B|A) =
P (A|B)P (B)/P (A).

×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäñòâèå �îðìóë 25.3.7 è 25.3.11:

P (X|A) = P (A|X)P (X)

P (A|B1)P (B1) + . . . + P (A|Bn)P (Bn)
.

25.3.12. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå áðàêîâàííîå, ðàâíà 0,04.
Åñëè èçäåëèå áðàêîâàííîå, òî îíî ïðîéä¼ò òåñò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,05,
à èíà÷å � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî 0,0001) âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå, äâàæäû âûäåðæàâøåå òåñò, áðàêîâàí-

íîå.



704 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

25.3.13. Êîðîëü Àðòóð ïðîâîäèò ðûöàðñêèé òóðíèð ïî ñèñòåìå

ñ âûáûâàíèåì. Ñðåäè 2n îäèíàêîâî èñêóñíûõ ðûöàðåé äâà áëèç-

íåöà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü èõ âñòðå÷è.

25.3.14.* �àçáîð÷èâàÿ íåâåñòà. (Çàãàäêà.) Äåâóøêà âûáèðàåò ñå-

áå æåíèõà èç n ïðåòåíäåíòîâ, ïîî÷åð¼äíî äåëàþùèõ åé ïðåäëîæå-

íèå. Êàæäîå ïðåäëîæåíèå îíà ìîæåò ïðèíÿòü (òîãäà âñ¼ çàêàí÷èâà-

åòñÿ) èëè îòâåðãíóòü (îòâåðãíóòûé ïðåòåíäåíò ñ ïîâòîðíûì ïðåä-

ëîæåíèåì íå îáðàùàåòñÿ). Îíà õî÷åò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû âåðî-

ÿòíîñòü âûáðàòü íàèáîëåå äîñòîéíîãî æåíèõà áûëà íàèáîëüøåé.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

îòâåðãíóòü ïåðâûå s(n) ïðåäëîæåíèé, à çàòåì ïðèíÿòü ïåðâîå ïðåä-

ëîæåíèå îò ïðåòåíäåíòà, ïðåâîñõîäÿùåãî âñåõ ïðåäûäóùèõ.

(b) Îïðåäåëèòå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå s(n).

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

25.3.1. Îòâåò:

3
29 .

�åøåíèå (íàïèñàíî Ï. Áåëîïàøåíöåâîé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M
ìíîæåñòâî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îò 1 äî 30.

Ýòî ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó âñåõ âîçìîæíûõ áèëåòîâ.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â M ðàâíî |M | =
(30
2

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàç-

ëè÷íûõ ÷èñåë îò 1 äî 10. Ìíîæåñòâî A ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó âû-

ó÷åííûõ Ôåäåé áèëåòîâ. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â A åñòü |A| =
(10
2

)
.

Âåðîÿòíîñòü ïîäìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâå M åñòü ïî îïðåäåëåíèþ

îòíîøåíèå PM (A) = |A|/|M | =
(10
2

)
/
(30
2

)
= 10·9/2

30·29/2 = 3
29 .

25.3.2. Îòâåòû: (à) 4; (b) 21.

Óêàçàíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r è b êîëè÷åñòâî êðàñíûõ è ÷¼ðíûõ
íîñêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü äâà êðàñíûõ

íîñêà ðàâíà

r(r−1)
(r+b)(r+b−1) . Ýòî âûðàæåíèå ðàâíî 1/2 äëÿ áåñêîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà ïàð (r, b), íàèìåíüøèìè èç êîòîðûõ áóäóò (3, 1) è (15, 6).
Ïîäðîáíåå ñì. çàäà÷ó 1 èç êíèãè [Mo℄.

25.3.3.* (a) Îòâåò:

3
2n−1 ,

n−2
2(2n−1) ,

3(n−2)
2(2n−1) .

Óêàçàíèå. Ïåðâóþ âåðøèíó ìîæíî ñ÷èòàòü �èêñèðîâàííîé. Åñ-

ëè âòîðàÿ ïîïàäàåò â ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó, òî òðåóãîëüíèê òî÷-
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÷òî âåðîÿòíîñòü âûáðàòü íàèëó÷øåãî æåíèõà, îòâåðãíóâ k-ãî, ÿâëÿ-
åòñÿ óáûâàþùåé �óíêöèåé îò k. Ïîýòîìó ïîêà ïåðâàÿ âåðîÿòíîñòü
ìåíüøå âòîðîé, æåíèõîâ íàäî îòâåðãàòü, à êîãäà ïåðâàÿ âåðîÿò-

íîñòü ñòàíåò áîëüøå, íàäî ïðèíÿòü ïðåäëîæåíèå ïåðâîãî æåíèõà,

ïðåâîñõîäÿùåãî âñåõ ïðåäûäóùèõ.

(b) Åñëè íåâåñòà äåéñòâóåò ïî îïèñàííîé ñòðàòåãèè, òî îíà ïî-

ëó÷àåò ëó÷øåãî æåíèõà ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ óñëî-

âèé: íîìåð k ýòîãî æåíèõà áîëüøå s = s(n) è ëó÷øèé èç ïåðâûõ

k − 1 æåíèõîâ ïîïàäàåò â ÷èñëî ïåðâûõ s. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâ-

íà

1
n

(
1 + s

s+1 + . . . + s
n−1

)
, ÷òî ïðèìåðíî ðàâíî

s
n ln(n/s). Ïîòîìó

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå s ïðèìåðíî ðàâíî n
e . Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü

âûáðàòü ëó÷øåãî æåíèõà ïðè áîëüøèõ n ïðèìåðíî ðàâíà

1
e (ñì.

[Mo, çàäà÷à 47℄, [GZ℄).

25.4 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (3).À.À. Çàñëàâñêèé,

À.Á.Ñêîïåíêîâ

25.4.1. (a) Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ 5 ðàç. Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, 3, 4, 5
íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàëî k îðëîâ.

(b) Ôåäÿ çíàåò îòâåòû íà 20 èç 30 âîïðîñîâ. Â áèëåò âõîäÿò 3

âîïðîñà. Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, 3 íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

Ôåäÿ ñìîæåò îòâåòèòü íà k âîïðîñîâ.

Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî M è äëÿ êàæäî-

ãî ýëåìåíòà m ∈ M çàäàíî ÷èñëî (âåðîÿòíîñòü) P (m) > 0, ïðè÷åì∑
m∈M

P (m) = 1. Cëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ ξ : M →
Y (îáû÷íî Y = Z2,Z,Q,R,C, . . . � ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî). �àñïðåäå-

ëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ pξ : Y → [0, 1],
çàäàííàÿ �îðìóëîé

pξ(y) :=
∑

ξ(m)=y

P (m).

Êîììåíòàðèè. Êàê ïðàâèëî, ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

íå òðåáóåòñÿ çíàòü, íà êàêîì ìíîæåñòâå îíà îïðåäåëåíà. Äîñòàòî÷íî

çíàòü òîëüêî å¼ ðàñïðåäåëåíèå.
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Åñëè Y = R, òî �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ

Fξ : Y → [0, 1], çàäàííàÿ �îðìóëîé Fξ(y) :=
∑

ξ(m)<y

P (m).

25.4.2. (a) Âàì ïðåäëàãàåòñÿ òàêàÿ èãðà. Âû ïëàòèòå 2 êîí�åòû,

çàòåì áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü, è âû ïîëó÷àåòå ñòîëüêî êîí�åò,

ñêîëüêî î÷êîâ âûïàäàåò. Âûãîäíà ëè âàì ýòà èãðà?

(b) Ïðàâèëà òå æå, òîëüêî â ñëó÷àå âûïàäåíèÿ 1 î÷êà âû ïëàòèòå

100 êîí�åò. (Ó âàñ äîñòàòî÷íî êîí�åò, ÷òîáû çàïëàòèòü.) Âûãîäíà

ëè âàì ýòà èãðà?

(
) Âû êëàäåòå â áàíê 8 êîí�åò, ïîñëå ÷åãî áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ

êîñòü. Åñëè âûïàäàåò 2, 3 èëè 4 î÷êà, òî âû ïîëó÷àåòå íàçàä ñâîé

âêëàä ïëþñ åùå 1 êîí�åòó âäîáàâîê. Åñëè âûïàäàåò 5 èëè 6 î÷êîâ

(¾ðîñò ðûíêà¿), òî âû ïîëó÷èòå äàæå ïëþñ 2 êîí�åòû âäîáàâîê. À

åñëè âûïàäåò 1 î÷êî, òî ýòî ¾êðèçèñ¿, è âû òåðÿåòå âåñü ñâîé âêëàä.

Âûãîäíà ëè âàì ýòà èãðà?

(d) Â ðàñïðîñòðàí¼ííîé àçàðòíîé èãðå èãðîê ìîæåò äåëàòü ñòàâ-

êó íà îäèí èç íîìåðîâ îò 1 äî 6. Áðîñàþòñÿ 3 êîñòè, è åñëè âûáðàí-

íûé íîìåð âûïàë õîòÿ áû íà îäíîé, òî èãðîê ïîëó÷àåò ñâîþ ñòàâêó

ïëþñ ñòîëüêî æå çà êàæäîå ïîÿâëåíèå âûáðàííîãî íîìåðà. Âûãîäíà

ëè èãðà äëÿ èãðîêà?

25.4.3. (a) Cher
hez la femme. Íà ðóññêî-�ðàíöóçñêîé âñòðå÷å íå

áûëî ïðåäñòàâèòåëåé äðóãèõ ñòðàí. Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äåíåã ó

�ðàíöóçîâ îêàçàëîñü áîëüøå ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà äåíåã ó ðóñ-

ñêèõ, è ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äåíåã ó æåíùèí îêàçàëîñü áîëüøå

ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà äåíåã ó ìóæ÷èí. Îáÿçàòåëüíî ëè íà âñòðå-

÷å áûëà �ðàíöóæåíêà?

(b) Äåíåæíûå êóïþðû ðàçíîãî äîñòîèíñòâà è ðàçíûõ ñòðàí óïà-

êîâàíû â äâà ÷åìîäàíà. Ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü êóïþðû ðàâíà 100 ðóá-

ëÿì. Îáùåå ÷èñëî êóïþð â ëåâîì ÷åìîäàíå áîëüøå, ÷åì â ïðàâîì.

Îáÿçàòåëüíî ëè â ëåâîì ÷åìîäàíå íàéäåòñÿ êóïþðà ñòîèìîñòüþ íå

áîëåå 200 ðóáëåé? (Ñð. ñ íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà 25.4.4.
.)

(
)* Äëÿ ëþáûõ öåëûõ l, q > 0 ñóùåñòâóåò ãðà�, íå ñîäåðæàùèé
íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû ìåíåå l è êîòîðûé íåâîçìîæ-
íî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â q öâåòîâ.

Óòâåðæäåíèå 25.4.3.
 äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè èçëàãàåìîé íè-

æå òåîðèè, ñì. [GDI, �6.3℄.
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Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èëè ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ξ : M → Y íàçûâàåòñÿ ñóììà

Eξ :=
∑

m∈M
ξ(m)P (m).

Êîììåíòàðèé. Åñëè ìíîæåñòâî M áåñêîíå÷íî, òî ýòî îïðåäåëå-

íèå íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè. Ñóììà ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåò-

ñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, òîëüêî êîãäà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ó ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû íå ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Â äàëüíåéøåì ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñóùåñòâóþò.

25.4.4. Ïóñòü ξ : M → R � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è a ∈ R.
(a) Ïóñòü ξ(m) = a äëÿ ëþáîãî m ∈ M . Íàéäèòå Eξ.
(b) Åñëè Eξ 6 a, òî ñóùåñòâóåò m ∈ M , äëÿ êîòîðîãî ξ(m) 6 a.

(
) Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà. P (|ξ| > a) 6 E|ξ|/a äëÿ ëþáîãî a > 0.
(Çäåñü ÷åðåç |ξ| > a ñîêðàù¼ííî îáîçíà÷åíî ñîáûòèå ξ−1(a,+∞).
Ñð. ñ çàäà÷åé 25.4.3.b.)

25.4.5. (a,b) Â çàäà÷àõ 25.4.1.ab íàéäèòå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîëè÷å-

ñòâà îðëîâ è ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ, ñîîòâåòñòâåííî.

(
) Â ñõåìå Áåðíóëëè èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p
íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà óñïåõîâ.

25.4.6. Ïóñòü ξ, η : M → R � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

(a) E(aξ) = aEξ äëÿ ëþáîãî a ∈ R.
(b) E(ξ + η) = Eξ + Eη.
(
) Eξ =

∑
y∈Y

ypξ(y).

25.4.7. Íàéäèòå

(a) íàèáîëåå âåðîÿòíîå; (b) ñðåäíåå

÷èñëî áðîñêîâ êóáèêà äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé øåñòåðêè.

25.4.8. Êóáèê áðîñàåòñÿ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà, ìåíüøåãî 6,

íî íå áîëåå ÷åòûð¼õ ðàç. Íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî áðîñêîâ.
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25.4.9. Êàæäàÿ èç äâóõ îäèíàêîâûõ êîëîä êàðò ïåðåòàñîâûâàåòñÿ,

è êàðòû ïîñëåäîâàòåëüíî ïàðàìè âûêëàäûâàþòñÿ íà ñòîë. Íàéäèòå

ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà ïàð, êàðòû â êîòîðûõ ñîâïàäàþò.

25.4.10. Ïðåäïðèíèìàòåëè ïðåäîñòàâëÿþò âñåì ðàáî÷èì âûõîäíîé,

åñëè õîòÿ áû ó îäíîãî èç íèõ äåíü ðîæäåíèÿ. Îñòàëüíûå äíè ÿâëÿ-

þòñÿ ðàáî÷èìè. Ñêîëüêî ÷åëîâåê íóæíî ïðèíÿòü íà ðàáîòó, ÷òîáû

ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà ðàáî÷èõ ÷åëîâåêîäíåé áûëî ìàêñèìàëüíûì?

25.4.11. Â ðÿä â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå âûïèñàíû m åäèíèö è n íóëåé.
Íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî ñåðèé èç k îäèíàêîâûõ öè�ð ïîäðÿä.

25.4.12. Èç êîëîäû â 52 êàðòû âûíèìàþòñÿ êàðòû äî ïåðâîãî òóçà.

Ñêîëüêî êàðò â ñðåäíåì áóäåò âûíóòî?

25.4.13. Ïî óçêîé äîðîãå â îäíîì íàïðàâëåíèè åäóò n ìàøèí. Âíà-

÷àëå ñêîðîñòè âñåõ ìàøèí ðàçëè÷íû. Êàæäàÿ ìàøèíà åäåò ñ ïî-

ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïîêà íå äîãîíèò åäóùóþ âïåðåäè, ïîñëå ÷åãî

åäåò ñî ñêîðîñòüþ ïåðåäíåé ìàøèíû. Â ðåçóëüòàòå ÷åðåç äîñòàòî÷íî

áîëüøîå âðåìÿ ìàøèíû ðàçáèâàþòñÿ íà íåñêîëüêî ãðóïï. Íàéäèòå

ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà ãðóïï.

25.4.14. (Çàãàäêà.) Ïëîùàäêà èìååò �îðìó êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé

350 ì. Ïðè èçìåðåíèè ñòîðîíû âåðîÿòíîñòü îøèáêè ±10 ì ðàâíà

0,16, ±20 ì� 0,08, ±30 ì� 0,05. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå èçìå-

ðåííîé ïëîùàäè.

Êîììåíòàðèé. Íà ñàìîì äåëå îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò

òîãî, êàê �îðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå èçìåðåíèÿ ïëîùàäè. Åñëè íåçà-

âèñèìî èçìåðèòü êàæäóþ èç ñòîðîí êâàäðàòà è ïåðåìíîæèòü ïî-

ëó÷åííûå çíà÷åíèÿ, òî ïî çàäà÷å 25.4.15.
 ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäåò

ðàâíî 3502 ì

2
. Åñëè æå èçìåðèòü òîëüêî îäíó ñòîðîíó è âîçâåñòè

ðåçóëüòàò â êâàäðàò, òî îòâåò áóäåò äðóãèì.

25.4.15. (a) (Çàãàäêà) Ìîæíî ëè âûðàçèòü Eξη ÷åðåç Eξ è Eη?
(b) Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Åñëè ξ(m), η(m) > 0 äëÿ

ëþáîãî m ∈ M , òî (Eξη)2 6 Eξ2Eη2.
(
) Ñîáûòèå ξ−1(y) = {m ∈ M : ξ(m) = y} â äàëüíåéøåì ñîêðà-

ù¼ííî îáîçíà÷àåòñÿ ξ = y. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íàçûâàþòñÿ
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íåçàâèñèìûìè, åñëè ñîáûòèÿ ξ = x è η = y íåçàâèñèìû ïðè ëþáûõ

x, y ∈ Y , ò. å.

P (m ∈ M : ξ(m) = x è η(m) = y) = pξ(x)pη(y).

Íå�îðìàëüíî íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ îäíîé èç ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí íå âëèÿþò íà ðàñïðåäåëåíèå äðóãîé. Íàïðèìåð,

äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè ëþáûå äâå èç îïðåäåë¼ííûõ íà ìíîæåñòâå Zn
2

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi(x1, . . . , xn) := xi, i = 1, . . . , n, íåçàâèñèìû.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû, òî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé: Eξη = EξEη.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé ïîëó÷åíû ðåäàêòèðîâàíèåì òåêñòîâ, íà-

ïèñàííûõ Ò. ×åðãàíîâûì.

25.4.1. (a) Îòâåò: p(0) = p(5) = 1
32 , p(1) = p(4) = 5

32 , p(2) =
p(3) = 10

32 .

(b) Îòâåò: p(0) = 6
203 , p(1) =

45
203 , p(2) =

95
203 , p(3) =

57
203 .

�åøåíèå. Ìíîæåñòâî áèëåòîâ M � ýòî ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî-

÷åííûõ òðîåê ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îò 1 äî 30. Òîãäà |M | =
(30
3

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0 ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ðàçëè÷-

íûõ ÷èñåë îò 21 äî 30. Òîãäà P (A0) =
(10
3

)
/
(30
3

)
= 6

203 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ðàçëè÷-

íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ äâà ÷èñëà ïðèíàäëåæàò {21, . . . , 30} è îäíî

÷èñëî ïðèíàäëåæèò {1, . . . , 20}. Òîãäà P (A1) = 20
(
10
2

)
/
(
30
3

)
= 45

203 .

Àíàëîãè÷íî P (A2) = 10
(20
2

)
/
(30
3

)
= 95

203 è P (A3) =
(20
3

)
/
(30
3

)
=

57
203 .

25.4.2. (d) Îòâåò: íåò.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ÷èñëî âûïàäåíèé âûáðàííîãî íî-

ìåðà. Òîãäà

pξ(0) =
53

63
, pξ(1) =

3 · 52
63

, pξ(2) =
3 · 5
63

, pξ(3) =
1

63
.

Çíà÷èò, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà ïðè åäèíè÷íîé ñòàâêå

ðàâíî

2 · 3 · 52 + 3 · 3 · 5 + 4

63
≈ 0.92 < 1.
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25.4.15. (
) �åøåíèå.

Eξη =
∑

m∈M
ξ(m)η(m)P (m) =

∑

x∈X, y∈Y
xyP (ξ(m) = x, η(m) = y) =

=
∑

x∈X, y∈Y
xypξ(x)pη(y) =

∑

x∈X
xpξ(x)

∑

y∈Y
ypη(y) = EξEη.

25.5 Äèñïåðñèÿ è åå ïðèìåíåíèÿ (3).À.À. Çàñëàâñêèé,

À.Á.Ñêîïåíêîâ

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Dξ = E
(
(ξ − Eξ)2

)
.

Êîììåíòàðèé. Åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

áåñêîíå÷íî, òî äèñïåðñèÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Â äàëüíåéøåì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

äèñïåðñèÿ ñóùåñòâóåò.

25.5.1. (a) Íàéäèòå äèñïåðñèþ ÷èñëà óñïåõîâ äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè

èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p.

(b) Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûïîëíåíî Dξ = Eξ2 −
(Eξ)2.

(
) Äëÿ ëþáûõ ëè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû ξ, η âûïîëíåíî D(ξ+η) =
Dξ + Dη?

(d) Äëÿ ëþáûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû ξ, η âûïîëíå-
íî D(ξ + η) = Dξ + Dη.

25.5.2. Êîîïåðàòèâ îòãðóæàåò æåëåçíûå áàëêè. Ñðåäíÿÿ äëèíà áàë-

êè 3 ì, äèñïåðñèÿ 0,09 ì2
. Ñêîëüêî áàëîê íàäî çàêàçàòü, ÷òîáû ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì 0,999, õîòÿ áû 1000 èç íèõ èìåëè äëèíó

íå ìåíåå 2 ì?

25.5.3. (a) Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ è ëþáîãî t > 0 âûïîëíåíî

P
(
|ξ − Eξ| > t

)
6 Dξ/t2.



Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ 715

(b) Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ÷èñëî óñïåõîâ
â ñõåìå Áåðíóëëè èç n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p. Äëÿ
ëþáîãî t > 0 âûïîëíåíî

P
(
|ξ − np| > t

)
6 np(1− p)/t2

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòà-

íèé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî óñïåõîâ ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò åãî

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ìàëà. Àíàëîãè÷íûé çàêîí ñïðàâåäëèâ íå òîëüêî

äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè: åñëè íàáëþäàòü ìíîãî íåçàâèñèìûõ ðåàëèçà-

öèé ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî èõ ñðåäíåå àðè�ìåòè÷å-

ñêîå ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò å¼ ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ. Ýòîò çàêîí ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ïðîâîäèòü ñîöèîëîãè÷å-

ñêèå èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ íà îñíîâå îïðîñà íåêîòîðîãî êîëè÷å-

ñòâà ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ëþäåé (äîñòàòî÷íî áîëüøîãî, íî ñîñòàâ-

ëÿþùåãî ìàëóþ ÷àñòü âñåãî íàñåëåíèÿ) äåëàþòñÿ âûâîäû î ðàñïðî-

ñòðàí¼ííîñòè â îáùåñòâå òåõ èëè èíûõ ìíåíèé è ïðåäïî÷òåíèé.

25.5.4. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 25.2.3.b ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêðåëü ïëà-

âàåò

(a) ïîîäèíî÷êå; (b) êîñÿêàìè.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ãîëîäíûõ äíåé êîòà ìåíüøå

1000,

(a) áîëüøå 0.99; (b) ìåíüøå 0.0001.

Óêàçàíèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé ïîëó÷åíû ðåäàêòèðîâàíèåì òåêñòîâ, íà-

ïèñàííûõ Ò. ×åðãàíîâûì.

25.5.1. (a) Îòâåò: np(1− p).

(b) �åøåíèå

Dξ = E(ξ − Eξ)2 = E(ξ2 − 2ξEξ + (Eξ)2) =
= Eξ2 − 2(Eξ)(Eξ) + (Eξ)2 = Eξ2 − (Eξ)2.
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26.8 Ñîáåðè êâàäðàò (3*).Ì.Á. Ñêîïåíêîâ, Î.À. Ìà-

ëèíîâñêàÿ, Ñ.À. Äîðè÷åíêî, Ô.À. Øàðîâ

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿù¼í ðåøåíèþ òàêîé çàäà÷è (äëÿ íåêîòîðûõ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ).

Çàäà÷à. Êîãäà èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîäîáíûõ äàííîìó, ìîæíî

ñîñòàâèòü êâàäðàò?

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ êðàñèâûìè ïðèìåíå-

íèÿìè àëãåáðû â êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè, à èìåííî � ñèñòåì ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé è ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ íåîáõîäèìî ïåðâîíà÷àëüíîå çíàêîìñòâî ñ ýòèìè òå-

ìàìè, ñì., íàïðèìåð, [Gu℄. Æåëàòåëüíî òàêæå ïåðâîíà÷àëüíîå çíà-

êîìñòâî ñ çàäà÷àìè íà ðàçðåçàíèå, ñì., íàïðèìåð, [Sa97℄.

Íàø ïîäõîä ê ðåøåíèþ ðàçâèâàåò èäåè êíèãè [Ya68℄.

Äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ� ýòî �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, èñ-

ïîëüçóþùàÿ ýëåêòðè÷åñêèå öåïè (õîòÿ áåç íå¼ ðåøàòü ïðîùå). Ïî-

çíàêîìèòüñÿ ñ ýòîé �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé è å¼ ïðèìåíåíèåì

ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæíî â ñòàòüÿõ [SPD, SMD℄. Óâëå-

êàòåëüíûé ðàññêàç îá èñòîðèè å¼ âîçíèêíîâåíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü

â êíèãå [Ga99℄.

Íàâîäÿùèå âîïðîñû

� Ó ìåíÿ åñòü ìûñëü! � ñêàçàë óäàâ, îòêðûâàÿ

ãëàçà. �Ìûñëü. È ÿ å�å äóìàþ.

� Êàêàÿ ìûñëü?� ñïðîñèëà ìàðòûøêà.

� Òàê ñðàçó íå ñêàæåøü...

� Óõ òû! � ïîäïðûãíóëà ìàðòûøêà. �Îõ, êàêàÿ

õîðîøàÿ ìûñëü. À ìîæíî ÿ å�å òîæå íåìíîæêî ïî-

äóìàþ?

�.Îñò¼ð. Áàáóøêà óäàâà

26.8.1.

◦
Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõm è n èç íåñêîëüêèõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ m×n ìîæíî ñëîæèòü êâàäðàò? Âûáåðèòå âåðíûé
âàðèàíò îòâåòà:

1) âåðíî; 2) íåâåðíî.
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26.8.2. Äèçàéíåðó çàêàçàëè ðàìû äëÿ êâàäðàòíîãî îêíà. Íà ïðîåê-

òàõ (ðèñ. 2.37A, B) ïîêàçàíî, êàê äîëæíû ïðèìûêàòü ñò¼êëà äðóã

ê äðóãó è êàê îíè äîëæíû áûòü îðèåíòèðîâàíû (êîðîòêîé èëè

äëèííîé ñòîðîíîé ââåðõ). Ìîæíî ëè ñäåëàòü âñå ñò¼êëà â êàæäîé

ðàìå ïîäîáíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè?

A B

�èñ. 2.37: Ïðîåêòû îêîííûõ ðàì; ñì. çàäà÷ó 26.8.2

26.8.3. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà òðè ïîäîáíûõ, íî íåðàâíûõ

ïðÿìîóãîëüíèêà?

26.8.4. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà 5 êâàäðàòîâ?

26.8.5. Âñå ïîëêè ó øêà�à íà ðèñ. 2.38C, êàê è âñå ëîñêóòêè, èç

êîòîðûõ ñøèòî îäåÿëî íà ðèñ. 2.38D� êâàäðàòíûå. ßâëÿþòñÿ ëè

êâàäðàòíûìè ñàìè øêà� è îäåÿëî?

26.8.6. Ìîæíî ëè çàìîñòèòü âñþ ïëîñêîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè

êâàäðàòàìè, äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ � öåëûå ÷èñëà?

26.8.7. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøå-

íèåì ñòîðîí 2 +
√
2? Òî æå äëÿ 2−

√
2, äëÿ 3 + 2

√
2 è äëÿ 3− 2

√
2.

26.8.8. ßâëÿåòñÿ ëè 1 +
√
2 ñóììîé êâàäðàòîâ ÷èñåë âèäà a+ b

√
2,

ãäå a è b ðàöèîíàëüíû?
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C D

�èñ. 2.38: Øêà� è îäåÿëî; ñì. çàäà÷ó 26.8.5

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ïðÿìîóãîëüíîì ëèñòå áóìàãè íàðèñîâàíî

ðàçáèåíèå íà ïðÿìîóãîëüíèêè. �àçðåøàåòñÿ ðàçðåçàòü ëèñò âäîëü

ëþáîãî îòðåçêà íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîòîì ïðîèçâåñòè òàêèå

îïåðàöèè ïî îòäåëüíîñòè ñ êàæäîé èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé è òàê

äàëåå. Åñëè òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü èñõîäíîå ðàçáèåíèå,

òî íàçîâ¼ì åãî òðèâèàëüíûì. Íàïðèìåð, ðàçáèåíèÿ íà ðèñ. 2.37

òðèâèàëüíûå, à íà ðèñ. 2.38 íåòðèâèàëüíûå.

Ñëåäóþùèå 4 çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ñíà÷àëà ðåøèòü äëÿ òðèâè-

àëüíûõ ðàçáèåíèé, à óæå ïîòîì ïîäóìàòü íàä ïðîèçâîëüíûìè ðàç-

áèåíèÿìè. Â ïîñëåäóþùèõ ïîäïóíêòàõ áóäóò äàíû ïîäñêàçêè ê ðå-

øåíèþ ýòèõ òðóäíûõ çàäà÷.

26.8.9. Êàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè ìîæíî (òðèâèàëüíî) ðàçðåçàòü íà

ïðÿìîóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé 1?

26.8.10. Êàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè ìîæíî (òðèâèàëüíî) ðàçðåçàòü íà

êâàäðàòû?

26.8.11. Ìîæíî ëè êâàäðàò (òðèâèàëüíî) ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëü-

íèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí

√
2? Òî æå äëÿ 1 +

√
2.
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Âñå ÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = a+ b
√
2 ñ ðà-

öèîíàëüíûìè a è b, íàçîâ¼ì õîðîøèìè.

26.8.12. (Îñíîâíàÿ çàäà÷à.) Ïðè êàêèõ õîðîøèõ x êâàäðàò ìîæíî

(òðèâèàëüíî) ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí

x?

Ïðÿìîóãîëüíèê èç êâàäðàòîâ.

Òû, äîðîãà, èäó ïî òåáå è ãëÿæó, íî ìíå äóìàåòñÿ,

Ìíå äóìàåòñÿ, â òåáå ìíîãî òàêîãî, ÷åãî íå óâèäèøü ãëàçàìè.

Óîëò Óèòìåí. Ïåñíÿ áîëüøîé äîðîãè

Â ýòîì ïîäïóíêòå ìû íàìåòèì íîâûé âàðèàíò ýëåìåíòàðíîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷ 26.8.10 è 26.8.12. Â ýòîì ïîäïóíêòå ëàòèíñêèå áóêâû

a, b, c, d è ýòè æå áóêâû ñ èíäåêñàìè îáîçíà÷àþò ðàöèîíàëüíûå

÷èñëà.

26.8.13. Ìîæíî ëè ïðÿìîóãîëüíèê 1 ×
√
2 ðàçðåçàòü íà êâàäðàòû

ñ ðàöèîíàëüíûìè ñòîðîíàìè? À ñî ñòîðîíàìè, êîòîðûå ëèáî ðàöè-

îíàëüíû, ëèáî èìåþò âèä b
√
2? À ñî ñòîðîíàìè, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ ïðîèçâîëüíûìè õîðîøèìè ÷èñëàìè? Òå æå âîïðîñû äëÿ ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ 1× (1 +
√
2 ) è 1× (2 +

√
2 ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ðàçðåçàíèé åñòåñòâåííî èñ-

ïîëüçîâàòü ïëîùàäü è å¼ àääèòèâíîñòü: ïëîùàäü öåëîãî ðàâíà

ñóììå ïëîùàäåé ÷àñòåé. Âðÿä ëè ïîëó÷èòñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñû

çàäà÷è 26.8.13 äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 1 × (2 +
√
2 ) áåç ñëåäóþùåãî

îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ïëîùàäè (ìû îáîáùàåì ïîíÿòèå ïëîùàäè òàê,

÷òîáû ïëîùàäü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñòàëà îòðèöàòåëüíîé, à ïëî-

ùàäè êâàäðàòîâ îñòàâàëèñü íåîòðèöàòåëüíûìè).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x�äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Íàçîâ¼ì x-ïëîùà-
äüþ (èëè ïëîùàäüþ �àìåëÿ) ïðÿìîóãîëüíèêà (a+ b

√
2 )× (c+d

√
2 )

÷èñëî (a + bx)(c + dx). ×èñëî s̄ := a − b
√
2 íàçîâ¼ì ñîïðÿæ¼ííûì

ê ÷èñëó s = a+ b
√
2.

26.8.14. Îáû÷íàÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà (a+b
√
2 )×(c+d

√
2 ) è

ñîïðÿæ¼ííîå ê íåé ÷èñëî � ýòî îäíè èç åãî x-ïëîùàäåé. ×åìó ðàâíî
x â êàæäîì èç ñëó÷àåâ?
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26.8.15. Íàéäèòå âñå ïðÿìîóãîëüíèêè âèäà (a+ b
√
2 )× (c+ d

√
2 ),

x-ïëîùàäè êîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíû ïðè âñåõ x.

26.8.16. Àääèòèâíîñòü x-ïëîùàäè. Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðå-
çàí íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ � õîðî-

øèå ÷èñëà, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R x-ïëîùàäü ðàçðåçàåìîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà ðàâíà ñóììå x-ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå

îí ðàçðåçàí.

Óêàçàíèå. Íà÷íèòå ñî ñëó÷àÿ ðàçðåçàíèÿ íà 2 ïðÿìîóãîëüíèêà.

26.8.17. �åøèòå çàäà÷è 26.8.10 è 26.8.12 äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êî-

ãäà ñòîðîíû âñåõ êâàäðàòîâ è âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ó÷àñòâóþùèõ

â ðàçðåçàíèè, � õîðîøèå ÷èñëà (ðàçðåçàíèå íå îáÿçàòåëüíî òðèâè-

àëüíî).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äåíà â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå

x-ïëîùàäè íàì óæå íå ãîäèòñÿ: âåäü îíà îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ

õîðîøèõ ÷èñåë, à òåïåðü ó íàñ â ðàçðåçàíèè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü

êâàäðàòû ñ êàêèìè óãîäíî ñòîðîíàìè.

Â ñëåäóþùèõ òð¼õ çàäà÷àõ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê s0×
t0 ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíèêè s1 × t1, s2 × t2, . . . , sN × tN , ïðè÷åì
s0 è t0 íåñîèçìåðèìû.

26.8.18. Îáîçíà÷èì

P = {s0, t0, s1, t1, . . . , sN , tN}.
Òîãäà ìîæíî âûáðàòü òàêèå ÷èñëà e1, e2, . . . , en ∈ P , ÷òîáû ëþáîå

÷èñëî p ∈ P åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå

p = as0 + bt0 + a1e1 + a2e2 + . . . + anen.

Óêàçàíèå. Íà÷íèòå ñ ïðèìåðà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.39.

Çà�èêñèðóåì íàáîð ÷èñåë s0, t0, e1, e2, . . . , en èç çàäà÷è 26.8.18.
Îí íàçûâàåòñÿ áàçèñîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü y�äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Íàçîâ¼ì y-ïëîùà-
äüþ ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè

as0+bt0+a1e1+a2e2+ . . .+anen è cs0+dt0+c1e1+c2e2+ . . .+cnen

÷èñëî (a+ by)(c+ dy).
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1

2 +
√
2

1/3×
√
3

2/3×
√
3

1×(2+
√
2−

√
3)

�èñ. 2.39: Ê ïîñòðîåíèþ áàçèñà

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè y = x è õîðîøèõ íåñîèçìå-

ðèìûõ s0, t0 ýòî îïðåäåëåíèå íå âñåãäà ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ
x-ïëîùàäè âûøå!

26.8.19. Âû÷èñëèòå y-ïëîùàäü ðàçðåçàåìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà s0 ×
t0. ßâëÿåòñÿ ëè îíà íåîòðèöàòåëüíîé ïðè âñåõ y?

26.8.20. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y y-ïëîùàäü ðàçðåçàåìîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà s0 × t0 ðàâíà ñóììå y-ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íà

êîòîðûå îí ðàçðåçàí.

26.8.21. Òåîðåìà Äåíà. Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà êâàäðà-

òû (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå), òî îòíîøåíèå åãî ñòîðîí ðàöèîíàëüíî.

26.8.22. Åñëè êâàäðàò 1× 1 ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíèêè, îòíîøå-
íèå ñòîðîí êàæäîãî èç êîòîðûõ � õîðîøåå ÷èñëî, òî è ñàìè ñòîðîíû

âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � õîðîøèå ÷èñëà.

Îò ðàçðåçàíèé ê êîðíÿì ìíîãî÷ëåíîâ

Âîò èñïûòàíüå äëÿ ìóäðûõ,

Äëÿ ìóäðîñòè, íå ïðîéäåííîé â øêîëå...

Óîëò Óèòìåí. Ïåñíÿ áîëüøîé äîðîãè

26.8.23. Èç íåñêîëüêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí r
ñîñòàâèëè ïðÿìîóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíû ïîëó÷åííîãî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ êàê P (r) : Q(r), ãäå P (x) è Q(x)�íåêîòî-

ðûå ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.

26.8.24. Ýòè ìíîãî÷ëåíû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî P (−x)/Q(−x) =
−P (x)/Q(x) ïðè âñåõ x è P (x)/Q(x) > 0 ïðè âñåõ x > 0.


