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Ââåäåíèå

Nothing was 
hanged, but now it made sense.

U.K.Le Guin. The Beginning Pla
e

1

0.1. Çà÷åì ýòà êíèãà

Ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè � âàæíûå

è èíòåðåñíûå òåîðåìû, â �îðìóëèðîâêàõ êîòîðûõ íåò ïîíÿòèé èç

ýòîé òåîðèè, íî ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ êîòîðûõ áåç íåå íå îáîéòèñü.

Ê ñîæàëåíèþ, â áîëüøèíñòâå ó÷åáíèêîâ òàêèå ðåçóëüòàòû íåäîñòà-

òî÷íî äîñòóïíû. Ôîðìóëèðîâêè êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ è âàæíûõ

ïðîáëåì, ðàäè êîòîðûõ áûëà ïðèäóìàíà òåîðèÿ, ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî

ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ýòîé òåîðèè (èëè íå ïðèâîäÿòñÿ

ñîâñåì). Ýòî ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ î ìàòåìàòèêå

êàê î íàóêå, èçó÷àþùåé íåìîòèâèðîâàííûå ïîíÿòèÿ è òåîðèè.

Òàêèõ áëèñòàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè

ìíîãî. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ â ýòîé êíèãå îíè âûäåëåíû æèðíûì

øðè�òîì è, êàê ïðàâèëî, ñîáðàíû â íà÷àëå ïàðàãðà�îâ (âìåñòå

ñ êðàòêîé èñòîðèåé âîïðîñà). Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ

�óíäàìåíòàëüíîé ÷àñòüþ ìàòåìàòèêè è èìååò ïðèìåíåíèÿ çà åå

ïðåäåëàìè. Êàê è â ëþáîé �óíäàìåíòàëüíîé òåîðèè, åå îñíîâíûå

ìîòèâèðîâêè è èäåè ìîæíî äîñòóïíî èçëîæèòü ÷åëîâåêó, íå èìåþ-

ùåìó ãëóáîêèõ ñïåöèàëüíûõ ïîçíàíèé. Òàêîìó èçëîæåíèþ ïîñâÿ-

ùåíà ýòà êíèãà (âìåñòå ñ [ST34, BE82, Pr15, An03, PS97, E84, FT07,

Sk08, Sk, ZSS℄ è äðóãèìè êíèãàìè). Åå îñîáåííîñòü � âîçìîæíîñòü

ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ýòèìè ìîòèâèðîâêàìè è èäåÿìè íà ¾îëèìïèàä-

íûõ¿ ïðèìåðàõ, ò. å. íà ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñâîáîäíûõ

îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, è ñî ñâåäåíèåì ê íåîáõîäèìîìó ìèíèìó-

ìó àëãåáðàè÷åñêîãî ÿçûêà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ÿ íàäåþñü ñäåëàòü àë-

ãåáðàè÷åñêóþ òîïîëîãèþ áîëåå äîñòóïíîé è èíòåðåñíîé � â ïåðâóþ

î÷åðåäü ñòóäåíòàì è ðàáîòàþùèì â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêàì.

1

Íè÷åãî íå èçìåíèëîñü, íî òåïåðü âñå áûëî ïîíÿòíî. (Ó.Ê.Ëå �óèí. Èçíà-

÷àëüíîå ìåñòî. Ïåð. àâòîðà.)
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Â êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ âàæíåéøèå íàãëÿäíûå îáúåêòû ìà-

òåìàòèêè, ïîëåçíûå äëÿ ïðèëîæåíèé: ìàëîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ

è âåêòîðíûå ïîëÿ íà íèõ, íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ è èõ äå�îð-

ìàöèè. Ïðèâîäÿòñÿ åñòåñòâåííûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðåñ-

íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì è èçÿùíûå äîêàçàòåëüñòâà êðàñèâûõ

òåîðåì ñ ÿñíûìè è äîñòóïíûìè �îðìóëèðîâêàìè. Ïîêàçàíî, êàê

ïðè ýòîì âîçíèêàþò ïîëåçíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîíÿòèÿ (ãðóïïû ãî-

ìîëîãèé, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû è ò. ä.)

2

. Èìåííî íà òàêèõ

åñòåñòâåííûõ ïîñòðîåíèÿõ è äîêàçàòåëüñòâàõ ìîæíî ïî-íàñòîÿùåìó

ïðî÷óâñòâîâàòü áîëåå îáùèé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë (à ïðè íàëè-

÷èè íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû � è âîññîçäàòü åãî). Èçó-

÷åíèå, íà÷èíàþùååñÿ ñ äëèòåëüíîãî îñâîåíèÿ íåìîòèâèðîâàííûõ

îáùèõ ïîíÿòèé è òåîðèé, äåëàåò ìàëîäîñòóïíûìè çàìå÷àòåëüíûå

ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè

3

. ×àñòî èçó÷èâøèå êóðñ ìîãóò

âîñïðîèçâåñòè ñëîæíóþ òåîðèþ, íî íå ìîãóò ïðèìåíèòü åå â ïðî-

ñòåéøåé ñèòóàöèè, åñëè íå óêàçàíî, ÷òî ýòîé òåîðèåé íóæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ.

Íîâûå ââîäèìûå ïîíÿòèÿ ìîòèâèðîâàíû òåì, ÷òî èíòåðåñíî ÷å-

ëîâåêó, íå ñ÷èòàþùåìó èõ èíòåðåñíûìè ¾ñàìè ïî ñåáå¿, è ÷åëîâå-

êó, íå èíòåðåñóþùåìóñÿ ñïåöèàëüíî òîïîëîãèåé (íî óæå èìåþùå-

ìó íåêîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå). Íàïðèìåð, äîêàçàòåëü-

ñòâîì êðàñèâîé òåîðåìû, ðåøåíèåì âàæíîé çàäà÷è, îñìûñëåíèåì

åñòåñòâåííîé èäåè. Îïðåäåëåíèÿ íîâûõ ïîíÿòèé åñòåñòâåííî ïîÿâ-

2

Âàæíåéøèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîáëåìû, ðàäè êîòîðûõ áûëà ñîçäàíà àëãåáðà-

è÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü áûëè ìîòèâèðîâàíû ïðåäûäóùèì ðàçâèòèåì

ìàòåìàòèêè (ïðè÷åì íå òîëüêî ãåîìåòðèè, íî è àíàëèçà è àëãåáðû). Ìîòèâèðî-

âàòü ýòè ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîáëåìû íå âõîäèò â öåëè íàñòîÿùåé êíèãè. ß ëèáî

ïðèâîæó ññûëêè, ëèáî àïåëëèðóþ ê íåïîñðåäñòâåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ëþáî-

çíàòåëüíîñòè ÷èòàòåëÿ.

3

Ïðèâåäó ëèøü îäèí ïðèìåð èç ìíîãèõ. Åùå â XIX âåêå áûë ïðèäóìàí î÷åíü

ïðîñòîé, íàãëÿäíûé è ïîëåçíûé èíâàðèàíò ìíîãîîáðàçèé ��îðìà ïåðåñå÷åíèé,

ò. å. óìíîæåíèå â ãîìîëîãèÿõ ïîâåðõíîñòåé (ï. 6.7, [Hi95℄). Çàìå÷àòåëüíûì îò-

êðûòèåì Êîëìîãîðîâà è Àëåêñàíäåðà 1930-õ ãîäîâ ÿâèëîñü îáîáùåíèå ýòîãî

èíâàðèàíòà íà �èãóðû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè (óìíîæåíèå â êîãî-

ìîëîãèÿõ). Óìíîæåíèå Êîëìîãîðîâà�Àëåêñàíäåðà ìåíåå íàãëÿäíî è îïðåäå-

ëÿåòñÿ áîëåå ãðîìîçäêî, ÷åì �îðìà ïåðåñå÷åíèé, íî çàòî èìååò áîëåå ïðîäâè-

íóòûå ïðèìåíåíèÿ. Îïðåäåëåíèå �îðìû ïåðåñå÷åíèé ÷åðåç óìíîæåíèå Êîëìî-

ãîðîâà�Àëåêñàíäåðà äåëàåò ìàëîäîñòóïíûìè åå çàìå÷àòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ.

Ïîýòîìó �îðìó ïåðåñå÷åíèé èíîãäà ïðîñòî ïåðåîòêðûâàþò [Mo89℄.
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ëÿþòñÿ (è ÷åòêî �îðìóëèðóþòñÿ) â ýòîé ñèòóàöèè, è ïîòîìó èõ íå

îáÿçàòåëüíî çíàòü çàðàíåå. Â òî æå âðåìÿ äëÿ òåõ, êòî óæå èçó÷àë

àëãåáðàè÷åñêóþ òîïîëîãèþ, åå ïðèìåíåíèå ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì

îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì è èíòåðåñíûì.

Èçëîæåíèå ïîñòðîåíî ¾îò ÷àñòíîãî ê îáùåìó¿, ¾îò ïðîñòîãî

ê ñëîæíîìó¿, ñì. ï. 0.3. Ïóòü ïîçíàíèÿ â êàêîé-òî ìåðå ïîâòîðÿ-

åò ïóòü ðàçâèòèÿ. Òàêîå èçëîæåíèå ïðîäîëæàåò òðàäèöèþ, âîñõî-

äÿùóþ ê äðåâíîñòè [P℄. Â ñîâðåìåííîì ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè

îíà ïðåäñòàâëåíà, íàïðèìåð, æóðíàëîì ¾Êâàíò¿ è êíèãàìè ¾êâàí-

òîâñêèõ¿ àâòîðîâ. Áîëåå ïîäðîáíî ñì. [ZSS, � 27, � 28℄. Èíòåðåñíî,

÷òî ïðèâîäèìîå èçëîæåíèå ìíå ïðèõîäèëîñü ñíà÷àëà ïåðåîòêðû-

âàòü è ëèøü ïîòîì óáåæäàòüñÿ, ÷òî ïåðâîîòêðûâàòåëè ðàññóæäàëè

òàê æå, ñð. [Hi95℄.

Íàäåþñü, ïðèíÿòûé ñòèëü èçëîæåíèÿ íå òîëüêî ñäåëàåò ìàòå-

ðèàë áîëåå äîñòóïíûì, íî ïîçâîëèò ñèëüíûì ñòóäåíòàì (äëÿ êî-

òîðûõ äîñòóïíî äàæå àáñòðàêòíîå èçëîæåíèå) ïðèîáðåñòè ìàòåìà-

òè÷åñêèé âêóñ. Îí íåîáõîäèì, ÷òîáû ðàçóìíî âûáèðàòü ïðîáëåìû

äëÿ èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå ÿñíî èçëàãàòü ñîáñòâåííûå îòêðûòèÿ, íå

ñêðûâàÿ îøèáîê (èëè èçâåñòíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà) çà ÷ðåç-

ìåðíûì �îðìàëèçìîì. Ê ñîæàëåíèþ, òàêîå (íåïðåäíàìåðåííîå) ñî-

êðûòèå îøèáîê ÷àñòî ïðîèñõîäèò ñ ìàòåìàòèêàìè, âîñïèòàííûìè

íà ÷ðåçìåðíî �îðìàëüíûõ êóðñàõ. Òàêîå ïðîèñõîäèëî è ñ àâòîðîì

ýòèõ ñòðîê; ê ñ÷àñòüþ, ïî÷òè âñå ìîè îøèáêè èñïðàâëÿëèñü ïåðåä

ïóáëèêàöèÿìè.

×òåíèå ýòîé êíèãè è ðåøåíèå çàäà÷ ïîòðåáóþò îò ÷èòàòåëÿ óñè-

ëèé. Îäíàêî ýòè óñèëèÿ áóäóò ñïîëíà îïðàâäàíû òåì, ÷òî âñëåä

çà âåëèêèìè ìàòåìàòèêàìè XX âåêà â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ïðîáëåì ÷èòàòåëü îòêðîåò íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Íàäåþñü, ýòî ïîìîæåò åìó ñîâåðøèòü

ñîáñòâåííûå íàñòîëüêî æå ïîëåçíûå îòêðûòèÿ (íå îáÿçàòåëüíî â ìà-

òåìàòèêå)!

0.2. Îñíîâíàÿ èäåÿ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé ïðîñòîé èäåå,

÷àñòî âñòðå÷àþùåéñÿ ïðè ðåøåíèè øêîëüíûõ (â ÷àñòíîñòè, îëèìïè-

àäíûõ) çàäà÷. Íåâîçìîæíîñòü íåêîòîðîé êîíñòðóêöèè ìîæíî äî-
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êàçûâàòü ïóòåì ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ (íàçû-

âàåìîãî òàêæå èíâàðèàíòîì). Ïðèìåðîì ñëóæèò ÷åòíîñòü. Òî÷íî

òàê æå íåýêâèâàëåíòíîñòü êîíñòðóêöèé ÷àñòî äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì

ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî èíâàðèàíòà, èõ ðàçëè÷àþùåãî (ýòîò

èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì ê ýêâèâàëåíòíîñòè). Ìíîãèå

íåïîõîæèå äðóã íà äðóãà çàäà÷è òîïîëîãèè åñòåñòâåííî ïðèâîäÿò

ê ïîõîæèì ïðåïÿòñòâèÿì. Â ýòîé êíèãå ïðåïÿòñòâèÿ-èíâàðèàíòû,

ÿâëÿþùèåñÿ öåëûìè ÷èñëàìè èëè âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ 2, åñòü ïî-
÷òè â êàæäîì ïàðàãðà�å. À ãðóïïû ãîìîëîãèé ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî

â ï. 4.11 è � 6.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëî-

ãèè� ýòî èçó÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè ïîìîùè äèñêðåòíûõ,

êîìáèíàòîðíûõ (â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêèõ) ìåòîäîâ. Àëãåáðàè-

÷åñêóþ òîïîëîãèþ ðàíüøå íàçûâàëè êîìáèíàòîðíîé.

Ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ïðåïÿòñòâèé ðàçáèâàþòñÿ íà äâà øàãà. Ïåð-

âûé è îáû÷íî áîëåå ïðîñòîé øàã � ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ

íà ÿçûêå òåîðèè ïðåïÿòñòâèé. Îí ïðèâîäèòñÿ â ýòîé êíèãå. Âòîðîé

è áîëåå ñëîæíûé øàã� âû÷èñëåíèå ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðåïÿòñòâèé. Îí

ïðèâîäèòñÿ ëèøü â âèäå íàáðîñêà, öèêëà çàäà÷ èëè ïðîñòî ññûëêè

(ïîñêîëüêó, ïî ìîåìó ìíåíèþ, âòîðîé øàã ëó÷øå îïèñàí â ëèòåðà-

òóðå, ÷åì ïåðâûé). Çàìå÷ó, ÷òî â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ î÷åâèäíî,

÷òî ïîëó÷åííîå íåîáõîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äî-

ñòàòî÷íûì. À âîò äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîáëåì, êî-

òîðûå çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ (íàïðèìåð, î êëàññè�èêàöèè ìíîãîîáðà-

çèé èëè âëîæåíèé), òðóäíåå âñåãî èìåííî äîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü

ïîëó÷åííîãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ.

0.3. Ñîäåðæàíèå è èñïîëüçóåìûé ìàòåðèàë

Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ÷èòàòåëåé, íå âëàäå-

þùèõ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèåé (õîòÿ, âîçìîæíî, ÷àñòü åå áóäåò

èíòåðåñíà è ñïåöèàëèñòàì). Âñå íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå îáú-

åêòû (ñî ñòðàøíûìè íàçâàíèÿìè ¾ãðóïïû ãîìîëîãèé¿, ¾õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèå êëàññû¿ è ò. ä.) åñòåñòâåííî âîçíèêàþò è ñòðîãî îïðåäåëÿ-

þòñÿ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîáëåì. Äëÿ óäîá-

ñòâà ÷èòàòåëÿ â ï. 1.2, 2.1 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ãðà�îâ è ïðî-

ñòåéøèõ ïîâåðõíîñòåé.
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Â êíèãå ñíà÷àëà ïîêàçàíû òå èäåè, êîòîðûå âèäíû íà äâóìåð-

íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (ïîâåðõíîñòÿõ; � 2�7). Çàòåì � èäåè, êîòîðûå

âèäíû íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (� 8�10; � 8 è 10 èíòåðåñíû äà-

æå äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ). Òîëüêî ïîòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíî-

ãîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðè ýòîì äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ âñå-òàêè èíòåðåñíû ìíå íå ñàìè ïî ñåáå, à êàê ïðîñòûå

îáúåêòû äëÿ äåìîíñòðàöèè âàæíûõ èäåé, êîòîðûå ìîãóò ïðèíîñèòü

íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå ïëîäû äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå êëàññû ïî-íàñòîÿùåìó íåçàìåíèìû òîëüêî äëÿ ìíîãî-

îáðàçèé ðàçìåðíîñòè âûøå òðåõ.

Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè íàèáîëåå

íàãëÿäíû. Ýòî ïîçâîëÿåò áûñòðî äîáðàòüñÿ äî ïî-íàñòîÿùåìó èí-

òåðåñíûõ è ñëîæíûõ ðåçóëüòàòîâ. Õîòÿ á�îëüøàÿ ÷àñòü èçëîæåíèÿ

èñïîëüçóåò ÿçûê ¾ìíîãîìåðíûõ ãðà�îâ¿ (ãèïåðãðà�îâ èëè ñèìïëè-

öèàëüíûõ êîìïëåêñîâ), â ýòîé êíèãå â îñíîâíîì ñîáðàíû íåêîòîðûå

ðåçóëüòàòû è ìåòîäû, êàñàþùèåñÿ èìåííî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìíîãî-

îáðàçèé. Âïðî÷åì, äëÿ ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé áîëåå îá-

ùèå ãèïåðãðà�û âñå-òàêè ïîíàäîáÿòñÿ. Àíàëîãè÷íîå èçëîæåíèå äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ ãðà�îâ è ãèïåðãðà�îâ ñì., íàïðèìåð, â [Sk℄.
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Âûøå ïðèâåäåíà ñõåìà ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè ïàðàãðà�îâ.

ßâíûå ññûëêè ïðèâåäåíû è â òåêñòå. Òàêèå ññûëêè íå îòðàæåíû

â ñõåìå, åñëè â îäíîì ïàðàãðà�å èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàò èç äðó-

ãîãî, íî íåîáõîäèìà òîëüêî �îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà, à íå áîëåå

ãëóáîêîå åãî ïîíèìàíèå. Ïóíêòèð â ñõåìå îçíà÷àåò, ÷òî îäèí ïàðà-

ãðà� íóæåí äëÿ ìîòèâèðîâêè äðóãîãî, íî �îðìàëüíî íå èñïîëüçó-

åòñÿ â íåì. Íîìåðà ïóíêòîâ ó ñòðåëêè îçíà÷àþò, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ

òîëüêî ýòè ïóíêòû.
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Â íà÷àëå áîëüøèíñòâà ïàðàãðà�îâ ïðèâåäåíû �îðìóëèðîâêè

äîêàçûâàåìûõ â íèõ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êíèãè � íå

ýòè ðåçóëüòàòû, à ìåòîäû èõ äîêàçàòåëüñòâ. Îäíàêî ýòè ìåòîäû íå

áûëè áû òàê èíòåðåñíû, åñëè áû îíè íå äàâàëè êðàñèâûõ ðåçóëüòà-

òîâ, �îðìóëèðîâêè êîòîðûõ äîñòóïíû íåñïåöèàëèñòó. Ñëîæíîñòü

ìàòåðèàëà âíóòðè êàæäîãî ïàðàãðà�à ðàñòåò. Ïîýòîìó âïîëíå ðà-

çóìíî ïåðåõîäèòü ê íîâîìó ïàðàãðà�ó, îòëîæèâ îêîí÷àíèå ñòàðîãî.

Ïóíêòû, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êîé, ìîæíî ïðîïóñòèòü áåç óùåðáà äëÿ

ïîíèìàíèÿ îñòàëüíîãî ìàòåðèàëà. Êàê ïðàâèëî, â íèõ ïðèâîäèòñÿ

êðàòêîå óïðîùåííîå èçëîæåíèå áîëåå ïðîäâèíóòîãî ìàòåðèàëà.

Ïðè èçó÷åíèè ïðèìåðîâ, ìîòèâèðóþùèõ îáùåå ïîíÿòèå ãðóïï

ãîìîëîãèé, âîçíèêàþò âñå íîâûå è íîâûå ÷àñòíûå ñëó÷àè (ï. 4.7�4.11,

� 6, ï. 7.3, 8.6, 8.12, 9.4�9.9). Ïîëåçíî ïðîäóìàòü íåñêîëüêî òàêèõ

ïðèìåðîâ ïåðåä çíàêîìñòâîì ñ àáñòðàêòíûì èçëîæåíèåì ýòîãî ïî-

íÿòèÿ â ï. 10.6. Ôîðìàëüíî ï. 10.6 íå çàâèñèò îò ìíîãèõ ïðåäûäó-

ùèõ ïàðàãðà�îâ. Íî â íåì íåò îòâåòà íà âîïðîñ ¾çà÷åì¿, âàæíîãî

äëÿ íà÷àëà èçó÷åíèÿ ëþáîé òåîðèè.

0.4. Çàäà÷è

Áîëüø�àÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà ñ�îðìóëèðîâàíà â âèäå çàäà÷. Êðà-

ñèâûå íàãëÿäíûå çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå íóæíî íèêàêèõ

çíàíèé, ïðèâåäåíû óæå â ñàìîì íà÷àëå. Îáó÷åíèå ïóòåì ðåøåíèÿ

çàäà÷ íå òîëüêî õàðàêòåðíî äëÿ ñåðüåçíîãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè,

íî è ïðîäîëæàåò äðåâíþþ êóëüòóðíóþ òðàäèöèþ. Íàïðèìåð, ïî-

ñëóøíèêè äçýíñêèõ ìîíàñòûðåé îáó÷àþòñÿ, ðàçìûøëÿÿ íàä çàãàä-

êàìè, äàííûìè èì íàñòàâíèêàìè [S℄.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è íå èñïîëüçóþòñÿ â îñòàëü-

íîì òåêñòå. Â çàäà÷àõ ñ�îðìóëèðîâàíû èíòåðåñíûå è ïîëåçíûå

�àêòû èëè èçëîæåíû èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì. ×èòàòåëþ ïî-

ëåçíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ñàìèìè �àêòàìè è ïîíèìàòü èäåè äîêàçà-

òåëüñòâ, äàæå åñëè äåòàëè îñòàíóòñÿ íåäîñòóïíûìè. Ïðèâîäèìûå

�îðìóëèðîâêè çàäà÷ ìîãóò áûòü ïóòåâîäèòåëåì ïî äðóãèì ó÷åáíè-

êàì ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, ïîçâîëÿÿ íàìå÷àòü èíòåðåñíûå

êîíå÷íûå öåëè è îòáðàñûâàòü ìàòåðèàë, íå ÿâëÿþùèéñÿ äëÿ ýòèõ

öåëåé íåîáõîäèìûì. Ïîëåçíåå âñåãî îáñóæäàòü ñî ñïåöèàëèñòîì êàê

ðåøåíèÿ çàäà÷, òàê è âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè òðóäíîñòè.
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Äëÿ ðåøåíèÿ êàæäîé çàäà÷è (áåç çâåçäî÷êè) äîñòàòî÷íî çíà-

êîìñòâà ñ íàñòîÿùèì òåêñòîì è íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ äîïîëíè-

òåëüíûõ ïîíÿòèé è òåîðèé. Åñëè èñïîëüçóåìûå â çàäà÷å òåðìèíû

íå îïðåäåëåíû â ýòîì òåêñòå è âàì íåçíàêîìû, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ

çàäà÷ó ñëåäóåò ïðîñòî èãíîðèðîâàòü. Ê âàæíåéøèì çàäà÷àì ïðè-

âîäÿòñÿ óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ. Îíè ðàñïîëîæåíû â êîíöå êàæäîãî

ïàðàãðà�à. Îäíàêî ê íèì ñòîèò îáðàùàòüñÿ ïîñëå ïðîðåøèâàíèÿ

êàæäîé çàäà÷è.

Åñëè çàäà÷à âûäåëåíà ñëîâîì ¾òåîðåìà¿ (¾ñëåäñòâèå¿ è ò. ä.),

òî åå óòâåðæäåíèå âàæíîå. Êàê ïðàâèëî, ìû ïðèâîäèì �îðìóëèðîâ-

êó êðàñèâîãî èëè âàæíîãî óòâåðæäåíèÿ (â âèäå çàäà÷è) ïåðåä åãî

äîêàçàòåëüñòâîì. (×àñòî ïðîèñõîäèò îáðàòíîå, ñì. íà÷àëî ï. 0.1.)

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ìîãóò ïîòðåáî-

âàòüñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è. Ýòî âñåãäà ÿâíî îãîâàðèâàåòñÿ â ïîä-

ñêàçêàõ, à èíîãäà è ïðÿìî â òåêñòå. Ïîýòîìó åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à

íå ïîëó÷àåòñÿ, òî ÷èòàéòå äàëüøå. (Íà çàíÿòèè çàäà÷à-ïîäñêàçêà

äàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòóäåíò ïîäóìàë íàä ñàìîé çàäà÷åé.)

Òàêîé ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ïîëåçåí, ïîñêîëüêó ìîäåëèðóåò ðåàëüíóþ

èññëåäîâàòåëüñêóþ ñèòóàöèþ.

Â óêàçàíèÿõ ê íåêîòîðûì çàäà÷àì âñòðå÷àþòñÿ ññûëêè íà

web-ñòðàíèöó êíèãè [Sk20℄. Åñëè, ïà÷å ÷àÿíèÿ, åå àäðåñ èçìåíèò-

ñÿ, åå ìîæíî áóäåò íàéòè ñ ïîìîùüþ ïîèñêîâûõ ñèñòåì (âîçìîæíî,

÷åðåç äîìàøíþþ ñòðàíèöó àâòîðà). Òàì æå â çàäàíèÿõ ïî êóðñàì

èìåþòñÿ ññûëêè íà âèäåî, èëëþñòðèðóþùèå ìàòåðèàëû êíèãè.

0.5. Äëÿ ñïåöèàëèñòîâ

Â � 9 ïðèâîäèòñÿ íàáðîñîê ïðîñòîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Øòè�åëÿ 9.1.3 î ïàðàëëåëèçóåìîñòè îðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé. Îíî ïîëó÷åíî èç îáû÷íî ïðèâîäèìîãî â êíèãàõ îò-

áðàñûâàíèåì îáîçíà÷åíèé è òåðìèíîâ, íå íóæíûõ äëÿ íåãî, íî íóæ-

íûõ äëÿ ÷åãî-òî äðóãîãî. Îíî ïðîùå è äîêàçàòåëüñòâà èç [Ki89℄,

ñì. ï. 9.2. Â � 9, 12, 13 ïðèâîäèòñÿ íàáðîñîê ïðîñòîãî äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåì îá àëãåáðàõ ñ äåëåíèåì è î íåâëîæèìîñòè ïðîåêòèâ-

íûõ ïðîñòðàíñòâ. Â � 10, 11 ïðèâåäåíû êðàñèâûå âàæíûå çàäà÷è ïî

îñíîâàì òåîðèè ãîìîëîãèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà

ñåìèíàðàõ ïî ýòîé òåìå.
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Ïî âîçìîæíîñòè ïðèâîäÿòñÿ ññûëêè íà êíèãè è îáçîðû, à íå íà

îðèãèíàëüíûå ñòàòüè.

Ñòàíäàðòíàÿ òåðìèíîëîãèÿ òåîðèè ïðåïÿòñòâèé íå èñïîëüçóåòñÿ

òàì, ãäå (ïî ìíåíèþ àâòîðà) îíà íåóäîáíà äëÿ íà÷èíàþùåãî. Ïðè-

âåäåì çäåñü ñðàâíåíèå îáû÷íîé òåðìèíîëîãèè è ïðèíÿòîé â êíè-

ãå. �àññòàíîâêè ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íà i-ñèìïëåêñàõ òðèàíãóëÿ-

öèè T � òî æå ñàìîå, ÷òî i-ìåðíûå öåïè íà T ñ êîý��èöèåíòàìè G.
�ðóïïà òàêèõ ðàññòàíîâîê îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ Ci(T ;G). Ìíîæå-

ñòâî ∂−1(0) âñåõ öèêëîâ îáðàçóåò ïîäãðóïïó ãðóïïû Ci(K;G), îáî-
çíà÷àåìóþ Zi(T ;G). Ìíîæåñòâî ∂Ci+1(T ;G) âñåõ ãðàíèö îáðàçóåò

ïîäãðóïïó ãðóïïû Ci(K;G), îáîçíà÷àåìóþ Bi(T ;G). Êîãäà G= Z2,

ìû ïðîïóñêàåì êîý��èöèåíòû â îáîçíà÷åíèÿõ öåïåé, öèêëîâ, ãðà-

íèö è ãîìîëîãèé.

Â ýòîé êíèãå ïðåïÿòñòâèÿ ëåæàò â ãðóïïàõ ãîìîëîãèé, à íå

â ãðóïïàõ êîãîìîëîãèé (èçîìîð�íûõ ãðóïïàì ãîìîëîãèé äëÿ ìíîãî-

îáðàçèé). Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ èñïîëüçó-

þòñÿ äëÿ êëàññîâ, äâîéñòâåííûõ èì ïî Ïóàíêàðå. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ

(äâîéñòâåííàÿ ïðèíÿòîé â ó÷åáíèêàõ, íî îáû÷íàÿ äëÿ ïåðâîîòêðû-

âàòåëåé) ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî èçîáðàæàòü ïðåïÿòñòâèÿ.

0.6. Áëàãîäàðíîñòè

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü À.Í.Äðàíèøíèêîâó, Ä.Á.Ôóêñó, À.Ò.Ôî-

ìåíêî è Å.Â.Ùåïèíó: ÿ ó÷èëñÿ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ïî êíè-

ãå [FF89℄ è íà ñåìèíàðå Äðàíèøíèêîâà�Ùåïèíà â Ìàòåìàòè÷åñêîì

èíñòèòóòå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.

Íàñòîÿùàÿ êíèãà îñíîâàíà íà çàíÿòèÿõ, ïðîâåäåííûõ ìíîé íà

ìåõìàòå Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëî-

ìîíîñîâà, â Íåçàâèñèìîì ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå, íà ÔÎÏÔ

è ÔÈÂÒ Ìîñêîâñêîãî �èçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà, â Ëåòíåé

øêîëå ¾Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà¿, à òàêæå â Êèðîâñêîé è Ïåòåð-

áóðãñêîé ëåòíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ â 1994�2019 ãã.

Áëàãîäàðþ Ñ.ß.Àââàêóìîâà, Ï.Ì.Àõìåòüåâà, Ò.Â.Áåðåçèíà,

À.È.Áèêååâà, Þ.Ì.Áóðìàíà, À.ß.Áó÷àåâà, Ì.Í.Âÿëîãî, È.Ñ.Æèëü-

öîâà, À.À. Çàñëàâñêîãî, Ñ.Ê.Ëàíäî, Ñ.Â.Ìàòâååâà, Ñ.À.Îëåí÷ó-

êà, Ñ.Ñ.Ïîäêîðûòîâà, Â.Â.Ïðàñîëîâà, Í.À.Ïðèõîäüêî, Ì.Á.Ñêî-

ïåíêîâà, À.Á.Ñîñèíñêîãî, Ì.Òàíöåðà, Â.Â.Óñïåíñêîãî, Ì.Ñ.Ôåäî-
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ðîâà, Á. �.Ôðåíêèíà, Í.Â.Õîðîøàâêèíó è Â.Â.Øóâàëîâà çà ïîëåç-

íûå îáñóæäåíèÿ, ñïîñîáñòâîâàâøèå óëó÷øåíèþ èçëîæåíèÿ. Áëàãî-

äàðþ Ä.Ñ.Êðîî, Ñ.À.Îëåí÷óêà, Â.Â.Ïðàñîëîâà è Â.Â.Øóâàëîâà

çà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ïîäãîòîâëåííûå èìè êîìïüþòåðíûå

âåðñèè ðèñóíêîâ. Áëàãîäàðþ âñåõ ó÷àñòíèêîâ çàíÿòèé çà çàìå÷à-

íèÿ è çà ïðåäîñòàâëåíèå ðåøåíèé íåêîòîðûõ çàäà÷.

Ýòà êíèãà ïîñâÿùåíà ïàìÿòè Þðèÿ Ïåòðîâè÷à Ñîëîâü¼âà � çà-

ìå÷àòåëüíîãî ìàòåìàòèêà, ñ÷èòàâøåãî âàæíûì èçëîæåíèå ìàòåìà-

òèêè íà êîíêðåòíîì, äîñòóïíîì (è â òî æå âðåìÿ ñòðîãîì) ÿçûêå,

â îòëè÷èå îò ¾ïòè÷üåãî¿ ÿçûêà èçëèøíåé àáñòðàêöèè.

�ðàíòîâàÿ ïîääåðæêà. Àâòîð ïîääåðæàí �ÔÔÈ, ãðàíòû

íîìåð 15-01-06302 è 19-01-00169, è ãðàíòàìè �îíäà Ñàéìîíñà

2015�2020 ãîäîâ.

Èíòåðíåò-ñòðàíèöà àâòîðà: https://users.m

me.ru/skopenko/.

0.7. Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

Åñëè âåêòîð îáîçíà÷åí îäíîé áóêâîé (à íå óêàçàíèåì åãî íà÷àëà

è êîíöà), òî ìû íå ïèøåì íàä íèì çíàê âåêòîðà è íå âûäåëÿåì åãî

æèðíûì. Âîò äðóãèå îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:

• |X|�÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå X;
• prk �ïðîåêöèÿ íà k-é ñîìíîæèòåëü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ;
• ρ2 �ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ äâà;

• Z(i) � ãðóïïà Z äëÿ ÷åòíîãî i è Z2 äëÿ íå÷åòíîãî i;
• fx èëè f(x)� îáðàç ýëåìåíòà x ïðè îòîáðàæåíèè f ;
• ≃� ãîìîòîïíîñòü îòîáðàæåíèé (ï. 3.7);

• ∼=� ãîìåîìîð�íîñòü ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rm (ï. 3.1),

äè��åîìîð�íîñòü ìíîãîîáðàçèé (ï. 4.5), êóñî÷íî ëèíåéíàÿ ãîìåî-

ìîð�íîñòü ãèïåðãðà�îâ (ï. 5.2), èçîìîð�èçì ãðóïï;

• ∼� ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòðàíñòâ (ï. 14.4).

Íîìåðà çàäà÷ îáîçíà÷àþòñÿ æèðíûì øðè�òîì. Åñëè óñëîâèå

çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé óòâåðæäåíèÿ, òî â çàäà÷å òðåáó-

åòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàòü. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷å-

íû çâåçäî÷êîé *. Åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à íå ïîëó÷àåòñÿ, òî ÷èòàéòå

äàëüøå � ñëåäóþùèå çàäà÷è ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîäñêàçêàìè.
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1.1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ï. 1.3 äîêàçûâàþòñÿ ïðîñòåéøèå ðåçóëüòàòû î ãðà�àõ è ðàñ-

êðàñêàõ êàðò íà ïëîñêîñòè � óòâåðæäåíèÿ 1.1.1 è 1.3.2.

1.1.1. (a) Òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà êîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ. Èõ ìîæíî òàê ðàñêðàñèòü â 6 öâåòîâ, ÷òî ëþ-

áûå äâà ìíîãîóãîëüíèêà, èìåþùèå îáùèé ãðàíè÷íûé îòðåçîê, áó-

äóò îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

(b)* Òî æå äëÿ 5 öâåòîâ.
(Çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà ÷åòûðåõ êðàñîê óòâåðæäàåò, ÷òî è 4 öâå-

òîâ õâàòèò, íî åå äîêàçàòåëüñòâî ãîðàçäî áîëåå ñëîæíî.)

�ðà� íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì (èëè âëîæèìûì â ïëîñêîñòü, èëè

ðåàëèçóåìûì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè), åñëè åãî ìîæíî

èçîáðàçèòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè. Ïðîñòåéøèå ïîíÿòèÿ

òåîðèè ãðà�îâ íàïîìèíàþòñÿ â ï. 1.2; áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå

ïëàíàðíîñòè ïðèâåäåíî â ï. 1.3.

Ïðîáëåìà âëîæèìîñòè ãðà�îâ (èëè ãðà�îâ ñ äîïîëíèòåëüíîé

ñòðóêòóðîé) â ïëîñêîñòü, òîð, ëåíòó Ìåáèóñà è äðóãèå ïîâåðõ-

íîñòè (ñì. � 2) � îäíà èç îñíîâíûõ â òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ãðà-

�îâ [MT01℄.

Óòâåðæäåíèå 1.1.2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ

ïëàíàðíîñòè ãðà�îâ. (Ñì. [Sk, ñíîñêà 4℄, [Sk18, ñíîñêà 7℄.)

Îäèí èç ïðîñòåéøèõ (íî ìåäëåííî ðàáîòàþùèõ) àëãîðèòìîâ

ñòðîèòñÿ â ï. 1.5 è 1.6 (óòâåðæäåíèå 1.1.2 âûòåêàåò èç óòâåðæäå-

4

Òîìó, ÷òî õîòÿ ñî äíÿ âûõîäà ìîåé êíèãè åùå íå ïðîøëî äåñÿòè ëåò, óæå

ïîÿâèëàñü ïîòðåáíîñòü âî âòîðîì åå èçäàíèè, ÿ îáÿçàí îòíþäü íå èíòåðåñó ñïå-

öèàëèñòîâ... (Ç.Ôðåéä. Òîëêîâàíèå ñíîâèäåíèé. Ïåð. À.Ì. Áîêîâèêîâà.)
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íèé 1.6.1 (f) è 1.6.3 (a)). Îí îñíîâàí íà âàæíîé êîíñòðóêöèè óòîë-

ùåíèÿ, âîçíèêàþùåé âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òîïîëîãèè è åå ïðèëîæåíèé

(ñèíîíèìû: ãðà� ñ âðàùåíèÿìè, ýñêèç [Ha, LZ, MT01℄). Àëãîðèòì

íå èñïîëüçóåò íåòðèâèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ (òàêèõ êàê êðèòåðèé Êó-

ðàòîâñêîãî èëè òåîðåìà Ôàðè, ñì. �îðìóëèðîâêè â [Sk, ï. 1.2 ¾Àëãî-

ðèòìè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ïëàíàðíîñòè ãðà�îâ¿℄; òàì æå ïðèâåäåí

ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì).

Íà ïðèìåðå äîêàçàòåëüñòâ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äåìîíñòðèðóþòñÿ

ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Ýéëåðà 1.3.3 (
). (Ñòàëî áûòü, ýòè äîêàçà-

òåëüñòâà ëó÷øå îòëîæèòü äî çíàêîìñòâà ñ íåé.) Ýòà �îðìóëà äî-

êàçûâàåòñÿ â ï. 1.4; òàì íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå îáúÿñíÿåòñÿ åå

íåòðèâèàëüíîñòü, èãíîðèðóåìàÿ â íåêîòîðûõ èçëîæåíèÿõ.

1.2. Glossary of Graph Theory

Âåðîÿòíî, ââîäèìûå çäåñü ïîíÿòèÿ çíàêîìû ÷èòàòåëþ, íî ìû

ïðèâîäèì ÷åòêèå îïðåäåëåíèÿ, ÷òîáû �èêñèðîâàòü òåðìèíîëîãèþ

(êîòîðàÿ áûâàåò äðóãîé â äðóãèõ êíèãàõ).

�ðà�îì G = (V, E) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî V = V (G)

âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì E = E(G)⊂
(
V

2

)
åãî äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ (ò. å. íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ). (Áîëåå

òî÷íûé òåðìèí äëÿ ïîíÿòèÿ ãðà�à, äàííîãî çäåñü, � ãðà� áåç ïå-

òåëü è êðàòíûõ ðåáåð èëè ïðîñòîé ãðà�.) Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V
íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E íàçûâàþòñÿ ðåá-

ðàìè. Õîòÿ ðåáðà � íåóïîðÿäî÷åííûå ïàðû, â òåîðèè ãðà�îâ èõ

òðàäèöèîííî îáîçíà÷àþò êðóãëûìè ñêîáêàìè. Âåðøèíû a è b íà-
çûâàþòñÿ êîíöàìè èëè âåðøèíàìè ðåáðà (a, b).

Ïðè ðàáîòå ñ ãðà�àìè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ èõ èçîáðàæåíèÿìè

� íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå (èëè, âûðàæàÿñü íà-

ó÷íî, îòîáðàæåíèÿìè èõ òåë â ïëîñêîñòü èëè â ïðîñòðàíñòâî, ñð.

ñ ï. 5.1). Ñì. ðèñ. 1.3.1, 1.3.2, 1.7.2 íèæå. Âåðøèíû èçîáðàæàþòñÿ

òî÷êàìè. Êàæäîå ðåáðî èçîáðàæàåòñÿ ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé åãî

êîíöû. (Ïðè ýòîì òîëüêî êîíöû êàæäîé ëîìàíîé èçîáðàæàþò âåð-

øèíû ãðà�à.) Ëîìàíûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, íî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

(êðîìå îáùèõ êîíöîâ ëîìàíûõ) íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè. Âàæíî,

÷òî ãðà� è åãî èçîáðàæåíèå � íå îäíî è òî æå. Íàïðèìåð, íà ðèñ.
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1.3.2 (â öåíòðå è ñïðàâà), 1.3.1 ïðèâåäåíû ðàçíûå èçîáðàæåíèÿ íà

ïëîñêîñòè îäèíàêîâûõ ãðà�îâ (òî÷íåå, èçîìîð�íûõ ãðà�îâ). Èíî-

ãäà íà èçîáðàæåíèè íå âñå âåðøèíû îòìå÷àþòñÿ, ñì. ðèñ. 1.2.1 è

1.6.2 ñëåâà.

�èñ. 1.2.1. Öèêë, áóêåò öèêëîâ è K4

Ïóòåì Pn íàçûâàåòñÿ ãðà� ñ âåðøèíàìè 1, 2, . . . , n è ðåáðàìè

(i, i + 1), i = 1, 2, . . . , n − 1. Öèêëîì Cn íàçûâàåòñÿ ãðà� ñ âåðøè-

íàìè 1, 2, . . . , n è ðåáðàìè (1, n) è (i, i+ 1), i= 1, 2, . . . , n − 1. (Íå
ïóòàéòå ýòè ãðà�û ñ ïóòåì â ãðà�å è öèêëîì â ãðà�å, îïðåäåëåí-

íûìè íèæå.)

�ðà� ñ n âåðøèíàìè, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû ðåáðîì,

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì è îáîçíà÷àåòñÿ Kn. Åñëè âåðøèíû ãðà�à ìîæ-

íî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè òàê, ÷òî íåò ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåð-

øèíû èç îäíîé è òîé æå ÷àñòè, òî ãðà� íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì,

à ÷àñòè íàçûâàþòñÿ äîëÿìè. ×åðåç Km,n îáîçíà÷àåòñÿ äâóäîëüíûé

ãðà� ñ äîëÿìè èçm è èç n âåðøèí, â êîòîðîì èìåþòñÿ âñåmn ðåáåð
ìåæäó âåðøèíàìè ðàçíûõ äîëåé. Ñì. ðèñ. 1.3.2.

�ðóáî ãîâîðÿ, ïîäãðà� äàííîãî ãðà�à� ýòî åãî ÷àñòü. Ôîðìàëü-

íî ãîâîðÿ, ãðà� G íàçûâàåòñÿ ïîäãðà�îì ãðà�à H, åñëè êàæäàÿ

âåðøèíà ãðà�à G ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ãðà�à H è êàæäîå ðåáðî ãðà-

�à G ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðà�à H. Ïðè ýòîì äâå âåðøèíû ïîäãðà-

�à, ñîåäèíåííûå ðåáðîì â ãðà�å, íå îáÿçàòåëüíî ñîåäèíåíû ðåáðîì

â ïîäãðà�å.

Ïóòåì â ãðà�å íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v1e1v2e2 . . . en−1vn,
â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî i ðåáðî ei ñîåäèíÿåò âåðøèíû vi è vi+1. (�åáðà

e1, e2, . . . , en−1 íå îáÿçàòåëüíî ïîïàðíî ðàçëè÷íû.) Öèêëîì â ãðà�å

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v1e1v2e2 . . . en−1vnen, â êîòîðîé äëÿ
ëþáîãî i < n ðåáðî ei ñîåäèíÿåò âåðøèíû vi è vi+1, à ðåáðî en ñî-

åäèíÿåò âåðøèíû vn è v1. Íåñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ íàçûâàåòñÿ öèêë,
äëÿ êîòîðîãî âåðøèíû v1, v2, . . . , vn ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñòàíäàðò-
íûé òåðìèí (ìåíåå óäîáíûé äëÿ íà÷èíàþùåãî) � ïðîñòîé öèêë.
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�ðà� íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæ-

íî ñîåäèíèòü ïóòåì, è íåñâÿçíûì èíà÷å. �ðà� íàçûâàåòñÿ äåðåâîì,

åñëè îí ñâÿçåí è íå ñîäåðæèò íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ. Îñòî-

âîì (èëè ìàêñèìàëüíûì äåðåâîì) ãðà�à íàçûâàåòñÿ ëþáîé åãî ïîä-

ãðà�, ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì è ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðà�à. ßñ-

íî, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðà�å ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäãðà�.

Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé óäàëåíèÿ ðåáðà è óäàëåíèÿ âåðøèíû ÿñ-

íî èç ðèñ. 1.2.2. Îïåðàöèÿ ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà (ðèñ. 1.2.2) óäàëÿåò èç

ãðà�à ýòî ðåáðî è çàìåíÿåò âåðøèíû A è B ýòîãî ðåáðà íà îäíó

âåðøèíó D, à âñå ðåáðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèí A è B â íåêîòîðûå

âåðøèíû, çàìåíÿåò íà ðåáðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû D â òå æå

âåðøèíû. (Â îòëè÷èå îò ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà â ìóëüòèãðà�å, êàæäîå

ïîëó÷èâøååñÿ ðåáðî êðàòíîñòè áîëüøå 1 çàìåíÿåòñÿ íà ðåáðî êðàò-
íîñòè 1.) Íàïðèìåð, åñëè ãðà�� öèêë ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè, òî

ïðè ñòÿãèâàíèè ëþáîãî åãî ðåáðà ïîëó÷èòñÿ öèêë ñ òðåìÿ âåðøè-

íàìè.

�èñ. 1.2.2. Óäàëåíèå ðåáðà G− e, ñòÿãèâàíèå ðåáðà G/e è óäà-
ëåíèå âåðøèíû G− x

Â áîëüøåé ÷àñòè äàííîãî òåêñòà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì

ãðà�à áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Îäíàêî âñå íàïèñàííîå ñïðàâåä-

ëèâî äëÿ ñëåäóþùåãî îáîáùåíèÿ, êîòîðîå êîå-ãäå äàæå íåîáõîäèìî.

Ìóëüòèãðà�îì (èëè ãðà�îì ñ ïåòëÿìè è êðàòíûìè ðåáðàìè) íà-
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çûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ òàáëèöà (ìàòðèöà) èç öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïðè ýòîì

÷èñëî, ñòîÿùåå íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, èíòåðïðå-
òèðóþò êàê ÷èñëî ðåáåð (èëè êðàòíîñòü ðåáðà) ìåæäó âåðøèíàìè

ñ íîìåðàìè i è j ïðè i 6= j è êàê ÷èñëî ïåòåëü â âåðøèíå ñ íîìåðîì i
ïðè i = j. �åáðî íàçûâàåòñÿ êðàòíûì, åñëè åãî êðàòíîñòü áîëüøå

åäèíèöû.

1.3. �ðà�û è ðàñêðàñêè êàðò íà ïëîñêîñòè

Ïëîñêèì ãðà�îì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð íåñàìîïåðåñåêà-

þùèõñÿ ëîìàíûõ íà ïëîñêîñòè, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ

òîëüêî ïî èõ îáùèì êîíöàì (â ÷àñòíîñòè, åñëè îáùèõ êîíöîâ íåò,

òî íå ïåðåñåêàþòñÿ). Êîíöû ëîìàíûõ íàçûâàþòñÿ åãî âåðøèíàìè,

à ñàìè ëîìàíûå � ðåáðàìè. Èòàê, ïëîñêîìó ãðà�ó ñîîòâåòñòâóåò

ãðà� (â ñìûñëå ï. 1.2), èçîáðàæåíèåì êîòîðîãî íàçûâàåòñÿ ïëîñ-

êèé ãðà�. Èíîãäà ïëîñêèé ãðà� íàçûâàþò ïðîñòî ãðà�îì, íî ýòî

íåòî÷íî, ïîñêîëüêó îäèí è òîò æå ãðà� ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñ-

êîñòè (åñëè ìîæíî) ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ñì. ðèñ. 1.3.1.

�èñ. 1.3.1. �àçëè÷íûå èçîáðàæåíèÿ ãðà�à íà ïëîñêîñòè

�ðà� íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè íåêîòîðûé ïëîñêèé ãðà�

ÿâëÿåòñÿ åãî èçîáðàæåíèåì.

1.3.1. Ñëåäóþùèå ãðà�û ïëàíàðíû:

(a) ãðà� K5 áåç îäíîãî èç ðåáåð (ðèñ. 1.7.2); (b) ëþáîå äåðåâî;

(
) ãðà� ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà.

�èñ. 1.3.2. Íåïëàíàðíûå ãðà�û K5 è K3,3
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1.3.2. (a) �ðà� K5 íå ïëàíàðåí. (b) �ðà� K3,3 íå ïëàíàðåí.

(
) Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ñâÿçíîãî ãðà�à ñ V âåðøèíàìè è E > 1
ðåáðàìè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî E 6 3V − 6.

(d) Â ëþáîì ïëîñêîì ãðà�å åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäèò

íå áîëåå 5 ðåáåð.

Ïëîñêèé ãðà� äåëèò ïëîñêîñòü íà ÷àñòè, íàçûâàåìûå ãðàíÿìè

ãðà�à. Ïðèâåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå

åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ëåæàùåé â ýòîì ïîäìíîæå-

ñòâå. (Îñòîðîæíî, äëÿ áîëåå îáùèõ ïîäìíîæåñòâ, ÷åì ðàññìàòðè-

âàåìûå çäåñü, îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè äðóãîå!)

�ðàíüþ ïëîñêîãî ãðà�à G íàçûâàåòñÿ êàæäàÿ èç ñâÿçíûõ ÷à-

ñòåé, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ ïëîñêîñòü R2
ïðè ðàçðåçàíèè ïî âñåì

ëîìàíûì (=ðåáðàì) ïëîñêîãî ãðà�à G, ò.å. ëþáîå ìàêñèìàëüíîå

ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî â R2 −G. Çàìåòèì, ÷òî îäíà èç òàêèõ ÷àñòåé
áóäåò ¾áåñêîíå÷íîé¿.

1.3.3. (a) Íàðèñóéòå ïëîñêèé ãðà�, â ãðàíèöå íåêîòîðîé ãðàíè

êîòîðîãî èìååòñÿ òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëà.

(b) Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðà�à ñ E > 1 ðåáðàìè è F ãðàíÿìè

âåðíî íåðàâåíñòâî 3F 6 2E.
(
)* Ôîðìóëà Ýéëåðà. Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðà-

�à ñ V âåðøèíàìè, E ðåáðàìè è F ãðàíÿìè âåðíî ðàâåíñòâî

V − E + F = 2.
(d) Íàéäèòå àíàëîã �îðìóëû Ýéëåðà äëÿ ïëîñêîãî ãðà�à ñ s

êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.

Äëÿ ï. (b) ïîäóìàéòå, 
êîëüêèì ãðàíÿì ïðèíàäëåæèò ðåáðî è

êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð ìîæåò îãðàíè÷èâàòü ãðàíü.

Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû Ýéëåðà ïðèâåäåíî íèæå. Ñíà÷àëà, èñ-

ïîëüçóÿ �îðìóëó Ýéëåðà áåç äîêàçàòåëüñòâà, ðåøèòå çàäà÷è 1.1.1

è 1.3.2.

1.4. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû Ýéëåðà

1.4.1. (a1) Íà ïëîñêîñòè äàí îòðåçîê l è äâå òî÷êè âíå íåãî.

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò íåêîòîðóþ ëîìàíóþ, ñîåäè-

íÿþùóþ ýòè òî÷êè è íå ïåðåñåêàþùóþ l.
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(a2) Òî æå ñ çàìåíîé l íà íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ äâóçâåííóþ

ëîìàíóþ.

(a3) Òî æå ñ çàìåíîé l íà íåçàìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ

òðåõçâåííóþ ëîìàíóþ.

(a) Òî æå ñ çàìåíîé l íà ïðîèçâîëüíóþ íåçàìêíóòóþ íåñàìîïå-

ðåñåêàþùóþñÿ ëîìàíóþ.

(b) Òî æå äëÿ äåðåâà l íà ïëîñêîñòè, ðåáðà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
îòðåçêàìè.

(
) Åñëè äâà îòðåçêà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íè-

ìè ïîëîæèòåëüíî. (�àññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè ïëîñ-

êîñòè íàçûâàåòñÿ èí�èìóì ìíîæåñòâà âñåõ ðàññòîÿíèé îò òî÷êè

ïåðâîãî ìíîæåñòâà äî òî÷êè âòîðîãî.)

Óêàçàíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóéòå èíäóêöèþ

(èëè ðåêóðñèþ). Â äîêàçàòåëüñòâå øàãà èíäóêöèè èñïîëüçóéòå óäà-

ëåíèå âèñÿ÷åé âåðøèíû è ï. (
). Ñð. ñ êîíñòðóêöèåé ðåãóëÿðíîé

îêðåñòíîñòè äåðåâà, ñì. ðèñ. 1.6.3 ñëåâà è îïðåäåëåíèå îêîëî

íåãî, [BE82, � 6℄, [CR, ñ. 293�294℄. Ï. (
) äîêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðå-

íèåì ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ îòðåçêîâ.

Íåòðèâèàëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà èç çàäà÷ 1.4.1 èëëþ-

ñòðèðóåò íåòðèâèàëüíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé. (Àíàëîãè÷íîå

çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî ïî ïîâîäó àëãîðèòìà 1.4.3 (a) è òåîðåìû

Æîðäàíà 1.4.3 (b).)

1.4.2. (a) Ëþáàÿ íåçàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ L
íà ïëîñêîñòè R2

íå ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü, ò. å. R2 − L ñâÿçíî.

(b) Íèêàêîå äåðåâî íà ïëîñêîñòè íå ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü.

(
) Ïðè óäàëåíèè ðåáðà èç ïëîñêîãî ãðà�à êîëè÷åñòâî ãðàíåé

óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.
(d) Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðà�à ñ V âåðøèíàìè, E ðåá-

ðàìè è F ãðàíÿìè âåðíî íåðàâåíñòâî V −E + F 6 2.
Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå èäåè ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.4.1.

1.4.3. (a) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çàìêíóòîé íåñàìî-

ïåðåñåêàþùåéñÿ ëîìàíîé L íà ïëîñêîñòè è äâóì òî÷êàì âíå íåå

âûÿñíÿåò, ìîæíî ëè ýòè òî÷êè ñîåäèíèòü íåêîòîðîé ëîìàíîé, íå

ïåðåñåêàþùåé L.
(b) Òåîðåìà Æîðäàíà. Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþ-

ùàÿñÿ ëîìàíàÿ L íà ïëîñêîñòè R2
ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü ðîâíî íà
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äâå ñâÿçíûå ÷àñòè, ò. å. R2 − L íåñâÿçíî è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

äâóõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ.

Îáû÷íî òåîðåìîé Æîðäàíà íàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû 1.4.3 (b)

äëÿ íåïðåðûâíûõ êðèâûõ L. Îí äîêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñëîæ-

íî [An03, Ch99℄. À òåîðåìó 1.4.3 (b) íàçûâàþò êóñî÷íî ëèíåéíîé

òåîðåìîé Æîðäàíà.

Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Æîðäàíà 1.4.3 (b) ïðèâåäåíî

â [CR, ñ. 292�295℄, ñì. çàìå÷àíèå 1.4.8.a. Ìû ïðèâåäåì ïîõîæåå

íåìíîãî áîëåå ñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî. Çàòî îíî äàåò èíòåðåñíóþ

ëåììó î ïåðåñå÷åíèè 1.4.4 è äåìîíñòðèðóåò òåõíèêó ÷åòíîñòè è îá-

ùåãî ïîëîæåíèÿ (ëåììû 1.4.5 è 1.4.6), ïîëåçíóþ äëÿ äàëüíåéøåãî.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Æîðäàíà 1.4.3 (b). Óòâåð-

æäåíèå î òîì, ÷òî ÷àñòåé íå áîëåå äâóõ, ïðîùå; ýòî ñëåäóåò èç

óòâåðæäåíèé 1.4.2 (b, 
). Ñð. [BE82, � 6℄, [CR, ñ. 293�294℄.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ÷àñòåé áîëüøå îäíîé, òðóäíåå. ×òîáû

ýòî äîêàçàòü, âîçüìåì äâå òî÷êè, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê íåêîòîðîìó

îòðåçêó ëîìàíîé L è ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòðåçêà. Èç

ñëåäóþùåé ëåììû î ïåðåñå÷åíèè 1.4.4 âûòåêàåò, ÷òî

(∗) èìåííî ýòè òî÷êè íåâîçìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, íå ïå-

ðåñåêàþùåé L.

Ëåììà 1.4.4 (î ïåðåñå÷åíèè). Ëþáûå äâå ëîìàíûå â êâàäðàòå,

ñîåäèíÿþùèå åãî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, ïåðåñåêàþòñÿ.

Ëåììà î ïåðåñå÷åíèè âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùèõ ëåìì î ÷åòíî-

ñòè 1.4.5 è îá àïïðîêñèìàöèè 1.4.6 (a, b).

Íåñêîëüêî òî÷åê ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè,

åñëè íèêàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàò íà ïðÿìîé è íèêàêèå òðè îòðåçêà,

èõ ñîåäèíÿþùèå, íå èìåþò îáùåé âíóòðåííåé òî÷êè.

Ëåììà 1.4.5 (î ÷åòíîñòè). Åñëè âåðøèíû äâóõ çàìêíóòûõ

ïëîñêèõ ëîìàíûõ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, òî ëîìàíûå ïå-

ðåñåêàþòñÿ â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê.

Ñì. êîììåíòàðèè è äîêàçàòåëüñòâî â [Sk, � 1.3 ¾×èñëî ïåðåñå÷å-

íèÿ äëÿ ëîìàíûõ íà ïëîñêîñòè¿℄.

Ëîìàíóþ A0 . . . An íàçîâåì ïîâåðøèííî ε-áëèçêîé ê ëîìàíîé

B0 . . . Bm, åñëè m= n è |AiBi|< ε äëÿ ëþáîãî i= 0, 1, . . . , n.
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Ëåììà 1.4.6 (îá àïïðîêñèìàöèè). (a') Take any ε > 0 and points
A1, . . . , An in a square. Then there are points A

′
1, . . . , A

′
n in the square

su
h that the verti
es of the square and A′
1, . . . , A

′
n are in general

position, and |AiA′
i|< ε for any i= 1, . . . , n.

(a) Ïóñòü ε > 0 è L1, L2 � ëîìàíûå â êâàäðàòå, ñîåäèíÿþùèå

ïàðû åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí. Òîãäà ñóùåñòâóþò ëîìàíûå

L′
1, L

′
2 â êâàäðàòå, ñîåäèíÿþùèå ïàðû åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ âåð-

øèí, ïîâåðøèííî ε-áëèçêèå ê L1, L2, ïðè÷åì âñå âåðøèíû ëîìàíûõ

L′
1, L

′
2 íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

(b') Äëÿ ëþáîé ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ XY è ZT íàé-

äåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê X ′, Y ′, Z ′, T ′
ïëîñêîñòè

èç íåðàâåíñòâ |XX ′|, |Y Y ′|, |ZZ ′|, |TT ′| < ε ñëåäóåò, ÷òî îòðåç-

êè X ′Y ′
è Z ′T ′

íå ïåðåñåêàþòñÿ.

(b) Åñëè äâå ëîìàíûå L1 è L2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò

ε > 0, äëÿ êîòîðîãî ëþáûå ëîìàíûå L′
1, L

′
2, ïîâåðøèííî ε-áëèçêèå

ê L1, L2, òàêæå íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû Ýéëåðà 1.3.3 (
). Èíäóêöèÿ

ïî êîëè÷åñòâó ðåáåð âíå ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà. Áàçà èíäóêöèè �

óòâåðæäåíèå 1.4.2 (b). Øàã èíäóêöèè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

(∗∗) åñëè ïðè óäàëåíèè ðåáðà èç ïëîñêîãî ãðà�à ïîëó÷àåòñÿ ñâÿç-
íûé ãðà�, òî êîëè÷åñòâî ãðàíåé óìåíüøàåòñÿ õîòÿ áû íà 1.

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òðóäíîé ÷àñòè òåîðåìû Æîðäà-

íà 1.4.3 (b) ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû î ïåðåñå÷åíèè 1.4.4.

Ëåììà î ïåðåñå÷åíèè 1.4.4 ïîëåçíà è äëÿ äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ.

×àñòî (íàïðèìåð, â ñëåäóþùåé çàäà÷å) óäîáíåå ïðèìåíÿòü èìåííî

åå, à íå òåîðåìó Æîðäàíà 1.4.3 (b).

1.4.7. (a) Èç îäíîé òî÷êè âûåõàëè äâà âåëîñèïåäèñòà: ïåðâûé íà

ñåâåð, âòîðîé íà âîñòîê. Îáà îíè ïðèåõàëè â ýòó æå òî÷êó: ïåðâûé

(âïåðâûå) ñ þãà, âòîðîé ñ çàïàäà.

(b) Èç îäíîé òî÷êè âûåõàëè òðè âåëîñèïåäèñòà: ïåðâûé íà çà-

ïàä, âòîðîé íà ñåâåð è òðåòèé íà âîñòîê. Âñå îíè ïðèåõàëè â äðóãóþ

òî÷êó: ïåðâûé ñ çàïàäà, âòîðîé ñ ñåâåðà è òðåòèé ñ âîñòîêà.

(a, b) Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç âåëîñèïåäèñòîâ ïåðåñåêàë ñëåäû

äðóãîãî. (Ñì. 2-é ðÿä íà ðèñ. 1.5.2 è 1.6.2 ñëåâà; îòïðàâíàÿ òî÷êà

íå ñ÷èòàåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäîâ; ìîæåòå ñ÷èòàòü, ÷òî ïóòè

âåëîñèïåäèñòîâ � ëîìàíûå.)
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Çàìå÷àíèå 1.4.8. (a) (ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìûÆîðäàíà 1.4.3 (b))

Òåîðåìà Æîðäàíà � ÷àñòíûé ñëó÷àé �îðìóëû Ýéëåðà 1.3.3 (
) äëÿ

ãðà�à, ÿâëÿþùåãîñÿ öèêëîì. Ïîýòîìó âûâîä òåîðåìû Æîðäàíà èç

�îðìóëû Ýéëåðà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîðî÷íûé êðóã.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà �àêòà (∗) ïðèâåäåíà â [CR, ñ. 293�294℄.

Âïðî÷åì, ñàìè �îðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà (ò. å. òî-

ãî, ÷òî B 6=∅) òàì ïðîïóùåíû. �àññóæäåíèå èñïîëüçóåò óïðîùåí-

íûå âåðñèè ëåììû î ÷åòíîñòè (â ïÿòîì àáçàöå íà ñ. 293). Â íà÷àëå

ðàññóæäåíèÿ íóæíî âûáðàòü íàïðàâëåíèå, íå ïàðàëëåëüíîå íèêà-

êîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà (äàæå

íå ñîñåäíèå); èíà÷å â ïÿòîì àáçàöå íà ñ. 293 ñëó÷àåâ íå äâà (êàê

íàïèñàíî), à áîëüøå.

Äîêàçàòåëüñòâî �àêòà (∗), ïðèâåäåííîå â [BE82, � 6℄, èñïîëüçóåò
ëåììó î ÷åòíîñòè 1.4.5.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Æîðäàíà [Pr14

′
, ñ. 19�20℄ íåïîëíî,

èáî èñïîëüçóåò áåç äîêàçàòåëüñòâà íåòðèâèàëüíûå �àêòû, ïîõîæèå

íà ëåììó î ÷åòíîñòè. Êîíêðåòíåå, ïðèâîäèìîå áåç äîêàçàòåëüñòâà

óòâåðæäåíèå èç âòîðîãî ïðåäëîæåíèÿ íà ñ. 20 (à òàêæå íåïðåðûâ-

íîñòü èçìåíåíèÿ ÷åòíîñòè â ïåðâîì ïðåäëîæåíèè íà ñ. 20) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ, íå çíàþùåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Æîðäàíà,

áîëåå ñëîæíûì, ÷åì ñàìà òåîðåìà Æîðäàíà, â äîêàçàòåëüñòâå êî-

òîðîé ýòî óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ.

(b) (ê äîêàçàòåëüñòâó �îðìóëû Ýéëåðà 1.3.3 (
)) Â ðàññêàçàõ

äëÿ íà÷èíàþùèõ ðàçóìíî íå äîêàçûâàòü âûøåïðèâåäåííîå óòâåð-

æäåíèå (∗∗), êîòîðîå íàãëÿäíî î÷åâèäíî. Íóæíî ëèøü îáðàòèòü

âíèìàíèå íà òî, ÷òî îíî íå äîêàçàíî, íà àëãîðèòìè÷åñêèå çàäà-

÷è, èëëþñòðèðóþùèå åãî íåòðèâèàëüíîñòü (ñð. ñ çàäà÷àìè 1.4.1

è 1.4.3 (a)), è íà çàìå÷àíèå î ¾ïîðî÷íîì êðóãå¿, ïðèâåäåííîå â ðå-

øåíèè çàäà÷è 1.3.2 (a). Ê ñîæàëåíèþ, ýòî óòâåðæäåíèå íå äîêàçû-

âàåòñÿ è äàæå íå êîììåíòèðóåòñÿ â íåêîòîðûõ èçëîæåíèÿõ, ïðåòåí-

äóþùèõ íà ñòðîãîñòü

5

. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåâåðíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå î òîì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû Ýéëåðà íå èñïîëüçóåò

5

Âîò äâà ïðèìåðà. Â [Pr14

′
, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6℄ íå îáúÿñíåíî, ïî÷å-

ìó ¾óäàëåíèå îäíîãî ãðàíè÷íîãî ðåáðà óìåíüøàåò ÷èñëî ãðàíåé íà 1¿; ýòîò
�àêò íå ïðîùå òåîðåìû Æîðäàíà 1.4.3 (b), äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé [Pr14

′
,


. 19�20℄ íåòðèâèàëüíî äëÿ íà÷èíàþùåãî è ñîäåðæèò ïðîáåë, óêàçàííûé â êîí-

öå çàìå÷àíèÿ (a). Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû Ýéëåðà â [Om18, ãëàâà 7, � 2℄ òàêæå
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óòâåðæäåíèÿ, áëèçêîãî ê òåîðåìå Æîðäàíà, è ïîòîìó íå âêëþ÷àåò

ñîîòâåòñòâóþùèõ òðóäíîñòåé.

1.5. Ïëàíàðíîñòü äèñêîâ ñ ëåíòî÷êàìè

Ïóñòü äàíî ñëîâî äëèíû 2n èç n áóêâ, â êîòîðîì êàæäàÿ áóêâà

âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû. Âîçüìåì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêî-

ñòè. Îðèåíòèðóåì çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, åãî îãðàíè÷èâàþùóþ. Îò-

ìåòèì íà íåé íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè, îòâå÷àþùèå áóêâàì äàí-

íîãî ñëîâà, â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì áóêâû èäóò â ñëîâå. Äëÿ êàæ-

äîé áóêâû ñîåäèíèì (íå îáÿçàòåëüíî â ïëîñêîñòè) ñîîòâåòñòâóþùèå

åé äâà îòðåçêà ëåíòî÷êîé (ò. å. ¾ðàñòÿíóòûì¿ è ¾ïîìÿòûì¿ ïðÿìî-

óãîëüíèêîì) òàê, ÷òîáû ðàçíûå ëåíòî÷êè íå ïåðåñåêàëèñü. Äèñêîì

ñ ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþùèì äàííîìó ñëîâó, íàçûâàåòñÿ îáúåäèíå-

íèå ïîñòðîåííûõ (äâóìåðíîãî) âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ëåíòî-

÷åê

6

.

�èñ. 1.5.1. Ñëåâà: 
òðåëêè, ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ¾ïðè ïåðå-

íîñå¿ âäîëü ëåíòî÷êè. Ñïðàâà: äèñê ñ ïåðåêðó÷åííîé ëåíòî÷-

êîé (ëåíòà Ì¼áèóñà)

Ëåíòî÷êà íàçûâàåòñÿ ïåðåêðó÷åííîé, åñëè ñòðåëêè íà ãðàíèöå

ìíîãîóãîëüíèêà ñîíàïðàâëåíû ¾ïðè ïåðåíîñå¿ âäîëü ëåíòî÷êè, è

íåïåðåêðó÷åííîé, åñëè ïðîòèâîíàïðàâëåíû (ðèñ. 1.5.1).

íå ñîäåðæèò íè îáúÿñíåíèé àíàëîãè÷íîãî �àêòà, íè ññûëîê íà òåîðåìó Æîð-

äàíà (õîòÿ åå íåòðèâèàëüíîñòü îáñóæäàåòñÿ ðàíåå).

6

Òî÷íåå, òàê íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ �èãóðà, ïîëó÷åííàÿ òàêîé êîíñòðóêöèåé;

ñð. ñ çàìå÷àíèåì ïåðåä çàäà÷åé 2.2.2. Åùå òî÷íåå, òàê íàçûâàåòñÿ ïàðà èç ýòîãî

îáúåäèíåíèÿ è ëåæàùåãî â íåì îáúåäèíåíèÿ ïåòåëü, îòâå÷àþùèõ ëåíòî÷êàì.

Ýòà ðàçíèöà â òåðìèíîëîãèè íå âàæíà äëÿ ðåàëèçóåìîñòè, èçó÷àåìîé çäåñü, íî

âàæíà äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà äèñêîâ ñ ëåíòî÷êàìè, ñì. ï. 1.7 è [Sk, ï. ¾Îðè-

åíòèðóåìîñòü è êëàññè�èêàöèÿ óòîëùåíèé¿℄.

Ýòî íåñòðîãîå îïðåäåëåíèå �îðìàëèçóåòñÿ ïîíÿòèÿìè ãîìåîìîð�íîñòè è ñêëåé-

êè (ï. 2.7 è ïðèìåð 5.1.1.
); ñð. ï. 1.7.
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Íàïðèìåð, êîëüöî è öèëèíäð (ðèñ. 2.1.2 è òåêñò ïåðåä íèì) �

äèñêè ñ îäíîé íåïåðåêðó÷åííîé ëåíòî÷êîé, à êðóã ñ n äûðêàìè

(ðèñ. 3.9.2) � äèñê ñ n íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè. Äðóãèå ïðè-
ìåðû äèñêîâ ñ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè ñì. íà ðèñ. 1.5.2

è 1.5.3.

a ab

b

c

c

c

c

b

b

a
a

�èñ. 1.5.2. Ñëåâà: ââåðõó èçîáðàæåí ìóëüòèãðà� ñ îäíîé âåð-

øèíîé è äâóìÿ ïåòëÿìè, íèæå åãî îòîáðàæåíèå â ïëîñêîñòü,

à åùå íèæå� ñîîòâåòñòâóþùèé äèñê ñ íåïåðåêðó÷åííûìè

ëåíòî÷êàìè; îí îòâå÷àåò ñëîâó (abab).

Â öåíòðå è ñïðàâà: äèñêè ñ òðåìÿ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷-

êàìè, îòâå÷àþùèå ñëîâàì (abacbc) è (abcabc).

Ëåíòî÷êè a è b â äèñêå ñ ëåíòî÷êàìè íàçûâàþòñÿ ïåðåêðåùè-

âàþùèìèñÿ, åñëè îòðåçêè, ïî êîòîðûì îíè ïðèêëåèâàþòñÿ ê ìíî-

ãîóãîëüíèêó, ÷åðåäóþòñÿ âäîëü êðàÿ ìíîãîóãîëüíèêà, ò. å. èäóò

â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (abab), à íå (aabb).

Ëåììà 1.5.1. Äèñê ñ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè ìîæíî

âûðåçàòü èç ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãî íåò

ïåðåêðåùèâàþùèõñÿ ëåíòî÷åê.

Êðàåâàÿ îêðóæíîñòü äèñêà ñ ëåíòî÷êàìè � ñâÿçíûé êóñîê

ìíîæåñòâà òåõ åãî òî÷åê, ê êîòîðûì îí ïîäõîäèò ¾ñ îäíîé ñòî-

ðîíû¿. Ýòî íåñòðîãîå îïðåäåëåíèå �îðìàëèçîâàíî â ï. 5.4. Êðàå-
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b b
a

a

c

c
d

d
d

d

c

c

b

b

a

a

c
c

b

b

a a

dd

c

c

d

d

b

b

a
a

�èñ. 1.5.3. Äèñêè ñ ÷åòûðüìÿ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè

(íå ðåàëèçóåìûå íà òîðå)

âûå îêðóæíîñòè âûäåëåíû æèðíûì íà ðèñ. 1.5.2 â öåíòðå è ñïðàâà.

Íàïðèìåð, ó äèñêîâ ñ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè íà ðèñ. 1.5.2

îäíà, äâå è äâå êðàåâûå îêðóæíîñòè.

1.5.2. (a) Ñêîëüêî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé ìîæåò áûòü ó äèñêà

ñ äâóìÿ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè (áîëåå àêêóðàòíî, íàéäèòå

âñå F , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äèñê ñ äâóìÿ íåïåðåêðó÷åííûìè

ëåíòî÷êàìè, èìåþùèé F êðàåâûõ îêðóæíîñòåé)?

(b) Ñêîëüêî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé ó äèñêîâ ñ íåïåðåêðó÷åííûìè

ëåíòî÷êàìè íà ðèñ. 1.5.3?

(
) Ñêîëüêî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé ìîæåò áûòü ó äèñêà ñ ïÿòüþ

íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè?

(d) Adding a non-twisted ribbon 
hanges the number of boundary


ir
les by ±1.
Ëåììà 1.5.3. (a) ×èñëî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé äèñêà ñ n íåïå-

ðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè íå ïðåâîñõîäèò n+ 1.
(a') ×èñëî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé äèñêà ñ n ëåíòî÷êàìè, ñðåäè

êîòîðûõ åñòü ïåðåêðó÷åííàÿ, íå ïðåâîñõîäèò n.
(b) Äëÿ äèñêà ñ n íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè êàæäîå èç

óñëîâèé ëåììû 1.5.1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé

ðîâíî n+ 1.

1.5.4. Ïî ñëîâó äëèíû 2n èç n áóêâ, â êîòîðîì êàæäàÿ áóêâà

âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû, ïîñòðîéòå ãðà�, ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

êîòîðîãî ðàâíî ÷èñëó êðàåâûõ îêðóæíîñòåé äèñêà ñ íåïåðåêðó÷åí-

íûìè ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþùåãî äàííîìó ñëîâó. (Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî

ìîæíî íàõîäèòü íà êîìïüþòåðå, íå ðèñóÿ ðèñóíêà.)
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1.6. Ïëàíàðíîñòü óòîëùåíèé

Äëÿ äàííîãî ãðà�à ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè, ÷èñëî êîòî-

ðûõ ðàâíî ÷èñëó âåðøèí ãðà�à. Íà êàæäîé èç çàìêíóòûõ ëîìà-

íûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ìíîãîóãîëüíèêè, îòìåòèì íåïåðåñåêàþùè-

åñÿ îòðåçêè, îòâå÷àþùèå âûõîäÿùèì èç ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøè-

íû ðåáðàì. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ãðà�à ñîåäèíèì (íå îáÿçàòåëüíî

â ïëîñêîñòè) ñîîòâåòñòâóþùèå åìó äâà îòðåçêà ëåíòî÷êîé òàê, ÷òî-

áû ëåíòî÷êè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü (ðèñ. 1.6.1). Óòîëùåíèåì

ãðà�à íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ïîñòðîåííûõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëü-

íèêîâ è ëåíòî÷åê. �ðà� íàçûâàåòñÿ ñïàéíîì èëè óòîùåíèåì ýòîãî

îáúåäèíåíèÿ. Ñïðàâåäëèâî çàìå÷àíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó

â ñíîñêå 6 â íà÷àëå ï. 1.5.

Óòîëùåíèå ãðà�à íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè íà êàæ-

äîé èç çàìêíóòûõ ëîìàíûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ìíîãîóãîëüíèêè,

ìîæíî âûáðàòü îðèåíòàöèþ, òàê ÷òî ñòðåëêè íà ãðàíèöàõ ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ ïðîòèâîíàïðàâëåíû ¾ïðè ïåðåíîñå¿ âäîëü ëåíòî÷-

êè (ðèñ. 1.5.1 ñëåâà). Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç äâóõ ñïîñîáîâ íà

ðèñ. 1.6.1 ìîæåò îòâå÷àòü òàêîìó ñîåäèíåíèþ äèñêîâ ëåíòî÷êàìè.

Óòîëùåíèå ãðà�à íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðóåìûì, åñëè âûáðàòü

òàê îðèåíòàöèè íåâîçìîæíî.

�èñ. 1.6.1. Ñîåäèíåíèå äèñêîâ ëåíòî÷êîé

Íàïðèìåð, îðèåíòèðóåìûå óòîëùåíèÿ ãðà�îâ K3,2 è K3,3 èçîá-

ðàæåíû íà ðèñ. 1.6.2.

Äèñê ñ ëåíòî÷êàìè (ï. 1.5) � óòîëùåíèå ìóëüòèãðà�à, ñîñòîÿ-

ùåãî èç îäíîé âåðøèíû ñ ïåòëÿìè.

�åãóëÿðíîé îêðåñòíîñòüþ ãðà�à, íàðèñîâàííîãî áåç ñàìîïå-

ðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè (èëè íà ñ�åðå ñ ðó÷êàìè, ñì. ï. 2.1), íà-

çûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå øàïî÷åê è ëåíòî÷åê, ïîñòðîåííûõ ïî ãðà�ó

êàê íà ðèñ. 1.6.3 ñëåâà (ñì. ñòðîãîå îïðåäåëåíèå â ï. 5.4). �åãóëÿð-

íàÿ îêðåñòíîñòü ãðà�à ÿâëÿåòñÿ åãî îðèåíòèðóåìûì óòîëùåíèåì

(ðèñ. 1.6.3 ñëåâà). Áîëåå îáùèì îáðàçîì, åñëè äàíî îòîáðàæåíèå
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�èñ. 1.6.2. Ñëåâà: ââåðõó èçîáðàæåí ãðà�K3,2, íèæå åãî îòîá-

ðàæåíèå â ïëîñêîñòü, è åùå íèæå� ñîîòâåòñòâóþùåå óòîëùå-

íèå.

Ñïðàâà: îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå ãðà�à K3,3

�èñ. 1.6.3. Ñëåâà: øàïî÷êè è ëåíòî÷êè îáðàçóþò ðåãóëÿðíóþ

îêðåñòíîñòü (óòîëùåíèå) ãðà�à íà ïîâåðõíîñòè.

Ñïðàâà: îòîáðàæåíèÿ ãðà�à K4 â ïëîñêîñòü

îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãðà�à G â ïëîñêîñòü (èëè â ñ�åðó ñ ðó÷êàìè,

ñì. ï. 2.1), òî ìîæíî ïîñòðîèòü îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå ãðà�à G,
¾ñîîòâåòñòâóþùåå¿ ýòîìó îòîáðàæåíèþ (ðèñ. 1.5.2 è 1.6.2 ñëåâà,

ðèñ. 1.6.3 ñïðàâà).

Óòîëùåíèå íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî âûðåçàòü

èç ïëîñêîñòè.

1.6.1. (a) Ëþáîå óòîëùåíèå äåðåâà ïëàíàðíî.
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(b) Ëþáîå îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå öèêëà ïëàíàðíî.

(
) Ëþáîå îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå óíèöèêëè÷åñêîãî ãðà�à

ïëàíàðíî. (�ðà� íàçûâàåòñÿ óíèöèêëè÷åñêèì, åñëè èç íåãî ïîëó-

÷àåòñÿ äåðåâî óäàëåíèåì íåêîòîðîãî ðåáðà.)

(d) Ïëàíàðíî ëè îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå ãðà�àK3,2 íà ðèñ. 1.6.2

ñëåâà?

(e) Êàêèå èç îðèåíòèðóåìûõ óòîëùåíèé ãðà�à K4 (ðèñ. 1.6.3

ñïðàâà) ïëàíàðíû?

(f) �ðà� ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èìååò ïëàíàð-

íîå îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå.

(g) Äëÿ ëþáîãî ãðà�à èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî íàáîðîâ îðèåíòè-

ðîâàííûõ öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç åãî âåðøèí

(moreover, there is an algorithm ïåðåáèðàþùèé ýòè íàáîðû).

�àñïîçíàâàíèå ïëàíàðíîñòè ãðà�îâ ñâîäèòñÿ ê ðàñïîçíàâàíèþ

ïëàíàðíîñòè îðèåíòèðóåìûõ óòîëùåíèé ââèäó óòâåðæäåíèé 1.6.1 (f, g).

1.6.2. (a) Îïðåäåëèòå îïåðàöèþ ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà óòîëùåíèÿ,

÷òîáû îíà äàâàëà îïåðàöèþ ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà ãðà�à è ñîõðàíÿëà

ïëàíàðíîñòü.

(b) Íàðèñóéòå óòîëùåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç óòîëùåíèé ãðà�à K4

(ðèñ. 1.6.3 ñïðàâà) ñòÿãèâàíèåì ¾âåðõíåãî ãîðèçîíòàëüíîãî¿ ðåáðà.

1

2

3

6

5

4

�èñ. 1.6.4. Îáõîä âîêðóã ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà

Òåîðåìà 1.6.3. (a) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïëà-

íàðíîñòè óòîëùåíèé.

(b) Êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà îðèåíòèðóåìîå óòîëùå-

íèå ñâÿçíîãî ãðà�à ðàâíîñèëüíî ïëàíàðíîñòè ýòîãî óòîëùåíèÿ.
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(I) Äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà T ïðè îáõîäå âäîëü ãðà-

íèöû óòîëùåíèÿ äåðåâà T (ðèñ. 1.6.4) ïîëó÷àåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð, íå ëåæàùèõ â T , â êîòîðîé êàæäîå ðåá-

ðî âñòðå÷àåòñÿ äâà ðàçà; òîãäà ëþáûå äâà ðåáðà íå ÷åðåäóþòñÿ,

ò. å. èäóò â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (aabb), à íå (abab).
(E) Êîëè÷åñòâî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé óòîëùåíèÿ ðàâíî E − V + 2,

ãäå V è E � êîëè÷åñòâà âåðøèí è ðåáåð ãðà�à.

(Êðàåâûå îêðóæíîñòè óòîëùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ äèñêîâ ñ ëåíòî÷êàìè.)

(S) Óòîëùåíèå ¾íå ñîäåðæèò¿ ïîäóòîëùåíèé ¾âîñüìåðêè¿

è ¾áóêâû òåòà¿, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1.5.2 è 1.6.2 ñëåâà. (Áî-

ëåå òî÷íî, ãðà� íå ñîäåðæèò ïîäãðà�à, ãîìåîìîð�íîãî îäíîìó èç

èçîáðàæåííûõ íà ýòèõ ðèñóíêàõ ââåðõó, ñóæåíèå óòîëùåíèÿ íà

êîòîðûé ãîìåîìîð�íî îäíîìó èç èçîáðàæåííûõ íà ýòèõ ðèñóíêàõ

âíèçó.)

1.6.4. Ó ëþáîãî óòîëùåíèÿ

(a) äåðåâà îäíà êðàåâàÿ îêðóæíîñòü;

(
) of a 
onne
ted graph with V verti
es and E edges has at most

E − V + 2 boundary 
ir
les.

1.6.5. Ó ëþáîãî íåîðèåíòèðóåìîãî óòîëùåíèÿ of a 
onne
ted

graph with V verti
es and E edges has at most E − V + 1 boundary


ir
les.

Hint: Assertions 1.6.4.
 and 1.6.5 follow from Lemmas 1.5.3.a,a'.

1.7. Èåðîãëè�û è îðèåíòèðóåìûå óòîëùåíèÿ*

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì èíòåðïðåòàöèþ êîíñòðóêöèé èç

ï. 1.5 è 1.6. Çàïèñüþ (èëè ïðåäñòàâèòåëåì) èåðîãëè�à íàçûâàåò-

ñÿ ñëîâî äëèíû 2n èç n áóêâ, â êîòîðîì êàæäàÿ áóêâà âñòðå÷àåò-

ñÿ äâà ðàçà. Èåðîãëè�îì íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ

ñëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ áóêâ è öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà.

Äðóãèå íàçâàíèÿ: õîðäîâàÿ äèàãðàììà; ìóëüòèãðà� ñ âðàùåíèÿìè,

èìåþùèé îäíó âåðøèíó.

Èåðîãëè�û èçîáðàæàþòñÿ ðèñóíêàìè òèïà ðèñ. 1.5.2 ñëåâà

è 1.7.1, ò. å. ñåìåéñòâîì ïåòåëü ñ îáùåé âåðøèíîé íà ïëîñêîñòè. Öèê-

ëè÷åñêèé ïîðÿäîê çàäàåòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû

îòðåçêîâ ïðè îáõîäå âîêðóã âåðøèíû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
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�èñ. 1.7.1. Èåðîãëè�û èç ÷åòûðåõ áóêâ (ýòî ¾îäíîìåðíûé

àíàëîã¿ ðèñ. 1.5.3)

Èåðîãëè� ìîæíî òàêæå èçîáðàçèòü �èãóðîé èç 2n îòðåçêîâ ñ îá-
ùåé âåðøèíîé íà ïëîñêîñòè (¾ïëîñêîé çâåçäîé ñ 2n ëó÷àìè¿), îò-

ðåçêè êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì òîëüêî ïî îáùåé âåð-

øèíå è ðàçáèòû íà ïàðû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëîâîì-èåðîãëè�îì. Åñ-

ëè îòðåçêè èç êàæäîé îäíîé ïàðû ñîåäèíèòü ëîìàíîé (ëîìàíûå

ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ), òî ïîëó÷èòñÿ ïðåäûäóùåå ïðåäñòàâëåíèå.

Äèñêîì ñ ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþùèì èåðîãëè�ó, íàçûâàåòñÿ

äèñê ñ ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþùèé ëþáîé çàïèñè èåðîãëè�à. Ïîýòî-

ìó èåðîãëè� ìîæíî çàäàâàòü è êàê åäèíñòâåííûé ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé äèñê ñ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè (ï. 1.5). Íàïðèìåð, íà

ðèñ. 1.5.3 èçîáðàæåíû äèñêè ñ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè, ñî-

îòâåòñòâóþùèå èåðîãëè�àì ñ ðèñ. 1.7.1.

1.7.1. (a) Ñêîëüêî èìååòñÿ èåðîãëè�îâ èç 3 áóêâ? (b) À èç 4?

Ïîëóðåáðîì ãðà�à íàçûâàåòñÿ ¾ïîëîâèíêà¿ ðåáðà. Ïðè ýòîì

ïåòëå êðàòíîñòè k îòâå÷àþò 2k ïîëóðåáåð. Îðèåíòèðóåìûì óòîë-

ùåíèåì (îäíîìåðíûì) ãðà�à íàçûâàåòñÿ ýòîò ãðà� âìåñòå ñ óêà-

çàíèåì äëÿ êàæäîé åãî âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî öèêëè÷åñêîãî

ïîðÿäêà âûõîäÿùèõ èç íåå ïîëóðåáåð. Ñì. ïðèìåðû íà ðèñ. 1.6.2

è 1.6.3 ñïðàâà.

Â ï. 1.6 ïðèâåäåíî ¾ýêâèâàëåíòíîå äâóìåðíîå îïðåäåëåíèå¿ îðè-

åíòèðóåìîãî óòîëùåíèÿ. Îíî ñëîæíåå òåì, ÷òî äâóìåðíî (à íå îä-

íîìåðíî), íî èìåííî îíî âîçíèêàåò â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

Êðîìå òîãî, èíîãäà ñ íèì óäîáíåå ðàáîòàòü.

1.7.2. (Çàãàäêà) (a) Ñêîëüêî èìååòñÿ îðèåíòèðóåìûõ óòîëùå-

íèé ãðà�à K4?

(b) Òî æå 
 òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà.



� 2. Íàãëÿäíûå çàäà÷è î ïîâåðõíîñòÿõ

Wissen war ein biss
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Â ï. 2.1 íàïîìèíàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîâåðõíîñòåé. Åãî

ìîæíî ïðîïóñòèòü è âîçâðàùàòüñÿ ê íåìó ïî ìåðå íåîáõîäèìî-

ñòè. Â ï. 2.2 ïðèâåäåíû íàãëÿäíûå çàäà÷è î ðàçðåçàíèè è âûðåçà-

íèè. Ñ�îðìóëèðîâàíû òåîðåìû �èìàíà è Áåòòè 2.3.5, íåîáõîäèìûå

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûðåçàåìîñòè. Â ï. 2.4 ïðèâåäåíû ïðîñòåé-

øèå ðåçóëüòàòû î ãðà�àõ è ðàñêðàñêàõ êàðò íà ïîâåðõíîñòÿõ (òåî-

ðåìû 2.4.4, 2.4.5 (b), 2.4.7). Îíè àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì î ïëîñ-

êîñòè èç ï. 1.1 è 1.3. Äëÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèì àíàëîã

�îðìóëû Ýéëåðà � íåðàâåíñòâî Ýéëåðà 2.5.3 (a). Îíî äîêàçûâàåò-

ñÿ â ï. 2.5 âìåñòå ñ òåîðåìîé �èìàíà 2.3.5 (a). Â ï. 2.6 ñòðîèòñÿ

àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ðåàëèçóåìîñòè ãðà�à íà äàííîé ïîâåðõ-

íîñòè (ò. å. äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 2.4.5 (b)). Â ï. 2.7 íå�îðìàëüíî

ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïî-

âåðõíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ 2.7.7 (b) è 2.7.9 (b) ïîêàçàíà îäíà

èç îñíîâíûõ èäåé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.6.1 î êëàññè�èêàöèè

ïîâåðõíîñòåé. Â ï. 2.8 ïðèâîäÿòñÿ àíàëîãè ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ

è ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåîðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé.

2.1. Ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé

Åñëè âû íå çíàêîìû ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè â ïðîñòðàí-

ñòâå, òî â íà÷àëå êíèãè êîîðäèíàòíûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî îïóñòèòü

è ðàáîòàòü ñ íàãëÿäíûìè îïèñàíèÿìè è èçîáðàæåíèÿìè íà ðèñóí-

êàõ (ïðèâîäèìûìè ïîñëå êîîðäèíàòíûõ îïðåäåëåíèé).

7

Çíàíèå çäåñü � òîëüêî ïåíà, ïëÿøóùàÿ íà âîëíå. Îäíî äóíîâåíèå âåòðà�

è ïåíû íåò. À âîëíà åñòü è áóäåò âñåãäà. (Ý.Ì.�åìàðê. Íî÷ü â Ëèññàáîíå. Ïåð.

Þ.Ïëàøåâñêîãî.)
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Ñ�åðîé S2
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y, z) ∈ R3

, äëÿ êî-

òîðûõ x2 + y2 + z2 = 1:

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.

Ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê (x, y, z) âèäà

(cos ϕ cos ψ, sin ϕ cos ψ, sin ψ).

диск цилиндр
лента
Мёбиуса

сфера S2 тор T 2 проективная

плоскость RP 2
бутылка

Клейна K2

�èñ. 2.1.1. Ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííûå ñêëåéêîé ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà

Äàëåå ïîä ïðÿìîóãîëüíèêîì ïîíèìàåòñÿ äâóìåðíàÿ ÷àñòü ïëîñ-

êîñòè (à íå åå ãðàíèöà), è ¾ñêëåéêà¿ âêëþ÷àåò ¾íåïðåðûâíóþ äå-

�îðìàöèþ¿, ïîäòÿãèâàþùóþ ñêëåèâàåìûå òî÷êè äðóã ê äðóãó.

Ñ�åðà ïîëó÷åíà èç ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ¾ñêëåéêîé¿ ïàð åãî

ñîñåäíèõ ñòîðîí

−−→
AB è

−−→
AD,

−−→
CB è

−−→
CD ñ óêàçàííûìè íàïðàâëåíèÿìè

(÷åòâåðòàÿ êîëîíêà íà ðèñ. 2.1.1).

Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {(x, y) ∈ R2 : 16 x2 + y2 6 2}
(ðèñ. 6.4.1). Áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðà (ðèñ. 2.1.2 ñïðà-

âà) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, 06 z 6 1}.

Êàæäàÿ èç ýòèõ �èãóð ïîëó÷åíà èç ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD

¾ñêëåéêîé¿ åãî äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí

−−→
AB è

−−→
DC ¾ñ îäè-

íàêîâûì íàïðàâëåíèåì¿ (âòîðàÿ êîëîíêà íà ðèñ. 2.1.1).
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�èñ. 2.1.2. Òîð, ëåíòà Ì¼áèóñà è áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà

Òîðîì T 2
íàçûâàåòñÿ �èãóðà, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíèåì îêðóæ-

íîñòè (x− 2)2 + y2 = 1 âîêðóã îñè Oy (ðèñ. 2.1.2 ñëåâà).
Òîð � ¾ïîâåðõíîñòü áóáëèêà¿. Îí ïîëó÷åí èç ïðÿìîóãîëüíè-

êà ABCD ¾ñêëåéêîé¿ ïàð åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí

−−→
AB è

−−→
DC,−−→

BC è

−−→
AD ¾ñ îäèíàêîâûìè íàïðàâëåíèÿìè¿ (ïÿòàÿ êîëîíêà íà

ðèñ. 2.1.1).

Ëåíòîé Ì¼áèóñà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê â R3
, çàìåòà-

åìîå ñòåðæíåì äëèíû 1, ðàâíîìåðíî âðàùàþùèìñÿ îòíîñèòåëü-

íî ñâîåãî öåíòðà, ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ýòîãî öåíòðà ïî

îêðóæíîñòè ðàäèóñà 9, ïðè êîòîðîì ñòåðæåíü äåëàåò ïîë-îáîðîòà

(ðèñ. 2.1.2 â ñåðåäèíå).

Ëåíòà Ì¼áèóñà ïîëó÷åíà èç ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ¾ñêëåéêîé¿

äâóõ åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí

−−→
AB è

−−→
CD ¾ñ ïðîòèâîïîëîæíûì

íàïðàâëåíèåì¿ (òðåòüÿ êîëîíêà íà ðèñ. 2.1.1).

�èñ. 2.1.3. Ñ�åðû ñ äâóìÿ è ñ òðåìÿ ðó÷êàìè
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Ñ�åðîé ñ g ðó÷êàìè Sg ïðè g > 1 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
(x, y, z) ∈R3

, äëÿ êîòîðûõ

x2 +

g∏

k=1

((z − 4k)2 + y2 − 4)2 = 1.

Ñ�åðîé ñ íóëåì ðó÷åê íàçûâàåòñÿ ñ�åðà S2
. Ñ�åðà ñ îäíîé ðó÷-

êîé � òîð. Ñ�åðû ñ äâóìÿ è ñ òðåìÿ ðó÷êàìè èçîáðàæåíû íà

ðèñ. 2.1.3.

�èñ. 2.1.4. ¾Öåïî÷êà îêðóæíîñòåé¿ íà ïëîñêîñòè

Óðàâíåíèå

g∏
k=1

((z − 4k)2 + y2 − 4) = 0 çàäàåò ¾öåïî÷êó îêðóæ-

íîñòåé¿ íà ïëîñêîñòè Oyz (ðèñ. 2.1.4). Ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè ÿâëÿ-

åòñÿ ãðàíèöåé ¾òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè¿ ýòîé öåïî÷êè â ïðîñòðàí-

ñòâå. Ïîýòîìó ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè ïîëó÷åíà èç ñ�åðû ¾âûðåçàíèåì¿

2g äèñêîâ è ïîñëåäóþùåé ¾çàêëåéêîé¿ g ïàð êðàåâûõ îêðóæíîñòåé
ýòèõ äèñêîâ êðèâîëèíåéíûìè áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè öèëèíäðîâ

(ðèñ. 2.1.5).

�èñ. 2.1.5. Ïðèêëåèâàíèå ðó÷êè

Ñ�åðîé ñ g ðó÷êàìè è äûðêîé Sg,0 íàçûâàåòñÿ ÷àñòü ñ�åðû
ñ g ðó÷êàìè, ëåæàùàÿ íå âûøå òîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà
÷óòü íèæå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â âåðõíåé òî÷êå (ò. å. ðàñïîëîæåíà

â îáëàñòè z 6 4g + 2). Ýòà �èãóðà ïîëó÷åíà èç ñ�åðû ñ ðó÷êàìè

¾âûðåçàíèåì äûðêè¿.
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(a) (b)

�èñ. 2.1.6. Áóòûëêà Êëåéíà: (a) ñêëåéêà ïðÿìîóãîëüíèêà;

(b) èçîáðàæåíèå â R3

Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, áóòûëêà Êëåéíà ïîëó÷åíà èç ïðÿìîóãîëü-

íèêà ABCD òàêîé ¾ñêëåéêîé¿ ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, ïðè

êîòîðîé îäíà ïàðà

−−→
AB è

−−→
DC ñêëåèâàåòñÿ ¾ñ îäèíàêîâûì íàïðàâëå-

íèåì¿, à äðóãàÿ ïàðà

−−→
BC è

−−→
DA�¾ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëå-

íèåì¿ (ðèñ. 2.1.6 (a)).

�àññìîòðèì â R4
îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1, z = t= 0 è ñåìåéñòâî

åå íîðìàëüíûõ òðåõìåðíûõ ïëîñêîñòåé. Ñòðîãî ãîâîðÿ, áóòûëêîé

Êëåéíà K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê â R4
, çàìåòàåìîå îêðóæ-

íîñòüþ ω, öåíòð êîòîðîé ðàâíîìåðíî îïèñûâàåò ðàññìàòðèâàåìóþ

îêðóæíîñòü, à îêðóæíîñòü ω â òî æå âðåìÿ ðàâíîìåðíî ïîâîðà÷èâà-
åòñÿ íà óãîë π (ïîâîðà÷èâàåòñÿ â äâèæóùåéñÿ íîðìàëüíîé òðåõìåð-
íîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ñâîåãî äèàìåòðà, äâèæóùåãîñÿ âìåñòå

ñ íîðìàëüíîé òðåõìåðíîé ïëîñêîñòüþ).

Ïðîåêöèÿ áóòûëêè Êëåéíà íà R3
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.1.6 (b).

Äàëåå ñëîâî ¾ïîâåðõíîñòü¿ îçíà÷àåò ñîáèðàòåëüíîå íàçâàíèå

îïðåäåëåííûõ âûøå �èãóð, à íå ìàòåìàòè÷åñêèé òåðìèí (ñð. ñ îïðå-

äåëåíèåì 2-ìíîãîîáðàçèÿ â ï. 4.5).

2.2. �àçðåçàíèÿ è âûðåçàíèÿ

Â çàäà÷àõ ýòîãî ïóíêòà íóæíû íå àêêóðàòíûå äîêàçàòåëüñòâà,

à áîëüøèå ïîíÿòíûå è ïî âîçìîæíîñòè êðàñèâûå ðèñóíêè.

2.2.1. (a) Ïðè ëþáîì n ñóùåñòâóþò n òî÷åê â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðûõ îòðåçêè, èõ ñîåäèíÿþùèå, íå èìåþò îáùèõ

âíóòðåííèõ òî÷åê (ò. å. ëþáîé ãðà� ìîæíî íàðèñîâàòü áåç ñàìîïå-

ðåñå÷åíèé â ïðîñòðàíñòâå).
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(b) Ëþáîé ãðà� ìîæíî íàðèñîâàòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé â êíèæ-

êå ñ íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ëèñòîâ (ðèñ. 2.2.1; îïðåäåëåíèå äàíî

ïîñëå íåãî), çàâèñÿùèì îò ãðà�à. Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîãî n ñó-

ùåñòâóåò ÷èñëî k, à òàêæå n òî÷åê è n(n − 1)/2 íåñàìîïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ëîìàíûõ â êíèæêå ñ k ëèñòàìè, äëÿ êîòîðûõ êàæäàÿ ïàðà

òî÷åê ñîåäèíåíà íåêîòîðîé ëîìàíîé, è íèêàêàÿ ëîìàíàÿ íå ïåðåñå-

êàåò âíóòðåííîñòè äðóãîé ëîìàíîé.

(
) Òî æå, ÷òî â ï. (b), ñ çàìåíîé k ëèñòîâ íà 3 ëèñòà.

�èñ. 2.2.1. Êíèæêà ñ òðåìÿ ëèñòàìè

Âîçüìåì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå n ïðÿìîóãîëüíèêîâ XY BkAk,
k = 1, 2, . . . , n, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî îò-

ðåçêó XY . Êíèæêîé ñ n ëèñòàìè íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ýòèõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñì. ðèñ. 2.2.1 äëÿ n= 3.

(a) (b)

�èñ. 2.2.2. Íåñòàíäàðòíûå (a) êîëüöà; (b) ëåíòû Ì¼áèóñà

Íåñòàíäàðòíûì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ �èãóðà, ïîëó÷åí-

íàÿ èç ïðÿìîóãîëüíèêà ñêëåéêîé åãî äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-

ðîí ¾ñ îäèíàêîâûì íàïðàâëåíèåì¿ (ðèñ. 2.2.2 (a)). Ýòî íåñòðîãîå
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îïðåäåëåíèå �îðìàëèçóåòñÿ ïîíÿòèÿìè ãîìåîìîð�íîñòè è ñêëåéêè

(ï. 2.7 è ïðèìåð 5.1.1.
). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íåñòàíäàðòíûå

ëåíòà Ì¼áèóñà (ðèñ. 2.2.2 (b)), òîð ñ äûðêîé, ñ�åðà ñ ðó÷êàìè è äûð-

êîé, áóòûëêà Êëåéíà ñ äûðêîé è ò. ä. Îíè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî

â ýòîì ïóíêòå (èç ñòàíäàðòíûõ �èãóð âûðåçàþòñÿ íåñòàíäàðòíûå);

ñëîâî ¾íåñòàíäàðòíûå¿ îïóñêàåòñÿ.

2.2.2. �àçðåæüòå ëåíòó Ì¼áèóñà òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü

(a) êîëüöî; (b) êîëüöî è ëåíòà Ì¼áèóñà.

2.2.3. �àçðåæüòå áóòûëêó Êëåéíà (ðèñ. 2.1.6) òàê, ÷òîáû ïîëó-

÷èëîñü

(a) äâå ëåíòû Ì¼áèóñà; (b) îäíà ëåíòà Ì¼áèóñà.

2.2.4. Âûðåæüòå èç êíèæêè ñ òðåìÿ ëèñòàìè (ðèñ. 2.2.1)

(a) ëåíòó Ì¼áèóñà; (b) òîð ñ äûðêîé;

(
) ñ�åðó ñ äâóìÿ ðó÷êàìè è äûðêîé;

(d) áóòûëêó Êëåéíà ñ äûðêîé.

2.2.5. * Íà êðàåâîé îêðóæíîñòè òîðà ñ äûðêîé âçÿòû òî÷êè A,
B, C, D (èìåííî â ýòîì ïîðÿäêå âäîëü îêðóæíîñòè). Ê òîðó ñ äûð-

êîé ïðèêëåèëè ïðÿìîóãîëüíèê A′B′D′C ′
, ñêëåèâ AB ñ A′B′

è CD
ñ C ′D′

. Âûðåæüòå èç ïîëó÷åííîé �èãóðû (ò. å. èç òîðà ñ äûðêîé

è ëåíòîé Ìåáèóñà) òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ëåíòû Ìåáèóñà.

2.3. Íåâûðåçàåìîñòü è ðàçáèâàþùèå êðèâûå

2.3.1. (a) Èç ïëîñêîñòè íåâîçìîæíî âûðåçàòü òîð ñ äûðêîé.

(b) Èç ñ�åðû 
 ìåíüøèì ÷èñëîì ðó÷åê íåâîçìîæíî âûðåçàòü

ñ�åðó 
 á�îëüøèì ÷èñëîì ðó÷åê è äûðêîé.

(
) Èç ëåíòû Ì¼áèóñà íåâîçìîæíî âûðåçàòü äâå íåïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ ëåíòû Ì¼áèóñà.

(d) Ïðè êàêèõ g, m, g′, m′
èç äèñêà ñ g ðó÷êàìè è m ëåíòàìè

Ìåáèóñà (ñì. îïðåäåëåíèÿ ïåðåä ðèñ. 2.1.5 è 2.8.1) ìîæíî âûðåçàòü

g′ òîðîâ ñ äûðêîé è m′
ëåíò Ìåáèóñà, âñå g′ +m′

�èãóð ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèåñÿ?

Äîêàçàòåëüñòâî ï. (a). Ï. (a) ñëåäóåò èç ëåììû î ïåðåñå÷å-

íèè 1.4.4 èëè èç (�àêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé) íåïëàíàðíîñòè ãðà-

�à K5 (óòâåðæäåíèå 1.3.2 (a)), ïîñêîëüêó àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû

äëÿ òîðà íåñïðàâåäëèâû (ñð. ñ óòâåðæäåíèåì 2.4.1 (a)).
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Âîò äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå îáîáùàåòñÿ íà ï. (b). Ïóñòü,

íàïðîòèâ, òîð ñ äûðêîé âûðåçàí èç ïëîñêîñòè. Âîçüìåì íà íåì çà-

ìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ êðèâóþ γ, íå ðàçáèâàþùóþ åãî

(óòâåðæäåíèå 2.3.2.a). Â ñëåäóþùåì àáçàöå äîêàçàíî, ÷òî γ íå ðàç-
áèâàåò ïëîñêîñòü (äåòàëè íåîáõîäèìû be
ause e.g. the boundary


ir
le of the disk does not separate the disk, but does separate the plane


ontaining the disk). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé Æîðäàíà 1.4.3 (b).

Âîçüìåì ëþáûå äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè, íå ëåæàùèå íà γ. Ñî-
åäèíèì èõ ëîìàíîé α ¾â îáùåì ïîëîæåíèè¿ îòíîñèòåëüíî γ. Ýòà
ëîìàíàÿ ïåðåñåêàåò γ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Äëÿ êàæäîé òî÷êè A
èç íèõ âîçüìåì ìàëåíüêèé îòðåçîê αA ëîìàíîé α, ñîäåðæàùèé A
âíóòðè ñåáÿ. Êîíöû ýòîãî îòðåçêà ëåæàò â òîðå ñ äûðêîé. Ïîýòî-

ìó èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé α′
A, íå ïåðåñåêàþùåé γ. Çàìåíèì

êàæäûé îòðåçîê αA íà α′
A. Ïîëó÷èì ëîìàíóþ, ñîåäèíÿþùóþ äàí-

íûå òî÷êè è íå ïåðåñåêàþùóþ γ.

Comments on the proof of (b,
,d). Ïóíêò (b) ñëåäóåò èç òåî-

ðåìû 2.3.5 (
) è óòâåðæäåíèÿ 2.3.3.
. Ïóíêò (b) òàêæå ñëåäóåò

èç óòâåðæäåíèÿ 2.4.4 (
), èëè èç òåîðåìû 2.3.5 (a) è óòâåðæäå-

íèÿ 2.3.3.a (observe that both óòâåðæäåíèå 2.4.4 (
) è Theorem

2.3.5 (a) èñïîëüçóþò íåðàâåíñòâî Ýéëåðà 2.5.3 (a)). Ïðîäóìàéòå äå-

òàëè âûâîäà èç òåîðåì 2.3.5 (
) èëè 2.3.5 (a), ñð. ñ (a).

Àíàëîãè÷íî, ïóíêò (
) ìîæíî âûâåñòè èç ëþáîãî èç óòâåðæäå-

íèé 2.8.2 (a), 2.8.2 (
) or 2.8.3 (b).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòà (d) ïîëåçíî óòâåðæäåíèå 2.8.5 (
), ñì. òàê-

æå óòâåðæäåíèå 2.6.6 è çàäà÷ó 6.7.7.

2.3.2. (a) Íàðèñóéòå íà òîðå çàìêíóòóþ êðèâóþ, ïðè ðàçðåçà-

íèè ïî êîòîðîé òîð íå ðàñïàäàåòñÿ íà êóñêè.

(b) Òî æå äëÿ ëåíòû Ì¼áèóñà.

(
) Íàðèñóéòå íà òîðå äâå çàìêíóòûå êðèâûå, ïðè ðàçðåçàíèè

ïî îáúåäèíåíèþ êîòîðûõ òîð íå ðàñïàäàåòñÿ íà êóñêè.

(d) Íàðèñóéòå íà áóòûëêå Êëåéíà äâå çàìêíóòûå íåïåðåñåêà-

þùèåñÿ êðèâûå, ïðè ðàçðåçàíèè ïî îáúåäèíåíèþ êîòîðûõ îíà íå

ðàñïàäàåòñÿ íà êóñêè.

Êðèâûå è ãðà�û íà òîðå ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåä-

ñòàâëåíèÿ òîðà êàê ñêëåéêè ïðÿìîóãîëüíèêà. Êðèâîé (êóñî÷íî ëè-

íåéíîé) íà òîðå íàçûâàåòñÿ íàáîð ëîìàíûõ â ïðÿìîóãîëüíèêå
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ñ íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè (ñîîáðàçèòå êàêèìè!). Àíàëîãè÷íî, äðó-

ãèå ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àþòñÿ ñêëåéêîé èç ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

(äëÿ ñ�åð ñ ðó÷êàìè ñì. çàäà÷ó 2.3.4). Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

êðèâûå è ãðà�û íà äðóãèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Äðóãàÿ �îðìàëèçàöèÿ

ïðèâåäåíà â � 5, ñì. òàêæå � 4.

2.3.3. Íà ñ�åðå ñ g ðó÷êàìè Sg èìååòñÿ
(a) g çàìêíóòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ, îáúåäèíå-

íèå êîòîðûõ íå ðàçáèâàåò åå.

(b) 2g çàìêíóòûõ êðèâûõ, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ íå ðàçáèâàåò åå.

(
) íåðàçáèâàþùèé áóêåò 2g öèêëîâ.

2.3.4. Äëÿ êàæäîãî g > 0 ñêëåéòå Sg èç 4g-óãîëüíèêà. (See

visualization in https://www.youtube.
om/wat
h?v=G1yyfPShgqw and

in https://www.youtube.
om/wat
h?v=U5N5mg3MePM.)

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè ðàçðåçàíèè òîðà ïî îáúåäèíåíèþ ëþáûõ äâóõ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ òîð îáÿçàòåëüíî ðàñïàäàåò-

ñÿ íà êóñêè. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùèõ îáîáùåíèé òåîðåìû

Æîðäàíà 1.4.3 (b).

Òåîðåìà 2.3.5. (a) (�èìàí) Îáúåäèíåíèå ëþáûõ g + 1 ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà Sg ðàçáèâàåò Sg.
(b) (Áåòòè) Ïóñòü íà Sg èìååòñÿ 2g + 1 çàìêíóòûõ êðèâûõ,

ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Òîãäà

èõ îáúåäèíåíèå ðàçáèâàåò Sg.
(
) Ëþáîé áóêåò 2g + 1 öèêëîâ, èçîáðàæåííûé áåç ñàìîïåðåñå-

÷åíèé íà Sg, ðàçáèâàåò Sg.

Ýòè ðåçóëüòàòû (ñòðîãî ãîâîðÿ, äëÿ êóñî÷íî ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ)

ñëåäóþò èç íåðàâåíñòâà Ýéëåðà 2.5.3.a. Äëÿ ïóíêòà (
) âûâîä ÿñåí,

äëÿ ïóíêòîâ (a,b) ñì. � 2.5.

Â òåîðåìàõ �èìàíà è Áåòòè êðèâûå ìîãóò áûòü ñàìîïåðåñåêàþ-

ùèìèñÿ; îäíàêî èíòåðåñåí ñëó÷àé íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ,

à ñëó÷àé ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ê íåìó ëåãêî ñâîäèòñÿ.

2.4. �ðà�û íà ïîâåðõíîñòÿõ è ðàñêðàñêè êàðò

Îïðåäåëåíèå è îáñóæäåíèå èçîáðàæåíèÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé

ãðà�à íà ïîâåðõíîñòè àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïëîñêîñòè, ñì. ï. 1.3.
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Ôîðìàëèçàöèÿ íàìå÷åíà ïîñëå çàäà÷è 2.3.2 è ïðèâåäåíà â êîíöå

ï. 5.2, íî äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà îíà íå îáÿçàòåëüíà.

Òîð, ëåíòà Ì¼áèóñà (è äðóãèå �èãóðû) ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðîçðà÷-

íûìè, ò. å. òî÷êà (èëè ïîäìíîæåñòâî), ¾ëåæàùàÿ íà îäíîé ñòîðîíå

ïîâåðõíîñòè¿, ¾ëåæèò è íà äðóãîé ñòîðîíå¿. Ýòî àíàëîãè÷íî òî-

ìó, ÷òî â ãåîìåòðèè ìû ãîâîðèì î òðåóãîëüíèêå íà ïëîñêîñòè, à íå

î òðåóãîëüíèêå íà âåðõíåé (èëè íèæíåé) ñòîðîíå ïëîñêîñòè.

2.4.1. Íàðèñóéòå íà òîðå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ãðà�

(a) K5; (b) K3,3; (
) K6; (d) K7; (e)* K4,4; (f)* K6,3.

Îïðåäåëåíèå ðåàëèçóåìîñòè ãðà�à íà òîðå èëè íà ñ�åðå ñ ðó÷-

êàìè àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ïëàíàðíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 2.4.2. Ëþáîé ãðà� ðåàëèçóåì íà ñ�åðå ñ íåêî-

òîðûì êîëè÷åñòâîì ðó÷åê, çàâèñÿùèì îò ãðà�à.

2.4.3. (a) �ðà� K8; (b) ãðà�û K5,4 è K3,7; (
)* ãðà� K5 ⊔K5

íå ðåàëèçóåì íà òîðå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2.4.3 è 2.4.4 òðåáóåòñÿ íåðà-

âåíñòâî Ýéëåðà 2.5.3 (a).

Ââèäó çàäà÷ 2.4.1.ef è óòâåðæäåíèÿ 2.4.3 (b) è ñðåäè ïîëíûõ äâó-

äîëüíûõ ãðà�îâ íà òîðå ðåàëèçóåìû òîëüêî ñëåäóþùèå ãðà�û è èõ

ïîëíûå äâóäîëüíûå ïîäãðà�û: K2,n, K3,6 è K4,4.

Âîò àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 2.4.3 äëÿ ñ�åð ñ ðó÷êàìè.

Óòâåðæäåíèå 2.4.4. (a) �ðà� Kn íå ðåàëèçóåì íà ñ�åðå ìåíåå

÷åì ñ (n− 3)(n − 4)/12 ðó÷êàìè.

(b) �ðà� Km,n íå ðåàëèçóåì íà ñ�åðå ìåíåå ÷åì ñ (m− 2)(n − 2)/4
ðó÷êàìè.

(
)* Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå g + 1 êîïèè ãðà�à K5 íå ðåàëèçóåìî

íà ñ�åðå ñ g ðó÷êàìè Sg.

Ââèäó óòâåðæäåíèé 2.4.4 (a,
) äëÿ ëþáîãî g ñóùåñòâóåò ãðà�

(íàïðèìåð, Kg+15 èëè íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå g + 1 êîïèè ãðà-

�à K5), íå ðåàëèçóåìûé íà Sg (âòîðîé èç ýòèõ ãðà�îâ ðåàëèçóåì

íà Sg+1). Îöåíêè â óòâåðæäåíèè 2.4.4 íåóëó÷øàåìû [Pr14, 13.1℄.

Òåîðåìà 2.4.5. Äëÿ ëþáîãî g ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñïîçíà-

âàíèÿ ðåàëèçóåìîñòè ãðà�îâ íà Sg.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóéòå òåîðåìó 2.6.8 (a).
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2.4.6. Êàðòîé íà òîðå íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå òîðà íà (êðèâî-

ëèíåéíûå è èçîãíóòûå) ìíîãîóãîëüíèêè. �àñêðàñêà êàðòû íà òîðå

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ðàçíûå ìíîãîóãîëüíèêè, èìåþùèå îá-

ùóþ ãðàíè÷íóþ êðèâóþ, èìåþò ðàçíûå öâåòà. Ëþáóþ ëè êàðòó íà

òîðå ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â

(a) 5 öâåòîâ; (b) 6 öâåòîâ?

Îêàçûâàåòñÿ, ëþáóþ êàðòó íà òîðå ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðà-

ñèòü â 7 öâåòîâ. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà. Êàð-

òà íà Sg è ïðàâèëüíîñòü åå ðàñêðàñêè îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ òîðà.

Òåîðåìà 2.4.7 (Õèâóä). Åñëè 0< g < (n− 2)(n − 3)/12, òî ëþ-
áóþ êàðòó íà Sg ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â n öâåòîâ.

Àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ g = 0 âåðåí: ýòî ãèïîòåçà ÷åòûðåõ êðà-
ñîê. Ââèäó ðåçóëüòàòîâ �èíãåëÿ î âëîæåíèÿõ ãðà�à Kn [Pr14, 13.1℄

n− 1 öâåòîâ íå õâàòèò ïðè g > (n− 2)(n − 3)/12.
Òåîðåìà Õèâóäà 2.4.7 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîãî òðåáóåòñÿ íåðàâåíñòâî Ýéëåðà 2.5.3 (a).

2.4.8. (a) Â ëþáîì ãðà�å, íàðèñîâàííîì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà

òîðå, åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäèò íå áîëåå 6 ðåáåð.
(b) Åñëè 0< g < (k − 1)(k − 2)/12, òî â ëþáîì ãðà�å, íàðèñîâàí-

íîì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà Sg, åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäèò

íå áîëåå k ðåáåð.

2.5. Íåðàâåíñòâî Ýéëåðà äëÿ ñ�åð ñ ðó÷êàìè

Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè íàðèñîâàí áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ãðà�. Íà-

çîâåì ãðàíüþ êàæäûé èç ñâÿçíûõ êóñêîâ, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ

ïîâåðõíîñòü ïðè ðàçðåçàíèè ïî âñåì ðåáðàì ãðà�à.

Íà òîðå èìåþòñÿ äâå çàìêíóòûå êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ ïðè ðàç-

ðåçàíèÿõ ïî ïåðâîé è ïî âòîðîé òîð ðàñïàäàåòñÿ íà ðàçíîå êîëè÷å-

ñòâî êóñêîâ (çàäà÷à 2.3.2 (a)). Èòàê, êîëè÷åñòâî ãðàíåé çàâèñèò îò

ñïîñîáà èçîáðàæåíèÿ ãðà�à íà äàííîé ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî àíàëîã

�îðìóëû Ýéëåðà äëÿ ïîâåðõíîñòåé èìååòñÿ. Ýòî ñëåäóþùèå íåðà-

âåíñòâà 2.5.1 (d) è 2.5.3 (a).
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2.5.1. (a, b, 
, d) Òî æå, ÷òî â óòâåðæäåíèÿõ 1.4.2, ñ çàìåíîé ïëîñ-

êîñòè íà ñ�åðó ñ ðó÷êàìè, à ïëîñêîãî ãðà�à� íà ãðà�, íàðèñîâàí-

íûé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ñ�åðå ñ ðó÷êàìè.

(d

′
) Â ïàðëàìåíòå èç n ÷åëîâåê èìååòñÿ íåñêîëüêî (ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íûõ ïî ñîñòàâó) êîìèññèé ïî òðè ÷åëîâåêà â êàæäîé. Èçâåñò-

íî, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé êîìèññèè. Èçâåñòíî

òàêæå, ÷òî åñëè äâà ÷åëîâåêà íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé êîìèññèè, òî

ìíîæåñòâî èç ýòèõ äâóõ ÷åëîâåê ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â äâóõ êîìèñ-

ñèÿõ. Òàêèå äâå êîìèññèè íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè. Åùå èçâåñòíî,

÷òî ëþáûå äâå êîìèññèè ñîåäèíÿþòñÿ öåïî÷êîé êîìèññèé, â êîòî-

ðîé ñîñåäíèå êîìèññèè ñìåæíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êîìèññèé íå

ìåíüøå 2n− 4.
Óêàçàíèå. There is an intuitive redu
tion to (d) (observe that

rigorous proof of (d) requires some te
hni
alities). For a realization of

this idea in an algebrai
 way see [MNS, �2.2℄.

(e) Åñëè ãðà�G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðà�îì ñâÿçíîãî ãðà�àH íà ñ�åðå

ñ ðó÷êàìè, òî VG − EG + FG > VH − EH + FH .
Óêàçàíèå. Ïóíêò (e) ñëåäóåò èç ï. (
). Use the operations of

deleting an edge, or deleting a hanging vertex.

Ïðåäîñòåðåæåíèå. Ïóíêò (e) íåâåðåí äëÿ íåñâÿçíîãî ãðà�à H,

but is true for a dis
onne
ted graph H if every 
onne
ted 
omponent


ontains a vertex of G.

2.5.2. Ïóñòü íà òîðå íàðèñîâàí áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ñâÿçíûé

ãðà� ñ V âåðøèíàìè è E ðåáðàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ÷èñëî ãðàíåé.

(a) Åñëè ãðà� (òî÷íåå, åãî èçîáðàæåíèå) ñîäåðæèò ïàðàëëåëü è

ìåðèäèàí, òî F = E − V .
Óêàçàíèå. �àçðåæüòå òîð ïî ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíó. Ïîëó÷èòñÿ

ñâÿçíûé ïëîñêèé ãðà�, ëåæàùèé â êâàäðàòå è ñîäåðæàùèé ãðàíèöó

êâàäðàòà. Ïðèìåíèòå ê íåìó �îðìóëó Ýéëåðà.

(b) Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F > E − V .
Ïîÿñíåíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðà� ïåðåñåêàåò îáúåäèíåíèå

ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ïðè÷åì ïîñëå ðàç-

ðåçàíèÿ ïî ýòîìó îáúåäèíåíèþ ñ ïîñëåäóþùåé ðàçâåðòêîé íà ïëîñ-

êîñòü èç ãðà�à ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèå ëîìàíûõ (áîëåå ó÷åíî: ÷òî

äàííîå âëîæåíèå ãðà�à â òîð ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì îáùåãî

ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíà).
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Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ï. (a) è óòâåðæäåíèå 2.5.1 (e).

2.5.3. (a) Íåðàâåíñòâî Ýéëåðà

8

. Ïóñòü íà Sg íàðèñîâàí áåç

ñàìîïåðåñå÷åíèé ñâÿçíûé ãðà� ñ V âåðøèíàìè è E ðåáðàìè. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç F ÷èñëî ãðàíåé. Òîãäà

V − E + F > 2− 2g.

(b) Ïóñòü íà Sg íàðèñîâàí áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ãðà� ñ V âåð-

øèíàìè, E ðåáðàìè è s êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

F ÷èñëî ãðàíåé. Òîãäà V − E + F > s+ 1− 2g.

Íåðàâåíñòâî Ýéëåðà 2.5.3 (a) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ

òîðà 2.5.2 (b) ïðè ïîìîùè óòâåðæäåíèÿ 2.3.4.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû �èìàíà 2.3.5 (a). �àçáåðåì

ñëó÷àé òîðà (îáùèé ñëó÷àé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü îáú-

åäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ íå ðàçáèâàåò

òîð. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâûå íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ. Àíàëî-

ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Æîðäàíà 1.4.3 (b), èñïîëüçóÿ îðè-

åíòèðóåìîñòü òîðà, ïîëó÷èì, ÷òî òîð íå ðàçáèâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì

íåêîòîðûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ¾âîñüìåðêè¿

è îêðóæíîñòè. Ñîåäèíÿÿ âîñüìåðêó è îêðóæíîñòü îòðåçêîì íà òîðå,

ïîëó÷èì ãðà�, äëÿ êîòîðîãî V − E = −2 è êîòîðûé íå ðàçáèâàåò

òîð. Ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì Ýéëåðà.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áåòòè 2.3.5 (b) (ïîëó÷åí

ðåäàêòèðîâàíèåì òåêñòà Ï. Êàðàâàåâà). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðè-

âûå íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ. Âûáåðåì íà êàæäîé êðèâîé òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ ñ îñòàëüíûìè êðèâûìè. Òàêæå äîáàâèì íà êðèâûå äîïîë-

íèòåëüíûå òî÷êè, ÷òîáû íà êàæäîé êðèâîé îêàçàëîñü áîëåå äâóõ

ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Òîãäà êàæäàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì

ïðîñòîãî öèêëà ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ âåðøèíàìè. Ïîýòîìó îáúåäè-

íåíèå äàííûõ 2g + 1 êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì áåç ñàìîïåðå-

ñå÷åíèé íåêîòîðîãî ãðà�à G ñ âåðøèíàìè â âûáðàííûõ òî÷êàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V , E, F , s êîëè÷åñòâà âåðøèí, ðåáåð, ãðàíåé

è êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà�à G, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â îñòîâíîì

8

Îáû÷íî âìåñòî íåðàâåíñòâà Ýéëåðà, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ìíîãèõ ïðèìåíåíèé,

ïðèâîäèòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ �îðìóëà Ýéëåðà 5.9.2 (ñð. ñ óòâåðæäåíèåì 2.5.2 (a)),

äëÿ �îðìóëèðîâêè êîòîðîé íóæíî ïîíÿòèå êëåòî÷íîãî ïîäãðà�à.
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ëåñó V − s ðåáåð. Â êàæäîé èç äàííûõ 2g + 1 êðèâûõ èìååòñÿ ðåáðî
ãðà�à G, íå ëåæàùåå â îñòîâíîì ëåñó. Òàê êàê êðèâûå ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòè ðåáðà ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó â G åñòü íå

ìåíåå 2g + 1 ðàçëè÷íûõ ðåáåð, íå ëåæàùèõ â îñòîâíîì ëåñó. Ñëåäî-

âàòåëüíî, V − s+ 2g + 16 E.
Ââèäó ýòîãî è íåðàâåíñòâà Ýéëåðà 2.5.3 (b)

F > 1− 2g + E − V + s> 1− 2g + (2g + 1) = 2.

Ïîýòîìó ãðà� G, à çíà÷èò, è îáúåäèíåíèå äàííûõ 2g + 1 êðèâûõ,

ðàçáèâàåò Sg.

2.6. �åàëèçóåìîñòü èåðîãëè�îâ è óòîëùåíèé

Äèñê ñ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè îïðåäåëåí â ï. 1.5. Áó-

äåì íàçûâàòü åãî èåðîãëè�îì, ñð. ñ ï. 1.7. Èåðîãëè� íàçûâàåòñÿ

ðåàëèçóåìûì íà äàííîé ïîâåðõíîñòè, åñëè åãî ìîæíî âûðåçàòü

èç íåå.

2.6.1. (a, b, 
) Èåðîãëè�û, îòâå÷àþùèå ñëîâàì (abab), (abcabc)
è (abacbc) (ðèñ. 1.5.2), ðåàëèçóåìû íà òîðå.

�åøåíèÿ ïï. (b, 
) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.6.1.

2.6.2. Èåðîãëè�û, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1.5.3,

(a

′
, b

′
, 


′
, d

′
) ðåàëèçóåìû íà ñ�åðå ñ äâóìÿ ðó÷êàìè.

(a, b, 
, d) íå ðåàëèçóåìû íà òîðå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (a

′
, b

′
, 


′
, d

′
) âûáåðèòå äâå ïåðåêðåùèâà-

þùèåñÿ ëåíòî÷êè è äîêàæèòå, ÷òî äèñê ñ îñòàâøèìèñÿ ëåíòî÷êàìè

ðåàëèçóåòñÿ íà òîðå (äîêàçàòåëüñòâî 
 ïðèáàâëåíèåì ëåíòî÷åê ïî

îäíîé òàêæå ðàáîòàåò, íî áîëåå ñëîæíî). Óòâåðæäåíèÿ 2.6.2 (a,b,
,d)

äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 2.3.1 (b) (âîîáùå, íèêà-

êîé èåðîãëè� ñ 4 ëåíòî÷êàìè, èìåþùèé îäíó êðàåâóþ îêðóæíîñòü,

íå ðåàëèçóåì íà òîðå).

Denote by h(M) the number of boundary 
ir
les of a hieroglyph or
a thi
kening M .

2.6.3. (a) If a hieroglyph M is 
ut out of the sphere with g handles
Sg, then the number of obtained 
onne
ted 
omponents of Sg −M does

not ex
eed h(M).
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(a') If a hieroglyph M with n ribbons is 
ut out of Sg, then
h(M)> n+ 1− 2g.

(b) Äëÿ êàæäîãî g ñóùåñòâóåò èåðîãëè�, íå ðåàëèçóåìûé íà Sg.
(
) Åñëè èåðîãëè� M íå ðåàëèçóåì íà Sg, à ïðè óäàëåíèè ëþ-

áîé åãî ëåíòî÷êè ïîëó÷àåòñÿ èåðîãëè�, ðåàëèçóåìûé íà Sg, òî â M
ðîâíî 2g + 2 ëåíòî÷êè.

Here part (a') follows from part (a) and Euler's Inequality 2.5.3 (a).

Part (b) follows by part (a') (take e.g. hieroglyph (a1b1a1b1 . . . ag+1bg+1ag+1bg+1)).

2.6.4. (a) Ëþáîé èåðîãëè� ñ 3 ëåíòî÷êàìè ðåàëèçóåì íà òîðå.

(b) Ñóùåñòâóåò ëè èåðîãëè� ñ 4 ëåíòî÷êàìè, èìåþùèé äâå êðà-
åâûå îêðóæíîñòè?

(
) Ëþáîé èåðîãëè� ñ 4 ëåíòî÷êàìè, èìåþùèé òðè êðàåâûå

îêðóæíîñòè, ðåàëèçóåì íà òîðå.

(d) Ëþáîé èåðîãëè� ñ n ëåíòî÷êàìè, èìåþùèé íå ìåíåå n − 1
êðàåâûõ îêðóæíîñòåé, ðåàëèçóåì íà òîðå.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèÿì 2.6.2(a

′
, b

′
, 


′
, d

′
), ñì. òàê-

æå ëåììû 1.5.3 (a, b).

Òåîðåìà 2.6.5. (a) Äëÿ êàæäîãî g ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ ðåàëèçóåìîñòè èåðîãëè�îâ íà Sg.
(b) Êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà èåðîãëè� M ñ n ëåíòî÷-

êàìè ðàâíîñèëüíî åãî ðåàëèçóåìîñòè íà Sg.
(E) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 2g > n+ 1− h(M).
(I) Cðåäè ëþáûõ 2g + 1 ñòðîê ìàòðèöû ïåðåêðåùèâàíèé (ñì.

îïðåäåëåíèå íèæå) íàéäóòñÿ íåñêîëüêî (íå ìåíåå îäíîé) ñòðîê,

ñóììà êîòîðûõ ïî ìîäóëþ 2 íóëåâàÿ. (Èíûìè ñëîâàìè, ðàíã íàä Z2

ìàòðèöû ïåðåêðåùèâàíèé íå ïðåâîñõîäèò 2g.)

Ìàòðèöåé ïåðåêðåùèâàíèé èåðîãëè�à ñ n ëåíòî÷êàìè íàçûâà-

åòñÿ n × n-ìàòðèöà, ó êîòîðîé â êëåòêå a × b ñòîèò åäèíèöà, åñëè

a 6= b è áóêâû a è b ïåðåêðåùèâàþòñÿ, è ñòîèò íîëü â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Ñð. ñ ï. 6.7.

Çäåñü ï. (a) ñëåäóåò èç ï. (b). Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (E) äëÿ ðå-

àëèçóåìîñòè ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.6.3.a'. Äîñòàòî÷íîñòü óñëî-

âèÿ (E) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 2.6.4, ñð. óòâåð-

æäåíèå 2.7.7 (b). Êðèòåðèé (I) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäå-

íèþ 2.7.7 (
).
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�àíãîì rkM èåðîãëè�àM íàçûâàåòñÿ ðàíã íàä Z2 åãî ìàòðèöû

ïåðåêðåùèâàíèé. �àíã èçìåðÿåò ¾ñëîæíîñòü ïåðåñå÷åíèé¿ íà èåðî-

ãëè�å.

2.6.6. Èåðîãëè� M ìîæíî âûðåçàòü èç èåðîãëè�à M ′
òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà rkM 6 rkM ′
.

Îðèåíòèðóåìûå óòîëùåíèÿ îïðåäåëåíû â ï. 1.6 è 1.7. Óòîëùåíèå

íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìûì íà äàííîé ïîâåðõíîñòè, åñëè åãî ìîæíî

âûðåçàòü èç íåå.

2.6.7. Ñóùåñòâóåò ëè íå ðåàëèçóåìîå íà òîðå îðèåíòèðóåìîå

óòîëùåíèå

(a) ãðà�à K4; (b) ãðà�à K5?

Òåîðåìà 2.6.8. (a) Äëÿ ëþáîãî g ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñïî-

çíàâàíèÿ ðåàëèçóåìîñòè óòîëùåíèé íà Sg.
(b) Êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà îðèåíòèðóåìîå óòîëùå-

íèå M ñâÿçíîãî ãðà�à ðàâíîñèëüíî åãî ðåàëèçóåìîñòè íà Sg.
(E) Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 2g > 2 − V + E − h(M), ãäå

V è E �êîëè÷åñòâà âåðøèí è ðåáåð ãðà�à.

(I)=2.6.5.b(I).

Ïóñòü äàíû îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå ñâÿçíîãî ãðà�à G è ìàê-

ñèìàëüíîå äåðåâî. Ïîñòðîèì èåðîãëè�, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåáðàì,

íå ëåæàùèì â äåðåâå (ðèñ. 1.6.4). Ìàòðèöåé ïåðåêðåùèâàíèé îðè-

åíòèðóåìîãî óòîëùåíèÿ, îòâå÷àþùóþ äåðåâó, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

ïåðåêðåùèâàíèé ïîñòðîåííîãî èåðîãëè�à. �àíãîì îðèåíòèðóåìîãî

óòîëùåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàíã íàä Z2 åãî ìàòðèöû ïåðåêðåùèâàíèé

(îòâå÷àþùåé ëþáîìó äåðåâó).

Òåîðåìà 2.6.8 ñâîäèòñÿ ê òåîðåìå 2.6.5 ïðè ïîìîùè ñòÿãèâàíèÿ

ðåáðà èëè âûäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà.

c

a b

b

a c

�èñ. 2.6.1. Äèñêè ñ ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþùèå ñëîâàì (abcabc)

è (abacbc), íà òîðå
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2.7. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (ãîìåîìîð�íîñòü)

2.7.1. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ãðà� K5

(a) íà ñ�åðå; (b) íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (ðèñ. 2.1.2)?

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïîíÿòèå ãîìåîìîð�íîñòè (òîïîëîãè÷åñêîé

ýêâèâàëåíòíîñòè) íå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðîãî, ñì. ñòðîãîå îïðåäåëåíèå

â ï. 5.1. Äëÿ ¾äîêàçàòåëüñòâà¿ ãîìåîìîð�íîñòè â ýòîì ïàðàãðà�å

íóæíî íàðèñîâàòü öåïî÷êó êàðòèíîê, àíàëîãè÷íóþ ðèñ. 2.7.1.

Ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ âðåìåííî ðàçðåçàòü �èãóðó, à ïîòîì

ñêëåèòü ¾áåðåãà¿ ðàçðåçà. Íàïðèìåð,

• ñ�åðà áåç òî÷êè ãîìåîìîð�íà ïëîñêîñòè, à áîêîâàÿ ïîâåðõ-

íîñòü öèëèíäðà � êîëüöó íà ïëîñêîñòè (çäåñü öåïî÷êó êàðòèíîê

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.7.1);

• ñ�åðà ñ îäíîé ðó÷êîé (ðèñ. 2.1.5) ãîìåîìîð�íà òîðó (ðèñ. 2.1.2);
• äèñê ñ äâóìÿ ëåíòî÷êàìè (ðèñ. 2.7.1 ñïðàâà) ãîìåîìîð�åí òîðó

ñ äûðêîé (ðèñ. 2.7.1 ñëåâà);

�èñ. 2.7.1. Òîð ñ äûðêîé ãîìåîìîð�åí äèñêó ñ äâóìÿ ëåíòî÷êàìè

• òðè ëåíòî÷êè íà ðèñ. 2.2.2 (b) ãîìåîìîð�íû (çäåñü óæå íå

îáîéòèñü áåç ðàçðåçàíèÿ);

• äâå ëåíòî÷êè íà ðèñ. 2.2.2 (a) ãîìåîìîð�íû (è çäåñü íå îáîé-

òèñü áåç ðàçðåçàíèÿ).

Ëåíòî÷êè íà ðèñ. 2.2.2 (a) è íà ðèñ. 2.2.2 (b) íå ãîìåîìîð�íû.

Ìû çàéìåìñÿ íåãîìåîìîð�íîñòüþ â � 5, êîãäà ïîÿâèòñÿ ñòðîãîå

îïðåäåëåíèå è äðóãèå ïîíÿòèÿ. Ñ èõ ïîìîùüþ ïðèâîäèìûå â ýòîì

ïàðàãðà�å íåñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â ñòðîãèå äîêàçà-

òåëüñòâà.

Ïîíÿòèå ãîìåîìîð�íîñòè ñëåäóåò îòëè÷àòü îò èçîòîïíîñòè,

ñì. çàäà÷ó 6.6.1 (b) è ï. 15.5.
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�èñ. 2.7.2. �îìåîìîð�íû ëè ýòè �èãóðû?

2.7.2. (a, b) Ôèãóðû íà ðèñ. 1.5.2 â öåíòðå è ñïðàâà ãîìåîìîð�-

íû òîðó ñ äâóìÿ äûðêàìè.

(
) Ôèãóðà íà ðèñ. 2.7.2 ñëåâà ãîìåîìîð�íà òîðó ñ äûðêîé.

(d) �îìåîìîð�íà ëè �èãóðà íà ðèñ. 1.6.2 ñïðàâà ñ�åðå ñ ðó÷êàìè

è äûðêàìè? Åñëè äà, òî ÷åìó ðàâíî èõ ÷èñëî?

2.7.3. (a, b, 
, d) Ôèãóðû íà ðèñ. 1.5.3 ãîìåîìîð�íû ñ�åðå ñ äâó-

ìÿ ðó÷êàìè è îäíîé äûðêîé.

2.7.4. Ïðè ðàçðåçàíèè òîðà

(a) ïî ëþáîìó íåðàçáèâàþùåìó öèêëó ïîëó÷àåòñÿ �èãóðà, ãî-

ìåîìîð�íàÿ êîëüöó;

(b) ïî ëþáîé íåðàçáèâàþùåé ¾âîñüìåðêå¿ ïîëó÷àåòñÿ �èãóðà,

ãîìåîìîð�íàÿ äèñêó (ò. å. âûïóêëîìó ìíîãîóãîëüíèêó).

2.7.5. �åãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè ðàçíûõ èçîáðàæåíèé áåç ñàìîïå-

ðåñå÷åíèé ãðà�à íà ïëîñêîñòè (ò. å. èçîìîð�íûõ ïëîñêèõ ãðà�îâ,

ñì. ðèñ. 1.3.1) ãîìåîìîð�íû.

Îá èåðîãëè�àõ è îðèåíòèðóåìûõ óòîëùåíèÿõ ñì. ïï. 2.6 è 1.5�

1.7.

2.7.6. (a) Ëþáîé èåðîãëè� ñ äâóìÿ ëåíòî÷êàìè ãîìåîìîð�åí

ëèáî äèñêó ñ äâóìÿ äûðêàìè, ëèáî òîðó ñ äûðêîé.

(b) (Çàãàäêà) ×åìó ìîæåò áûòü ãîìåîìîð�íî îðèåíòèðóåìîå

óòîëùåíèå ãðà�à K4?

Óòâåðæäåíèå 2.7.7. (b') Îáîçíà÷èì ÷åðåç M äèñê ñ n ëåíòî÷-

êàìè (íå ïðåäïîëàãàåìûõ íåïåðåêðó÷åííûìè). Òîãäà h(M)6 n+ 1.
Êðîìå òîãî, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

• h(M) = n+ 1;
• M ãîìåîìîð�åí ñ�åðå ñ h(M) äûðêàìè;
• M ïëàíàðåí;
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• êàæäàÿ ëåíòî÷êà íåïåðåêðó÷åííàÿ, è íèêàêèå äâå ëåíòî÷êè

íå ïåðåêðåùèâàþòñÿ.

(a) Äâà èåðîãëè�à ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ëåíòî÷åê ãîìåîìîð�íû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êðàåâûõ

îêðóæíîñòåé.

(b) Ôîðìóëà Ýéëåðà. Ïóñòü äàí èåðîãëè� M ñ n ëåíòî÷êàìè.

Òîãäà h(M) − n íå÷åòíî, h(M) 6 n + 1 è M ãîìåîìîð�åí ñ�åðå

ñ (n+ 1− h(M))/2 ðó÷êàìè è h(M) äûðêàìè.
(
)* Ôîðìóëà Ìîõàðà. Ïóñòü äàí èåðîãëè� ðàíãà r ñ n ëåíòî÷-

êàìè. Òîãäà r ÷åòíî è èåðîãëè� ãîìåîìîð�åí ñ�åðå ñ r/2 ðó÷êàìè

è n+ 1− r äûðêàìè.

Íàçâàíèÿ ¾�îðìóëà Ýéëåðà¿ è ¾�îðìóëà Ìîõàðà¿ ïðèìåíè-

òåëüíî ê óòâåðæäåíèÿì 2.7.7, 2.7.9 è 2.8.8 (ñì. íèæå) íå îáùåïðè-

íÿòû. Ñð. ñ çàäà÷àìè 5.9.2 è 6.7.5 (f, g).

Part (b') is proved using Lemmas 1.5.3.a,a',b.

Óòâåðæäåíèå 2.7.8. (a) Any thi
kening of a tree is homeomorphi


to the disk D2
.

(b) Let M be a thi
kening of a 
onne
ted graph with V verti
es and

E edges. Then V − E + h(M) 6 2. If V − E + h(M) = 2, then M is

homeomorphi
 to the sphere with h(M) holes.

Part (b) is redu
ed to Proposition 2.7.7.b' using part (a).

Óòâåðæäåíèå 2.7.9. (a) Äâà îðèåíòèðóåìûõ óòîëùåíèÿ ñâÿç-

íîãî ãðà�à ãîìåîìîð�íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ îäèíà-

êîâîå êîëè÷åñòâî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé.

(b) Ôîðìóëà Ýéëåðà. Ïóñòü äàíî îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèåM
ñâÿçíîãî ãðà�à ñ V âåðøèíàìè è E ðåáðàìè. Òîãäà V − E + h(M)
÷åòíî, V − E + h(M)6 2 èM ãîìåîìîð�íî ñ�åðå ñ (2− V + E − h(M))/2
ðó÷êàìè è h(M) äûðêàìè.

(
)* Ôîðìóëà Ìîõàðà. Ïóñòü äàíî îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå

ðàíãà r ñâÿçíîãî ãðà�à ñ V âåðøèíàìè è E ðåáðàìè. Òîãäà r ÷åò-
íî, V − E + r 6 1 è óòîëùåíèå ãîìåîìîð�íî ñ�åðå ñ r/2 ðó÷êàìè

è 2− V + E − r äûðêàìè.
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2.8. Íåîðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíîñòè*

�ðà�û è ðàñêðàñêè êàðò íà äèñêå ñ ëåíòàìè Ì¼áèóñà

2.8.1. Íàðèñóéòå íà ëåíòå Ì¼áèóñà áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ãðà�

(a) K3,3; (b) K3,4; (
) K5; (d) K6.

2.8.2. (a) Íåðàâåíñòâî Ýéëåðà. Ïóñòü íà ëåíòå Ì¼áèóñà íàðè-

ñîâàí áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ñâÿçíûé ãðà� ñ V âåðøèíàìè è E ðåá-

ðàìè, íå ïåðåñåêàþùèé êðàåâîé îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F
÷èñëî ãðàíåé. Òîãäà V − E + F > 1.

(b) �ðà� K7 íå ðåàëèçóåì íà ëåíòå Ì¼áèóñà.

(
) �ðà� K5 ⊔K5 íå ðåàëèçóåì íà ëåíòå Ì¼áèóñà.

(d) Ëþáóþ êàðòó íà ëåíòå Ì¼áèóñà ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðà-

ñèòü â 6 öâåòîâ.

�èñ. 2.8.1. Äèñê ñ ëåíòàìè Ì¼áèóñà

Äèñêîì ñ m ëåíòàìè Ì¼áèóñà (ðèñ. 2.8.1) íàçûâàåòñÿ îáú-

åäèíåíèå êðóãà è m ëåíòî÷åê, ïðè êîòîðîì

• êàæäàÿ ëåíòî÷êà ïðèêëåèâàåòñÿ ñâîèìè äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íûìè ñòîðîíàìè ê ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè S êðóãà è íàïðàâëåíèÿ

íà ýòèõ ñòîðîíàõ, çàäàâàåìûå ïðîèçâîëüíûì íàïðàâëåíèåì íà S,
¾ñîíàïðàâëåíû âäîëü ëåíòî÷êè¿,

• ëåíòî÷êè ¾îòäåëåííûå¿, ò. å. èìååòñÿ m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ îòðåçêîâ íà S su
h that the ends of the i-th ribbon are glued

to two disjoint ar
s 
ontained in the i-th ar
 for ea
h i= 1, 2, . . . , m.

2.8.3. (a) Íàðèñóéòå íà äèñêå ñ m ëåíòàìè Ì¼áèóñà m çà-

ìêíóòûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðè-

âûõ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ íå ðàçáèâàåò åãî.
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(a) (b) (
)

�èñ. 2.8.2. (a) Ïðèêëåèâàíèå âûâåðíóòîé ðó÷êè

(ñð. ðèñ. 2.1.5). (b) Äèñê ñ äâóìÿ ¾ïåðåêðó÷åííûìè¿ ¾îòäå-

ëåííûìè¿ ëåíòî÷êàìè. (
) Äèñê ñ ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþùèé

ñëîâó (aabcbc) ñ ñîîòâåòñòâèåì w(a) = 1 è w(b) = w(c) = 0.

∼=
? ∼=

?

(a) (b)

�èñ. 2.8.3. (a) �àâíîïðàâíû ëè êðàåâûå îêðóæíîñòè ëåíòû

Ì¼áèóñà ñ äûðêîé? (b) �îìåîìîð�íû ëè êîëüöà ñ äâóìÿ ëåí-

òàìè Ì¼áèóñà?

Äèñêè ñ ïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè

Äëÿ äèñêà ñ ëåíòî÷êàìè è åãî ëåíòî÷êè k îáîçíà÷èì w(k) = 1,
åñëè ëåíòî÷êà ïåðåêðó÷åíà, è w(k) = 0 èíà÷å.

Íà ðèñ. 2.8.2 (b, 
) è 1.5.1 ñïðàâà, 2.8.1 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåí-

íî

• äèñê ñ ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþùèé ñëîâó (aabb), äëÿ êîòîðîãî

w(a) = w(b) = 1;
• äèñê ñ ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþùèé ñëîâó (aabcbc), äëÿ êîòîðîãî

w(a) = 1 è w(b) =w(c) = 0;
• äèñê ñ n ëåíòàìè Ì¼áèóñà, ò. å. äèñê ñ ëåíòî÷êàìè, îòâå÷àþ-

ùèé ñëîâó (1122 . . . nn), äëÿ êîòîðîãî w(1) = w(2) = . . .= w(n) = 1.
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2.9. �åàëèçóåìîñòü óòîëùåíèé*

Èíòåðåñíû îïèñàíèÿ óòîëùåíèé, ðåàëèçóåìûõ íà ñ�åðå ñ g ðó÷-
êàìè (èëè íà äèñêå ñ m ïëåíêàìè Ì¼áèóñà), îòëè÷íûå îò ïðèâå-

äåííûõ â óòâåðæäåíèÿõ 2.6.5 (b) è 2.6.8 (b). Íàïðèìåð, àíàëîãè÷íî

òåîðåìå Êóðàòîâñêîãî è çàäà÷å 1.6.3 (b,S). Ñì. [Cu81℄.

�åàëèçóåìîñòü èåðîãëè�îâ

Áóäåì ñîêðàùàòü ¾èåðîãëè� (ò. å. äèñê ñ íåïåðåêðó÷åííûìè

ëåíòî÷êàìè), ñîîòâåòñòâóþùèé ñëîâó x¿ äî ¾èåðîãëè� x¿. Ñì. îïðå-
äåëåíèå â ï. 1.5.

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà êîëè÷åñòâà ðåàëèçóåìûõ èåðîãëè�îâ ñâÿ-

çàíà ñ çíàìåíèòîé çàäà÷åé î êîëè÷åñòâå ìíîãîóãîëüíèêîâ, ñêëåéêîé

êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè.
�ðà�îì ïåòåëü èåðîãëè�à íàçûâàåòñÿ ãðà�, âåðøèíàìè êîòîðî-

ãî ÿâëÿþòñÿ ïåòëè èåðîãëè�à; äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè

ñîîòâåòñòâóþùèå äâå ïåòëè îáðàçóþò èåðîãëè� (abab) (ò. å. ¾ïåðå-
êðåùèâàþòñÿ¿).

Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 1.5.1 ïëàíàðíîñòü èåðîãëè�à ýêâèâàëåíòíà

îòñóòñòâèþ ðåáåð â åãî ãðà�å ïåòåëü.

�åäóêöèåé èåðîãëè�à íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà

ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

(D) Óäàëåíèå íåêîòîðîé èçîëèðîâàííîé ïåòëè (ò. å. òàêîé ïåòëè,

êîòîðàÿ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå çàäàåòñÿ äâóìÿ ïîäðÿä èäóùèìè

áóêâàìè (aa . . .)).
(R) Çàìåíà äâóõ ¾ïàðàëëåëüíûõ¿ ïåòåëü a è a′ (ò. å. ïåòåëü, ñî-

îòâåòñòâóþùèå êîòîðûì áóêâû â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå íàõîäÿòñÿ

íà ñîñåäíèõ ìåñòàõ è íå ÷åðåäóþòñÿ: (aa′ . . . a′a . . .)) íà îäíó.
Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 1.5.1 ïëàíàðíîñòü èåðîãëè�à ýêâèâàëåíòíà

òîìó, ÷òî îí ðåäóöèðóåòñÿ äî èåðîãëè�à () (òàê îáîçíà÷àåòñÿ èåðî-
ãëè� áåç ïåòåëü).

2.9.1. (a) �åäóêöèÿ èåðîãëè�îâ ñîõðàíÿåò ðåàëèçóåìîñòü íà

ñ�åðå ñ g ðó÷êàìè (äëÿ äàííîãî g).
(b) [Cu81, KPS, Be22℄ Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà èåðîãëè� ýêâèâà-

ëåíòíû.

(1) Èåðîãëè� ðåàëèçóåì íà òîðå.
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(2) Èåðîãëè� íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èåðîãëè�à ñ ðèñ. 1.5.3.

(3) �ðà� ïåòåëü èåðîãëè�à ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçîëèðîâàí-

íûõ âåðøèí è ïîëíîãî äâó- èëè òðåõäîëüíîãî ãðà�à.

(4) Èåðîãëè� ðåäóöèðóåòñÿ äî îäíîãî èç èåðîãëè�îâ (), (abab),
(abcabc).

Íàçîâåì èåðîãëè� ñëàáî ðåàëèçóåìûì íà ïîâåðõíîñòè, åñëè èç

íåå ìîæíî âûðåçàòü íåêîòîðûé äèñê ñ ëåíòî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé äàííîìó èåðîãëè�ó.

2.9.2. (a) Èåðîãëè�û (abab) è (abcabc) (ðèñ. 1.5.2) ñëàáî ðåàëè-
çóåìû íà ëåíòå Ì¼áèóñà.

(b) �åäóêöèÿ èåðîãëè�îâ íå îáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿåò ñëàáóþ ðå-

àëèçóåìîñòü íà ëåíòå Ì¼áèóñà.

(
)* [Bi20℄ Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà èåðîãëè� ðàâíîñèëüíû:

• ñëàáî ðåàëèçóåì íà ëåíòå Ì¼áèóñà.

• íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç èåðîãëè�îâ (ababcdcd) (ðèñ. 1.5.3
ñëåâà) è (abacbc) (ðèñ. 1.5.2).
• åãî áóêâû ìîæíî ïîêðàñèòü â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà òàê, ÷òî

ëþáûå äâå êðàñíûå áóêâû ïåðåêðåùèâàþòñÿ, à ëþáàÿ ñèíÿÿ áóêâà

íå ïåðåêðåùèâàåòñÿ íè ñ êàêîé áóêâîé.

2.9.3*. (Íåðåøåííàÿ çàäà÷à) Îïèøèòå èåðîãëè�û, ñëàáî ðåàëè-

çóåìûå íà áóòûëêå Êëåéíà, â òåðìèíàõ çàïðåùåííûõ ïîäèåðîãëè-

�îâ è ðåäóêöèé.

Îá àëãîðèòìàõ ðàñïîçíàâàíèÿ ñëàáîé ðåàëèçóåìîñòè ñì. [Ko21℄.

�åàëèçóåìîñòü îðèåíòèðóåìûõ óòîëùåíèé íà òîðå

2.9.4*. �èïîòåçà (À.Îøåìêîâ, À. �ðàáåæíîé, �.Ïîãóäèí) Ïóñòü

èç êàæäîé âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðà�à âûõîäèò 3 ðåáðà. Îðèåíòèðó-

åìîå óòîëùåíèå ýòîãî ãðà�à ðåàëèçóåìî íà òîðå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç ïîäóòîëùåíèé, èçîáðà-

æåííûõ íà ðèñ. 2.9.1. (Ïîäñêàçêà � â çàäà÷å 2.9.5.)

2.9.5. Ïóñòü N � îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå ñâÿçíîãî ãðà�à G
ñòåïåíè 3 (ò. å. èç êàæäîé âåðøèíû êîòîðîãî âûõîäèò 3 ðåáðà), íå
ðåàëèçóåìîå íà òîðå, ëþáîå ñâÿçíîå ïîäóòîëùåíèå êîòîðîãî ðåàëè-

çóåìî íà òîðå.

(a) Â G íåò ïåòåëü. (b) Â N îäíà êðàåâàÿ îêðóæíîñòü.
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�èñ. 2.9.1. Îðèåíòèðóåìûå óòîëùåíèÿ, íå ðåàëèçóåìûå íà òîðå

(
) Â G 6 âåðøèí è 9 ðåáåð.
(d)* Ëþáîé ñâÿçíûé ãðà� ñòåïåíè 3 ñ óñëîâèÿìè (a) è (
) èçî-

ìîð�åí îäíîìó èç ãðà�îâ íà ðèñ. 2.9.1 (äàæå îäíîìó èç 1-ãî, 3-ãî,

4-ãî, 6-ãî è 8-ãî) èëè íà ðèñ. 2.9.2.

�èñ. 2.9.2. Øåñòîé ãðà� (íàðèñîâàòü!)

2.9.6. Ïóñòü N � îðèåíòèðóåìîå óòîëùåíèå ñâÿçíîãî ãðà�à G
ñòåïåíè 4, íå ðåàëèçóåìîå íà òîðå, ëþáîå ïîäóòîëùåíèå êîòîðîãî

ðåàëèçóåìî íà òîðå.

(a) Â G íåò ïåòåëü. (b) Â N îäíà êðàåâàÿ îêðóæíîñòü.

(
) Ñêîëüêî â G âåðøèí è ðåáåð?

(d)* (Íåðåøåííàÿ çàäà÷à) Îïèøèòå îðèåíòèðóåìûå óòîëùåíèÿ

ãðà�îâ ñòåïåíè 4, ðåàëèçóåìûå íà òîðå, â òåðìèíàõ çàïðåùåííûõ

ïîäóòîëùåíèé.

�åàëèçóåìîñòü èåðîãëè�îâ ñ ðàññòàíîâêàìè

Äèñê ñ ëåíòî÷êàìè ìîæíî çàäàâàòü êàê èåðîãëè� âìåñòå ñ íåêî-

òîðîé ðàññòàíîâêîé íóëåé è åäèíèö íà åãî ïåòëÿõ (ðèñ. 2.9.3, 2.9.4).
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�èñ. 2.9.3. Çàïðåùåííûå èåðîãëè�û ñ ðàññòàíîâêàìè äëÿ áó-

òûëêè Êëåéíà

Äèñê ñ ëåíòî÷êàìè ìîæíî âûðåçàòü èç äàííîé ïîâåðõíîñòè òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé èåðîãëè� ñ ðàññòàíîâ-

êîé ìîæíî èçîáðàçèòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïîâåðõíîñòè (âíå

êðàÿ, åñëè îí èìååòñÿ) òàê, ÷òîáû

• ïðè îáõîäå ïî ïîâåðõíîñòè âîêðóã âåðøèíû âûõîäÿùèå èç íåå

îòðåçêè ïðîõîäèëèñü áû â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûì öèêëè÷åñêèì

ïîðÿäêîì, è

• âäîëü ïåòåëü, íà êîòîðûõ ñòîèò åäèíèöà, ìåíÿëàñü áû îðè-

åíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè, à âäîëü ïåòåëü, íà êîòîðûõ ñòîèò íîëü, íå

ìåíÿëàñü áû.

�åäóêöèåé èåðîãëè�à ñ ðàññòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèÿ

íåêîòîðîãî ÷èñëà ïðåîáðàçîâàíèé (D) è (R) äëÿ ïåòåëü ñ íóëåì,

à òàêæå ñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

(R

′
) Çàìåíà äâóõ ¾ïàðàëëåëüíûõ¿ ïåòåëü a è a′ ñ åäèíèöåé

(ò. å. äëÿ êîòîðûõ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå áóêâû, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ýòèì ïåòëÿì, íàõîäÿòñÿ íà ñîñåäíèõ ìåñòàõ è ÷åðåäóþòñÿ:

(aa′ . . . aa′ . . .)) íà îäíó.

2.9.7*. �èïîòåçû (ñð. [Cu81℄). (a) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà èåðî-

ãëè� ñ ðàññòàíîâêîé ðàâíîñèëüíû:

• ðåàëèçóåì íà ëåíòå Ì¼áèóñà.
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�èñ. 2.9.4. Óíèâåðñàëüíûå èåðîãëè�û ñ ðàññòàíîâêàìè äëÿ

áóòûëêè Êëåéíà

• íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èåðîãëè�à ñ ðàññòàíîâêîé èç

(abab), (aBaB), (ABAB), (ABCABC)

(áîëüøèìè áóêâàìè èçîáðàæàþòñÿ ïåòëè ñ åäèíèöåé, à ìàëåíü-

êèìè� ñ íóëåì; ñð. ñ ðèñ. 2.9.3).

• ðåäóöèðóåòñÿ ê èåðîãëè�ó ñ ðàññòàíîâêîé (A).
(b)* (À.Òåëèøåâ) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà èåðîãëè� ñ ðàññòàíîâ-

êîé ðàâíîñèëüíû:

• ðåàëèçóåì íà áóòûëêå Êëåéíà;

• íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èåðîãëè�à ñ ðàññòàíîâêîé èç èçîáðà-

æåííûõ íà ðèñ. 2.9.3;

• ðåäóöèðóåòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ èåðîãëè�îâ ñ ðàññòàíîâêîé èç

èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2.9.4.
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�åàëèçóåìîñòü óòîëùåíèé

Îïðåäåëåíèå óòîëùåíèÿ ãðà�à ïðèâåäåíî â íà÷àëå ï. 1.6. Óòîë-

ùåíèå ìîæíî çàäàâàòü ãðà�îì ñ âðàùåíèÿìè, ò.å. âìåñòå ñ ðàññòà-

íîâêîé íóëåé è åäèíèö íà åãî ðåáðàõ è, äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðà�à,

îðèåíòèðîâàííûì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì âûõîäÿùèõ èç íåå ïîëó-

ðåáåð. Ïðè ïîñòðîåíèè óòîëùåíèÿ ñòðåëêè íà îêðóæíîñòÿõ äîëæíû

áûòü ïðîòèâîíàïðàâëåíû, åñëè íà ðåáðå ñòîèò íîëü, è ñîíàïðàâ-

ëåíû, åñëè íà ðåáðå ñòîèò åäèíèöà. (Ïðè ýòîì êàæäûé èç äâóõ

ñïîñîáîâ íà ðèñ. 1.6.1 ìîæåò îòâå÷àòü êàê ëåíòî÷êå ñ íóëåì, òàê

è ëåíòî÷êå ñ åäèíèöåé.)

0

1

�èñ. 2.9.5. �àññòàíîâêà ÷èñåë íà ðåáðàõ

Óòîëùåíèå ìîæíî âûðåçàòü èç äàííîé ïîâåðõíîñòè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ãðà� ñ âðàùåíèÿìè ìîæíî

èçîáðàçèòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïîâåðõíîñòè (âíå êðàÿ, åñëè îí

èìååòñÿ) è îêðóæèòü êàæäóþ âåðøèíó ìàëåíüêîé îðèåíòèðîâàííîé

îêðóæíîñòüþ òàê, ÷òîáû

• äëÿ êàæäîé âåðøèíû îáõîä âûõîäÿùèõ èç íåå ïîëóðåáåð âäîëü

îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè äàâàë áû çàäàííûé îðèåíòèðîâàí-

íûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê.

• íà ðåáðå ñòîèò 0 òîãäà è òîëüêî êîãäà, êîãäà îðèåíòàöèè

îêðóæíîñòåé, ïîñòðîåííûõ âîêðóã êîíöîâ ýòîãî ðåáðà, ñîãëàñîâà-

íû âäîëü ýòîãî ðåáðà (ðèñ. 2.9.5).

Èíâåðòèðîâàíèåì â âåðøèíå äëÿ ãðà�à ñ âðàùåíèÿìè íàçû-

âàåòñÿ èçìåíåíèå îðèåíòàöèè öèêëà ïîëóðåáåð, âûõîäÿùèõ èç ýòîé
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âåðøèíû, îäíîâðåìåííî ñ çàìåíîé íóëåé åäèíèöàìè, à åäèíèö íóëÿ-

ìè íà âñåõ ðåáðàõ, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû (ïðè ýòîì ÷èñëà íà

ïåòëÿõ íå ìåíÿþòñÿ). Äâà ãðà�à âðàùåíèÿìè íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-

ëåíòíûìè, åñëè îò îäíîãî ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîìó íåñêîëüêèìè

èíâåðòèðîâàíèÿìè (âîçìîæíî, â ðàçíûõ âåðøèíàõ). Ïîäóòîëùå-

íèåì óòîëùåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî ãðà�ó ñ âðàùåíèÿìè íàçûâàåòñÿ

óòîëùåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ïîñòðîåííîìó ïî ïîäãðà�ó ñ âðàùåíèÿ-

ìè.

1

1

0 1

0 0 0 0

�èñ. 2.9.6. Óòîëùåíèÿ, íå ðåàëèçóåìûå íà ëåíòå Ì¼áèóñà

2.9.8*. (a) �èïîòåçà (Ä.Ïåðìÿêîâ) Óòîëùåíèå ðåàëèçóåìî íà

ëåíòå Ì¼áèóñà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå ñîäåðæèò íè îä-

íîãî èç ïîäóòîëùåíèé, èçîáðàæåííûõ íà ñ ðèñ. 2.8.4, 2.9.6.

(b) (Íåðåøåííàÿ çàäà÷à) Íàéäèòå óòîëùåíèÿ E1, . . . , Es, äëÿ
êîòîðûõ óòîëùåíèå ãðà�à ñòåïåíè 3 ðåàëèçóåìî íà áóòûëêå Êëåé-
íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç ïîäó-

òîëùåíèé E1, . . . , Es.

2.9.9*. Ñì. îïðåäåëåíèå X-ãðà�à è åãî ðåàëèçóåìîñòè â [Sk10℄.

(a) Îïèøèòå X-ãðà�û, ðåàëèçóåìûå íà ñ�åðå.

(b) (Íåðåøåííûå çàäà÷è) Òî æå äëÿ ëåíòû Ì¼áèóñà è òîðà.

�ðà�îì ñ íåîðèåíòèðîâàííûìè âðàùåíèÿìè íàçûâàåòñÿ ãðà�,

äëÿ êàæäîé âåðøèíû êîòîðîãî óêàçàí íåîðèåíòèðîâàííûé öèê-

ëè÷åñêèé ïîðÿäîê âûõîäÿùèõ èç íåå ïîëóðåáåð. �ðà� ñòåïåíè 4
ñ íåîðèåíòèðîâàííûìè âðàùåíèÿìè � òî æå, ÷òî X-ãðà�. Áûëî áû

èíòåðåñíî ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè âûøåèçëîæåííûõ

ðåçóëüòàòîâ äëÿ ãðà�îâ ñ íåîðèåíòèðîâàííûìè âðàùåíèÿìè.
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3.1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Èññëåäîâàíèå âåêòîðíûõ ïîëåé íà÷àë Àíðè Ïóàíêàðå â êà÷å-

ñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòà òåîðèÿ èìå-

åò ïðèëîæåíèÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ. Ñàì Ïóàíêàðå

ïðèìåíÿë åå, â ÷àñòíîñòè, ê ïðîáëåìå òðåõ òåë è íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Ñ òåõ ïîð âåêòîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ îáúåêòîâ

òîïîëîãèè è åå ïðèëîæåíèé. Ïîäðîáíûå ìîòèâèðîâêè ñì. â ¾ïî-

õâàëüíîì ñëîâå âåêòîðíûì ïîëÿì¿ [An03℄.

Fixed point theorems are important for appli
ations of topology.

Su
h theorems are used to prove the existen
e of equilibria, or of

solutions of various types of equations, e.g. Nash equilibrium or

di�erential equations.

Â ýòîì ïàðàãðà�å äîêàçàíû êðàñèâûå òåîðåìû, ñ�îðìóëèðîâàí-

íûå â ï. 3.1, à òàêæå áîëåå ñëîæíî �îðìóëèðóåìàÿ îñíîâíàÿ òåîðå-

ìà òîïîëîãèè 3.10.2.

Òåîðåìà 3.1.1 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). Ëþáîé íåïîñòîÿí-

íûé ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñ-

íûé êîðåíü.

Ýòó òåîðåìó âû ñìîæåòå äîêàçàòü ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è 3.9.3.

Ïîäðîáíîñòè ñì. â [Pr15, � 6℄, [An03, � 6℄, [BE82, � 24℄.

3.1.2. Does the following system have a solution in real numbers

x, y?

(a)




x+ sin2

(
xy2

17
+ 0.1

)
= 0

y − sin x2

3

√
| cos3 |x||= 0

; (b)




x+ sin2

(
xy2

17
+ 0.1

)
= 0

y − sin y2

3

√
| cos3 |x||= 0

.

Âåêòîðíûå ïîëÿ óäîáíî èçó÷àòü íà ýêâèâàëåíòíîì ÿçûêå íåïðå-

ðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðèìåíåíèÿ ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè

(ò.å. òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ¾íóëüìåðíîé âåðñèåé¿ îñíîâíîé òåîðåìû òîïîëî-

ãèè 3.10.2) ïðèâåäåíû â çàäà÷àõ 3.1.2.a è 3.5.1.
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Ïóñòü N ⊂ Rm è Y ⊂ Rn. Îòîáðàæåíèå f : N → Y íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ N è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå

δ > 0, ÷òî ïðè ëþáûõ y ∈N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x− y|< δ,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x)− f(y)|< ε.

Íåâîçìîæíî íåïðåðûâíî èçâëåêàòü êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë. Ïðèâåäåì ñòðîãóþ �îðìóëèðîâêó.

Óòâåðæäåíèå 3.1.3. Íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîãî îòîáðàæå-

íèÿ f : C→ C, òàêîãî ÷òî z = f(z)2 äëÿ ëþáîãî z ∈ C.
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ êîðíåé ëþáîé ñòåïå-

íè, ëîãàðè�ìîâ è ò.ä.

Äàëåå âñå îòîáðàæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè è ïðèëàãà-

òåëüíîå ¾íåïðåðûâíîå¿, êàê ïðàâèëî, îïóñêàåòñÿ.

Îòîæäåñòâèì R2
è C. Îáîçíà÷èì êðóã (äèñê) è îêðóæíîñòü êàê

D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1} è

S1 = {(x, y) ∈R2 : x2 + y2 = 1}= {z ∈ C : |z|= 1}.
Òåîðåìà 3.1.4 (òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå). Ëþáîå

îòîáðàæåíèå f : D2→D2
èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò. å. òàêóþ

òî÷êó x ∈D2
, ÷òî f(x) = x.

Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò èç ñâîåé ¾äèñêðåòíîé âåðñèè¿ � ëåììû

Øïåðíåðà 3.6.1 (Sp). Î ïðèìåíåíèè ïîñëåäíåé ê ñóùåñòâîâàíèþ

ðàâíîâåñèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå (òåîðèè èãð) è î åå ïðî-

ñòîì äîêàçàòåëüñòâå ñì., íàïðèìåð, [Sp℄. Òåîðåìà Áðàóýðà ñëåäóåò

òàêæå èç çàäà÷è 3.6.1 è òåîðåì 3.3.1 (
), 3.4.5 (b) (êîòîðûå âûòåêàþò

èç óòâåðæäåíèé 3.9.3 (a), 3.9.2 (d)).

Note that the open disk and the sphere do not have the analogous

�xed point property.

Òåîðåìà 3.1.5 (Áîðñóê�Óëàì). Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ

f : S2→ R2
ñóùåñòâóåò x ∈ S2

, äëÿ êîòîðîãî f(x) = f(−x).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò íà Çåìëå íàéäóòñÿ äèàìåò-

ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè, â êîòîðûõ òåìïåðàòóðà è äàâëå-

íèå ñîâïàäàþò. Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò èç çàäà÷è 3.6.2 è óòâåðæäå-

íèé 3.8.1 (
) è 3.9.3 (a) (èç êîòîðûõ âûòåêàåò óòâåðæäåíèå 3.6.2 (b)).

Ó íåå èìåþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå �îðìóëèðîâêè, ñì. óòâåðæäåíèå

3.6.2 è [Ma03℄, [ABM+, òåîðåìà 1.4℄. Ýòà òåîðåìà è åå âåðñèè
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çíàìåíèòû áëàãîäàðÿ èõ ïðèëîæåíèÿì ê êîìáèíàòîðèêå [Ma03℄

è ê ñóùåñòâîâàíèþ ðàâíîâåñèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå (òåî-

ðèè èãð) [AGL, Ya99, SS03℄. Ñëåäóþùèé çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò äàåò

ïðåäñòàâëåíèå î ïðèëîæåíèÿõ, ñð. ñ çàäà÷àìè 3.5.1 (a, b, 
, d).

3.1.6. (a)* Â ïðîñòðàíñòâå äàíî 2n êðàñíûõ, 2n æåëòûõ è 2n ñè-
íèõ òî÷åê, íèêàêèå ÷åòûðå èç êîòîðûõ íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, ïî êàæäóþ ñòîðîíó îò êîòîðîé íàõî-

äèòñÿ ïî n êðàñíûõ, ïî n æåëòûõ è ïî n ñèíèõ òî÷åê.

(b) (Ham sandwi
h theorem) Â áî÷êó ñ ìåäîì âáðîñèëè ëîæ-

êó äåãòÿ. (Ìåä è äåãîòü ðàñïðåäåëèëèñü ïî áî÷êå, íå îáÿçàòåëüíî

ðàâíîìåðíî.) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, äåëÿùàÿ îáúåì

áî÷êè ïîïîëàì, âåñ ìåäà ïîïîëàì è âåñ äåãòÿ ïîïîëàì.

Íàó÷íàÿ �îðìóëèðîâêà: äëÿ ëþáûõ òðåõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, äåëÿùàÿ

êàæäûé èç íèõ íà äâå ÷àñòè ðàâíûõ îáúåìîâ.

9

Äâà ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ãîìåî-

ìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóþò âçàèìíî îáðàòíûå íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè.

3.1.7. Are the following spa
es homeomorphi
?

(a) the line and the 
ir
le without a point;

(b) the line and the 
ir
le;

(
) the 
ir
le and the union of two disjoint 
ir
les;

(d)* the ar
 [0, 1] and the union of the ar
 0× [−1, 1] with the graph
of the fun
tion f : (0, 1]→ R de�ned by f(x) := sin(1/x).

(e) îòðåçîê è êâàäðàò;

(f)* ïëîñêîñòü è ïëîñêîñòü áåç òî÷êè.

Òåîðåìà 3.1.8. Êâàäðàò íå ãîìåîìîð�åí êóáó.

Äëÿ óòâåðæäåíèÿ 3.1.7.f è òåîðåìû 3.1.8 íåîáõîäèìû òåîðåìà

Áðàóýðà 3.1.4 è ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ. Äâà îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò-

ñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè îäíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî íåïðåðûâ-

íîé äå�îðìàöèåé. Ñì. ñòðîãîå îïðåäåëåíèå â ï. 3.7. Ïîäìíîæå-

ñòâî N ⊂ Rm íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè ëþáîå îòîáðàæåíèå

9

Îáû÷íî ýòîò ðåçóëüòàò �îðìóëèðóåòñÿ òàê: â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ñýíäâè÷ � êóñîê âåò÷èíû è äâà êóñêà õëåáà (ò.å. ëþáûå òðè ìåðû) ìîæåò áûòü

ðàçðåçàí íà ðàâíîöåííûå êóñêè îäíèì ðàçðåçîì ïëîñêîñòüþ. Ìû ïðèâîäèì ýëå-

ìåíòàðíóþ �îðìóëèðîâêó, íå èñïîëüçóþùóþ ìåð.
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S1→N ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó. Äëÿ òåîðåìû 3.1.8 íóæíà

åùå è ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 3.1.9 (a).

Òåîðåìà 3.1.9. Ëþáîå îòîáðàæåíèå

(a) S1→ S2
; (b) S2→ S1

ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó.

Part (a) follows from Assertions 3.11.4.ae, and ÷àñòü (b) � from an

equivalent reformulation 3.9.5 (a,b), íå èñïîëüçóþùåãî ïîíÿòèÿ ãîìî-

òîïíîñòè.

Ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ

ïðèâåäåíû â � 8. Äðóãîå èçëîæåíèå ïðèâîäèòñÿ â [Sh89℄, [Pr15,

� 6℄, [An03, � 4�6℄, [BE82, � 20, 21℄.

3.2. �îìîòîïíîñòü çàìêíóòûõ ëîìàíûõ

3.3. Âåêòîðíûå ïîëÿ

Âåêòîðíûì ïîëåì íà ïîäìíîæåñòâå ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñå-

ìåéñòâî âåêòîðîâ v(x) íà ïëîñêîñòè â åãî òî÷êàõ x, íåïðåðûâíî
çàâèñÿùèõ îò òî÷êè x. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ N
è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè ëþáîì y ∈N , óäîâëåòâîðÿ-

þùåì óñëîâèþ |x− y|< δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |v(x)− v(y)| < ε.

�èñ. 3.3.1. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ ïëîñêîñòè

Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 3.3.1): a(x, y) := (x, y)
(ðàäèàëüíîå), b(x, y) := (y,−x) (öåíòðàëüíîå), c(x, y) := (y, x) (ñåä-
ëîâîå), u(x, y) := (1, 0) (ïîñòîÿííîå).

Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ íåíóëåâûì, åñëè åãî âåêòîð â ëþáîé

òî÷êå íåíóëåâîé.

3.3.1. (a) Ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå íà êîëüöå

A = {(x, y) ∈ R2 : 1 6 x2 + y2 6 2}, ñîâïàäàþùåå ñ ðàäèàëüíûì

íà S1
.
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(b) Ëþáîå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå íà S1
ïðîäîëæàåòñÿ äî

íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà A.
(
) Òåîðåìà. �àäèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå a(x, y) = (x, y) íà ãðà-

íè÷íîé îêðóæíîñòè S1
êðóãà D2

íå ïðîäîëæàåòñÿ äî íåíóëåâîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êðóãå.

Ýòà òåîðåìà âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.9.3 (a). Ñì. òàêæå ðàâ-

íîñèëüíûå �îðìóëèðîâêè â òåîðåìå 3.1.4 è çàäà÷àõ 3.4.5 (b) è 3.6.1.

Åñëè íà÷àëî êàæäîãî âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ïåðåíåñòè â íà÷àëî

êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, òî ïîëó÷èòñÿ îòîæäåñòâëåíèå (ñâîáîäíûõ)

âåêòîðîâ è òî÷åê ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó âåêòîðíîå ïîëå íà ïîäìíîæå-

ñòâå ïëîñêîñòè � òî æå, ÷òî îòîáðàæåíèå èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà

â ïëîñêîñòü. À åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîäìíîæåñòâå ïëîñêî-

ñòè � òî æå, ÷òî îòîáðàæåíèå èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà â îêðóæíîñòü.

3.4. �îìîòîïíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé

Ïóñòü íà ïîäìíîæåñòâå N ⊂ R2
çàäàíî ñåìåéñòâî vt âåêòîðíûõ

ïîëåé, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1]. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

V : N × [0, 1]→ R2
�îðìóëîé V (x, t) := vt(x). Çàâèñèìîñòü îò ïà-

ðàìåòðà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè îòîáðàæåíèå V íåïðåðûâíî

(ñì. ï. 3.5). Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî vt(x) := tx íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
ïàðàìåòðà t, a vt(x) := {t}x�íåò.

Äîêàçûâàòü íåïðåðûâíîñòü óäîáíî, èñïîëüçóÿ òåîðåìû î ñóììå,

ïðîèçâåäåíèè è êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.

3.4.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâó-

åò íåïðåðûâíàÿ äå�îðìàöèÿ îäíîãî â äðóãîå, ò. å. ñåìåéñòâî vt âåê-
òîðíûõ ïîëåé, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1], äëÿ
êîòîðîãî v0 åñòü ïåðâîå ïîëå è v1 åñòü âòîðîå ïîëå. (Â îòëè÷èå îò

äàëüíåéøåãî, âåêòîðíîå ïîëå vt íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåíóëåâûì.)

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñ-

ëè îäíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî íåïðåðûâíîé äå�îðìàöèåé,

â ïðîöåññå êîòîðîé ïîëå îñòàåòñÿ íåíóëåâûì. Òàêîé äå�îðìàöèåé,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé, ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî vt íåíóëåâûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1], äëÿ
êîòîðîãî v0 åñòü ïåðâîå ïîëå è v1 åñòü âòîðîå ïîëå.
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3.4.2. (a) Ëþáîå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå v íà ïëîñêîñòè ãîìî-
òîïíî ïîëþ −v.

(b) �àäèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà îêðóæíîñòè ãîìîòîïíî öåí-

òðàëüíîìó.

Èç çàäà÷ 3.4.1 è 3.4.2 (b) âèäíî, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîé äå�îðìà-

öèè âåêòîðíîãî ïîëÿ åãî òðàåêòîðèè ìîãóò ìåíÿòüñÿ ðàçðûâíî.

3.4.3. Äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé u, v, w íà ëþáîé

÷àñòè ïëîñêîñòè

(a) v ãîìîòîïíî v (ðå�ëåêñèâíîñòü);
(b) åñëè u ãîìîòîïíî v, òî v ãîìîòîïíî u (
èììåòðè÷íîñòü);
(
) åñëè u ãîìîòîïíî v è v ãîìîòîïíî w, òî u ãîìîòîïíî w (òðàí-

çèòèâíîñòü).

3.4.4. Ëþáûå äâà íåíóëåâûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íà N ãîìîòîïíû,

åñëè

(a) N = 0× [0, 1]; (b) N =D2
; (
) N = 0× R; (d) N = R2

;

(e) N �ëþáîå äåðåâî íà ïëîñêîñòè (ñì. îïðåäåëåíèå â ï. 1.2).

3.4.5. (a) Íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå íà îêðóæíîñòè S1
ãîìîòîï-

íî ïîñòîÿííîìó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðîäîëæàåòñÿ íà

êðóã D2
(äî íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ).

(b) Òåîðåìà. �àäèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà îêðóæíîñòè S1
íå

ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó.

(
) �îìîòîïíûå íåíóëåâûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà îêðóæíîñòè S1

îäíîâðåìåííî ïðîäîëæàþòñÿ íà êðóã D2
èëè íåò.

3.4.6. (a) Íåíóëåâûå âåêòîðíûå ïîëÿ v(z) := 9z3 − 2z2 + z − 1
è w(z) := z3 íà îêðóæíîñòè S1

ãîìîòîïíû.

(b) Åñëè äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà S1
íå ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîíàïðàâ-

ëåííûìè íè â îäíîé òî÷êå, òî îíè ãîìîòîïíû.

Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè è íåãîìîòîïíûå åäè-

íè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà íåì? Îòâåò ¾äà¿ âûòåêàåò èç òåîðå-

ìû 3.4.5 (b). Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 3.4.5 (a) òåîðåìû 3.3.1 (
) è 3.4.5 (b)

ðàâíîñèëüíû. Èõ äîêàçàòåëüñòâî íåïðîñòî. Äëÿ íèõ, êàê è äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà òåîðåì èç ï. 3.1, íåîáõîäèìî ïîíÿòèå ÷èñëà îáîðîòîâ âåê-

òîðà èç ï. 3.8. Òåîðåìà 3.4.5 (b) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.9.2 (d).

Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì, åñëè åãî âåêòîð â ëþáîé

òî÷êå åäèíè÷íûé.
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3.4.7. (a) Ëþáîå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå ãîìîòîïíî íåêîòîðî-

ìó åäèíè÷íîìó.

(b) Äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî vt åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,

íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1], äëÿ êîòîðîãî v0 åñòü
ïåðâîå ïîëå è v1 åñòü âòîðîå ïîëå.

3.5. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

3.5.1. (a)* Íà ïëîñêîñòè äàíî 2n êðàñíûõ è 2n ñèíèõ òî÷åê, íè-
êàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïðÿìàÿ, ïî êàæäóþ ñòîðîíó îò êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïî n êðàñíûõ

è ñèíèõ òî÷åê.

(b) Íà ïëîñêîñòè äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê è òî÷êà z âíå

íåãî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ z è äåëÿùàÿ ìíîãî-

óãîëüíèê íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè.

(
) Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè ñóùå-

ñòâóåò ïðÿìàÿ, äåëÿùàÿ åãî íà äâå ÷àñòè ñ ðàâíûìè ïëîùàäÿìè

è ïåðèìåòðàìè. Çàíèìàòåëüíàÿ ïåðå�îðìóëèðîâêà: ëþáîé áóòåð-

áðîä ñ ìàñëîì ìîæíî ðàçðåçàòü ïðÿìîëèíåéíûì ðàçðåçîì íà äâå

ðàâíîöåííûå ÷àñòè.

(d) (Çàãàäêà) Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ áóòåðáðî-

äà ñ ìàñëîì è ñûðîì?

(e) Ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçðå-

çàòü íà ÷åòûðå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè äâóìÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè

ðàçðåçàìè.

(f) Âîêðóã ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè

ìîæíî îïèñàòü êâàäðàò.

(g)* Ëþáóþ ïëîñêóþ âûïóêëóþ �èãóðó äèàìåòðà 1 ìîæíî ïî-

ìåñòèòü â ïðàâèëüíîì øåñòèóãîëüíèêå, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîòèâî-

ïîëîæíûìè ñòîðîíàìè êîòîðîãî ðàâíî 1.

Åñëè N çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îòîá-

ðàæåíèÿ f : N → Y ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé

íåïðåðûâíîñòè: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè
ëþáûõ x, y ∈ N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x − y| < δ, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |f(x)− f(y)|< ε.
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3.5.2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé [0, 1]2 → R íåïðå-

ðûâíû:

(a) îòîáðàæåíèå â òî÷êó; (b) ïðîåêöèÿ íà âòîðóþ êîîðäèíàòó;

(
) ñóììà íîìåðîâ âñåõ áëèæàéøèõ âåðøèí êâàäðàòà [0, 1]2;
(d) ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà âåðøèí êâàäðàòà;

(e) ðàññòîÿíèå äî îáúåäèíåíèÿ ñòîðîí êâàäðàòà?

3.5.3. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå [0, 1]→ R3
, îá-

ðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ (a) îêðóæíîñòü; (b) ïðÿìàÿ;

(
)* êâàäðàò [0, 1]2 × 0; (d) ïëîñêîñòü; (e)* êóá [0, 1]3?

Îòâåò â ï. (
) � ñóùåñòâóåò, ñì. [BE82℄, [BCM, � 5℄; î ïðèëîæå-

íèÿõ â êîìïüþòåðíîé íàóêå ñì. [Bu68℄.

3.5.4. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå [0, 1]2→ R3
, îá-

ðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ (a) îòðåçîê; (b) ïðÿìàÿ; (
) êîëüöî;

(d) âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåðøèí âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà;

(e)* êóá [0, 1]3?

Ï. (d) ïîäâîäèò ê ïîíÿòèÿì èç ï. 3.11.

3.5.5. (a) Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç îáúåäèíåíèÿ ðå-

áåð òðåóãîëüíèêà â ïðÿìóþ ïðîäîëæàåòñÿ íà òðåóãîëüíèê.

(b) Òî æå ñ çàìåíîé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòü.

(
) Òî æå ñ çàìåíîé òðåóãîëüíèêà íà òåòðàýäð è ðåáåð íà ãðàíè.

(d) Òî æå ñ çàìåíîé òðåóãîëüíèêà íà òåòðàýäð.

3.6. Ê òåîðåìàì Áðàóýðà è Áîðñóêà�Óëàìà

3.6.1. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåìû Áðàóýðà 3.1.4 êàæ-

äîìó èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé, à òàêæå òåîðåìàì 3.3.1 (
) è

3.4.5 (b).

(Re) Íåñìèíàåìîñòü áàðàáàíà íà åãî îáîä. Íå ñóùåñòâóåò

îòîáðàæåíèÿ êðóãà â åãî ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü, òîæäåñòâåííî-

ãî íà ýòîé îêðóæíîñòè, ò. å. îòîáðàæåíèÿ f : D2 → S1
, äëÿ êî-

òîðîãî f(x) = x ïðè ëþáîì x ∈ S1
.

(Sp) Ëåììà Øïåðíåðà. Äàíà òðèàíãóëÿöèÿ òðåóãîëüíèêà,

âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ÷èñëàìè 0, 1 è 2. Âåðøèíû òðèàíãó-

ëÿöèè ïîìåòèëè ÷èñëàìè 0, 1 è 2 òàê, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà òðè-

àíãóëÿöèè íà ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ïîìå÷åíà îäíîé èç
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ïîìåòîê âåðøèí ýòîé ñòîðîíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê

òðèàíãóëÿöèè, ïîìå÷åííûé ÷èñëàìè 0, 1, 2.

Ïîäñêàçêè. (Sp)⇒(Re) Ïðè íàëè÷èè ðåòðàêöèè r : ∆2→ ∂∆2 ïî-

ñòàâüòå â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíå x òðèàíãóëÿöèè îäíó èç âåðøèí

òðåóãîëüíèêà ∆2, áëèæàéøèõ ê r(x).
A simple proof of (Re) is presented in �3.11.

3.6.2. Îòîáðàæåíèå f : Sn → S1
íàçûâàåòñÿ íå÷åòíûì, åñëè

f(−x) =−f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Sn. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü òåî-
ðåìû Áîðñóêà�Óëàìà 3.1.5 êàæäîìó èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

(a) Ëåììà Òàêåðà. Äàíà òðèàíãóëÿöèÿ ïðàâèëüíîãî øåñòè-

óãîëüíèêà. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè, ëåæàùåé íà åãî

êîíòóðå, òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî öåíòðà øåñòè-

óãîëüíèêà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé òðèàíãóëÿöèè. Â êàæäîé

âåðøèíå òðèàíãóëÿöèè ñòîèò îäíî èç ÷èñåë ±1, ±2. Â ëþáûõ

äâóõ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ âåðøèíàõ êîíòóðà øåñòèóãîëü-

íèêà ñòîÿò ïðîòèâîïîëîæíûå ÷èñëà. Òîãäà èìååòñÿ ðåáðî òðè-

àíãóëÿöèè, â êîíöàõ êîòîðîãî ñòîÿò ïðîòèâîïîëîæíûå ÷èñëà.

(b) Íèêàêîå íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå S1→ S1
íå ïðîäîëæàåòñÿ íà

êðóã D2
.

(
) Íå ñóùåñòâóåò íå÷åòíîãî îòîáðàæåíèÿ S2→ S1
.

(d) Åñëè ñ�åðà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåõ çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ, òî îäíî èç íèõ ñîäåðæèò äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå

òî÷êè.

3.7. �îìîòîïíîñòü íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

�îìîòîïíîñòü îòîáðàæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ãîìîòîï-

íîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé. Äâà îòîáðàæåíèÿ f, g : N → Y ìåæäó ïîä-

ìíîæåñòâàìè N ⊂ Rm è Y ⊂ Rn íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ht : N → Y îòîáðàæåíèé, íåïðåðûâíî çàâèñÿ-

ùåå îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1], äëÿ êîòîðîãî h0 = f è h1 = g. Íåïðåðûâ-
íàÿ çàâèñèìîñòü îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîá-

ðàæåíèÿ H : N × [0, 1]→ Y . Òàêîå ñåìåéñòâî è òàêîå îòîáðàæåíèå

íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïèåé.

Äëÿ ãîìîòîïíîñòè îòîáðàæåíèé ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà, àíàëî-

ãè÷íûå ñâîéñòâàì ãîìîòîïíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé. Íàïðèìåð, ãî-

ìîòîïíîñòü îòîáðàæåíèé � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
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3.7.1. Ëþáûå äâà îòîáðàæåíèÿ

(a) R→ S1
; (b) D2→ S1

; (
) S1→ R; (d) S1→D2

ãîìîòîïíû.

3.7.2. (a) Ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå f : [0, 1]→ S1
è ãîìîòîïèÿ

îòîáðàæåíèÿ f |(0,1], íå ïðîäîëæàåìàÿ äî ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèÿ f .
(b) Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : [0, 1] → S1

ëþáàÿ ãîìîòîïèÿ

îòîáðàæåíèÿ f |{0,1} ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîé ãîìîòîïèè îòîá-

ðàæåíèÿ f .
(
) Òî æå ñ çàìåíîé ([0, 1], {0, 1}) íà (D2, S1).
(d) Òåîðåìà Áîðñóêà î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè. Äëÿ ëþ-

áûõ ïîäãðà�à G ãðà�à N è îòîáðàæåíèÿ f : N → S1
ëþáàÿ ãîìî-

òîïèÿ îòîáðàæåíèÿ f |G ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîé ãîìîòîïèè

îòîáðàæåíèÿ f .
(e) Äëÿ ëþáûõ äâóõ îòîáðàæåíèé A→ S1

êîëüöà A ëþáàÿ ãî-

ìîòîïèÿ ìåæäó èõ ñóæåíèÿìè íà îäíó èç êðàåâûõ îêðóæíîñòåé

êîëüöà ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîòîïèè ìåæäó èñõîäíûìè îòîáðàæåíè-

ÿìè.

3.8. ×èñëî îáîðîòîâ âåêòîðà

Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, ñòåïåíüþ íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v íà
îêðóæíîñòè S1

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî îáîðîòîâ (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-

êè) âåêòîðà v(x) ïðè îäíîêðàòíîì îáõîäå òî÷êîé x îêðóæíîñòè S1

(ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Ïðèâåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ, àíàëîãè÷íîå ï.

3.2. Îòîáðàæåíèå S1 → S1
, ñîîòâåòñòâóþùåå åäèíè÷íîìó âåêòîð-

íîìó ïîëþ v, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò öå-

ëîå m > 0, äëÿ êîòîðîãî |v(x) − v(y)| < 2 ïðè ëþáûõ ðàçáèåíèÿõ

îêðóæíîñòè íà m ðàâíûõ äóã è òî÷åê x, y îäíîé äóãè. Îáîçíà÷èì

Ak := v(e2πik/m) è O = (0, 0) ∈ R2
. Îïðåäåëèì ñòåïåíü deg v �îð-

ìóëîé

2π deg v := ∠A1OA2 + ∠A2OA3 + . . .+ ∠Am−1OAm + ∠AmOA1

(ñì. îïðåäåëåíèå îðèåíòðîâàííîãî óãëà â ï. 3.2). Àíàëîãè÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ ñòåïåíü íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà îêðóæíîñòè èëè

îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â ñåáÿ.
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Çàìå÷àíèå. Èìååì

deg v =

2π∫

0

dv(u) := lim
max(uk+1−uk)→0

{ m∑

k=1

∆k : 0 = u0 < u1 < . . . < um = 2π

}
,

ãäå ∆k ∈ (−1/2, 1/2) ïðè uk − uk−1 < 1/m îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

èç óñëîâèÿ v(eiuk) = v(eiuk−1)e2πi∆k
.

Íóæíî äîêàçàòü îñìûñëåííîñòü è êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ

ñòåïåíè, ò. å. òî, ÷òî deg v äåéñòâèòåëüíî öåëîå ÷èñëî, íå çàâèñÿ-

ùåå îò âûáîðà ÷èñëà m. Êîððåêòíîñòü ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó íåçàâèñèìîñòè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îò âûáîðà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé èç åãî îïðåäåëåíèÿ. Áîëåå óäîáíûé

ñïîñîá � çàäà÷è 3.9.1 (
, d). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ 3.8.1 (a, b, 
)

äîêàæèòå â ïðåäïîëîæåíèè êîððåêòíîñòè.

3.8.1. (a) Íàéäèòå ñòåïåíü ñòàíäàðòíîé n-íàìîòêè wn, ò. å. îòîá-
ðàæåíèÿ S1→ S1

(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âåêòîðíîãî ïîëÿ íà S1
),

çàäàííîãî �îðìóëîé

wn(z) = zn.

(b) Åñëè u è v �íåíóëåâûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà îêðóæíîñòè S1

è äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ S1
âåêòîðû u(z) è v(z) ñèììåòðè÷íû îòíî-

ñèòåëüíî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè â òî÷êå z, òî deg u+ deg v = 2.
(
) Ñòåïåíü ëþáîãî íå÷åòíîãî îòîáðàæåíèÿ S1→ S1

íå÷åòíà.

3.9. Ïîäíÿòèÿ è èõ ïðèìåíåíèÿ

Íàì ïîíàäîáèòñÿ íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè îò âåêòîð-

íîãî ïîëÿ (òî÷íåå, íåçàâèñèìîñòü îò åãî ãîìîòîïèè). Åå óäîáíî äî-

êàçàòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòåïåíè.

Ïîäíÿòèåì (èëè óãëîâîé �óíêöèåé) îòîáðàæåíèÿ s : N → S1

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå s̃ : N → R, äëÿ êîòîðîãî eis̃ = s. Ñì. ðèñ. 3.9.1.

3.9.1. (a) Íàéäèòå âñå ïîäíÿòèÿ ïóòè (ò. å. îòîáðàæåíèÿ îòðåç-

êà) s : [0, 2π]→ S1
, s(t) = eit.

(b) Íàéäèòå âñå ïîäíÿòèÿ êîìïîçèöèè ïóòè s èç ï. (a) è ñòàí-

äàðòíîé n-íàìîòêè wn.
(
) Ïî åäèíè÷íîìó âåêòîðíîìó ïîëþ v íà îêðóæíîñòè îïðåäå-

ëèì ïóòü sv : [0, 1]→ S1
�îðìóëîé sv(t) = v(e2πit). Åñëè s̃v �ïîäíÿ-

òèå ïóòè sv, òî deg v =
s̃v(1)− s̃v(0)

2π
.



100 � 3. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè

�èñ. 3.9.1. Ïîäíÿòèå

(d) Ïîäíÿòèå åäèíñòâåííî, ò. å. åñëè s̃, s̃′ : [0, 1]→ R�äâà ïîäíÿ-

òèÿ îäíîãî è òîãî æå ïóòè [0, 1]→ S1
, ïðè÷åì s̃(0) = s̃′(0), òî s̃= s̃′.

3.9.2. (a) Ëåììà î ïîäíÿòèè ïóòè. Ëþáîé ïóòü s : [0, 1]→ S1

èìååò ïîäíÿòèå s̃ : [0, 1]→ R.
(a

′
) Åñëè s : [0, 1]→ S1

�ïóòü, îáðàç êîòîðîãî íå ñîäåðæèò òî÷-

êè z0 ∈ S1
, x̃ ∈ R è eix̃ = s(0), òî ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå s̃ : [0, 1]→ R

ïóòè s, äëÿ êîòîðîãî s̃(0) = x̃.
(a

′′
) Òî æå áåç óñëîâèÿ íà îáðàç ïóòè.

(b) Ëåììà î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè. Ëþáîå îòîáðàæåíèå

H : [0, 1]2→ S1
èìååò ïîäíÿòèå. (Íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ïðè-

ìåíåíèÿõ îòîáðàæåíèå H ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ãîìîòîïèè.)

(b

′
) Åñëè H : [0, 1]2→ S1

� îòîáðàæåíèå è s̃ : [0, 1]→ R�ïîäíÿ-

òèå îòîáðàæåíèÿ H|0×[0,1], òî ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå H̃ : [0, 1]2 → R
îòîáðàæåíèÿ H, äëÿ êîòîðîãî H̃(0, t) = s̃(t) ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1].

(
) Ñòåïåíè ãîìîòîïíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà îêðóæ-

íîñòè ðàâíû.

(d) Ñòàíäàðòíàÿ n-íàìîòêà wn íå ãîìîòîïíà wm ïðè m 6= n.
(e) Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå S1→ S1

, íå èìåþùåå ïîäíÿòèÿ.
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Ëåììà î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè íàçûâàåòñÿ òàêæå ëåììîé î íà-

êðûâàþùåé ãîìîòîïèè. Îíà ñïðàâåäëèâà ñ çàìåíîé îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ [0, 1] íà ëþáîå òåëî ãèïåðãðà�à; äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî;
ïðèìåíåíèå îáîáùåíèÿ ñì. íàïðèìåð, â çàäà÷å 8.10.7.

3.9.3. (a) Íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå íà îêðóæíîñòè íå ïðî-

äîëæàåòñÿ íà êðóã, åñëè ÷èñëî îáîðîòîâ âåêòîðà ïðè îáõîäå ýòîé

îêðóæíîñòè (òî÷íåå, ñòåïåíü) íå ðàâíî íóëþ.

(b) Åñëè u è v �íåíóëåâûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà îêðóæíîñòè S1
,

ïðè÷åì |u(x)|> |v(x)| äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ S1
, òî deg u= deg(u+ v).

(
) Íàéäèòå ñòåïåíü âåêòîðíîãî ïîëÿ v(z) := 9z3 − 2z2 + z − 1.

�èñ. 3.9.2. Êðóã (äèñê) ñ äûðêàìè

3.9.4. (a) Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êîëüöå ñòå-

ïåíè åãî ñóæåíèé íà äâå ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè êîëüöà ðàâíû.

(Íàïîìíèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ñòåïåíè èñïîëüçóþòñÿ îðèåí-

òàöèè îêðóæíîñòåé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.)

(b) Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êðóãå ñ äûðêàìè

(ðèñ. 3.9.2) ñòåïåíü åãî ñóæåíèÿ íà âíåøíþþ ãðàíè÷íóþ îêðóæ-

íîñòü ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé åãî ñóæåíèé íà âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå

îêðóæíîñòè.

3.9.5. (a) Ëþáûå äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íà äèñêå D2
,

ñîâïàäàþùèå íà åãî ãðàíèöå, ãîìîòîïíû íåïîäâèæíî íà ãðàíèöå,

ò. å. ãîìîòîïíû òàê, ÷òî vt(x) = v0(x) äëÿ ëþáûõ x ∈ S1
è t ∈ [0, 1].

(b) Ëþáîå îòîáðàæåíèå S2→ S1
ïðîäîëæàåòñÿ íà øàð.

Hint to 3.9.5. (a) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ñ çàìåíîé

ïîëåé íà îòîáðàæåíèÿ â S1
. Ïî ëåììå î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè ñóùå-

ñòâóþò ïîäíÿòèÿ äàííûõ îòîáðàæåíèé. Ýòè ïîäíÿòèÿ ìîæíî âçÿòü

ñîâïàäàþùèìè â îäíîé òî÷êå ãðàíèöû ∂D2
. Òîãäà îíè ñîâïàäàþò

íà âñåé ãðàíèöå. Òîãäà îíè ãîìîòîïíû íåïîäâèæíî íà ãðàíèöå.
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(b) Àíàëîãè÷íî ï. (a). Ïðåäñòàâüòå îòîáðàæåíèå S2→ S1
â âè-

äå êîìïîçèöèè D2 → S2 → S1
. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ó ëþáîãî

îòîáðàæåíèÿ f : S2 → S1
ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå, ò. å. îòîáðàæåíèå

f̃ : S2→ R, äëÿ êîòîðîãî f(x) = eif̃(x) ïðè ëþáîì x ∈ S2
.

3.10. �îìîòîïè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

3.10.1. (a) Ëþáîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ñòåïåíè n íà îêðóæ-
íîñòè ãîìîòîïíî wn.

(b) Ëþáûå äâà íåíóëåâûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íà îêðóæíîñòè ðàâ-

íûõ ñòåïåíåé ãîìîòîïíû.

(
)Òåîðåìà ïðîäîëæàåìîñòè.Íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå ïðî-

äîëæàåòñÿ ñ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè êðóãà íà êðóã òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ÷èñëî îáîðîòîâ âåêòîðà ïðè îáõîäå ýòîé îêðóæíîñòè

(òî÷íåå, ñòåïåíü) ðàâíî íóëþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç VN (R2) ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé íà ïîäìíîæåñòâå N ïëîñêîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïíîñòè

â êëàññå åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (ò. å. ñ òî÷íîñòüþ äî íåïðå-

ðûâíîé äå�îðìàöèè, â ïðîöåññå êîòîðîé âåêòîðíîå ïîëå îñòàåòñÿ

åäèíè÷íûì). ¾Íîðìèðîâêà¿ îïðåäåëÿåò áèåêöèþ (ò. å. âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå) ìåæäó VN (R2) è ìíîæåñòâîì íåíóëåâûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé íà N ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïíîñòè (çàäà÷à 3.4.7).

Ìíîæåñòâî VN (R2) òàêæå áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó îòîá-
ðàæåíèé N → S1

ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïíîñòè.

Òåîðåìà 3.10.2 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà òîïîëîãèè). Ëþáîå åäèíè÷-

íîå âåêòîðíîå ïîëå v íà îêðóæíîñòè ãîìîòîïíî ñòàíäàðòíîé

deg v-íàìîòêå, è åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ ðàçíûõ ñòåïåíåé íà

îêðóæíîñòè íå ãîìîòîïíû.

Ëþáîå îòîáðàæåíèå f : S1→ S1
ãîìîòîïíî ñòàíäàðòíîé deg f -íà-

ìîòêå, è îòîáðàæåíèÿ S1→ S1
ðàçíûõ ñòåïåíåé íå ãîìîòîïíû.

Èíûìè ñëîâàìè, ñòåïåíü deg: VS1(R2)→ Z ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé,

ïåðåâîäÿùåé êëàññ d-êðàòíîé íàìîòêè â ÷èñëî d.

Ýòîò ðåçóëüòàò íàçâàí îñíîâíîé òåîðåìîé òîïîëîãèè ïî àíàëî-

ãèè ñ îñíîâíîé òåîðåìîé àëãåáðû (èç íåãî îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåá-

ðû è âûòåêàåò). Ñóòü äåëà, êîíå÷íî, ëó÷øå îòðàæàëè áû íàçâàíèÿ

¾îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû ïîëèíîìîâ¿ è ¾îñíîâíàÿ òåîðåìà îäíî-
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ìåðíîé òîïîëîãèè¿, íî ýòè íàçâàíèÿ íå èñïîëüçóþòñÿ. Îáîáùåíèÿ

ñì. â � 8.

3.10.3. (a) Ïóñòü N �íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå èëè áóêåò k çà-

ìêíóòûõ ëîìàíûõ (ðèñ. 1.2.1). Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî íàïðàâëå-

íèå íà êàæäîé èç ýòèõ ëîìàíûõ. Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v íà N
ïîñòàâèì íà êàæäîé èç ýòèõ ëîìàíûõ ñòåïåíü ñóæåíèÿ ïîëÿ v íà

íåå. Ïîëó÷åííóþ ðàññòàíîâêó k öåëûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì deg v. Òîãäà
deg îïðåäåëÿåò áèåêöèþ VN (R2)→ Zk.

(b) Äëÿ ïëîñêîãî ãðà�àN ïîñòðîéòå áèåêöèþ VN (R2)→ ZE−V+C =
= ZF−1

. Çäåñü è â ï. (
) èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ èç ï. 1.2, 1.3; ÷å-

ðåç E, V , C è F îáîçíà÷àþòñÿ êîëè÷åñòâà ðåáåð, âåðøèí, êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè è ãðàíåé ãðà�à.

(
) Äëÿ ãðà�à N (íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêîãî) ïîñòðîéòå áèåêöèþ

ìåæäó ìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèé N → S1
ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîï-

íîñòè è ZE−V+C
.

3.10.4. Îïèøèòå VN (R2) äëÿ êðóãa N ñ n äûðêàìè.

Çäåñü ¾îïèñàòü¿ îçíà÷àåò ïîñòðîèòü ¾åñòåñòâåííóþ¿ áèåêöèþ

ìåæäó VN (R2) è íåêîòîðûì ¾èçâåñòíûì¿ ìíîæåñòâîì. ¾Èçâåñò-

íîñòü¿ ìíîæåñòâà îçíà÷àåò êàê ìèíèìóì îïèñàíèå êîëè÷åñòâà åãî

ýëåìåíòîâ, à êàê ìàêñèìóì � íàëè÷èå ¾åñòåñòâåííûõ¿ îïåðàöèé íà

ìíîæåñòâå è íà VN (R2), ñîõðàíÿåìûõ ñîîòâåòñòâèåì.
Ïîëåì íàïðàâëåíèé íà ïîäìíîæåñòâå N ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ

ñåìåéñòâî ïðÿìûõ l(x) â òî÷êàõ x ∈ N , íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò

òî÷êè x. Ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñâÿçàíû ñ ëîðåíöåâûìè ìåòðèêàìè,

âîçíèêàþùèìè â �èçèêå [Ko01℄. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó îïðå-

äåëÿåòñÿ ãîìîòîïíîñòü ïîëåé íàïðàâëåíèé è êëàññè�èöèðóþòñÿ

ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïíîñòè íà îêðóæíîñòè

â ïëîñêîñòè.

3.11. Êóñî÷íî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è àïïðîêñèìàöèè

Ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ïîëåçíû äëÿ òåîðåì 3.1.4,

3.1.8, 3.1.9, 3.6.1 (è äëÿ ìíîãîãî äðóãîãî).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆2 âûïóêëóþ îáîëî÷êó òðåõ òî÷åê íà ïëîñêî-

ñòè, íå ëåæàùèõ íà ïðÿìîé. Îòîáðàæåíèå f : ∆2→ Rd íàçûâàåòñÿ
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ëèíåéíûì, åñëè

f(λx+ (1− λ)y) = λf(x) + (1− λ)f(y)

äëÿ ëþáûõ λ ∈ [0, 1], x, y ∈∆2. Òðèàíãóëÿöèåé ïîäìíîæåñòâà X
ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð òðåóãîëüíèêîâ è îòðåçêîâ,

îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî X, è ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ïåðåñåêà-

þòñÿ ëèáî ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, ëèáî ïî îáùåé âåðøèíå, ëèáî ïî

îáùåìó ðåáðó. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ïëîñêîñòè, èìåþùåãî òðèàíãó-

ëÿöèþ, îòîáðàæåíèå f : X → Rd íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì,
åñëè ëèíåéíî ñóæåíèå f íà êàæäûé òðåóãîëüíè÷åê è íà êàæäûé

îòðåçî÷åê íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè ïîäìíîæåñòâà X.
Ýòè îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî îáîáùàþòñÿ íà òåòðàýäð ∆3, íà ïðî-

èçâîëüíûé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆n (ñì. îïðåäåëåíèå â ï. 5.1) è íà

ïîäìíîæåñòâî X ïðîñòðàíñòâà Rd.
3.11.1. (a) Åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : ∆2→ R2

ëèíåéíû è ñîâïàäà-

þò íà ìíîæåñòâå âåðøèí, òî îíè ðàâíû.

(b) Ëþáîå êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∆2→ R2
íåïðåðûâíî.

(
, d) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè óòâåðæäåíèé (a), (b)

äëÿ îòîáðàæåíèé ∆n→ Rd.
3.11.2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé [0, 1]→ [0, 1] ÿâëÿþò-

ñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûìè:

(a) ïîñòîÿííîå; (b) îòîáðàæåíèå, çàäàííîå �îðìóëîé x 7→ x2;
(
) êîìïîçèöèÿ âêëþ÷åíèÿ â îñü Ox è öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè èç

òî÷êè (2,−1) íà îñü Oy?
3.11.3. Ïðîâåäåì ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêå ∆2. Îáîçíà÷èì

÷åðåç X îáúåäèíåíèå òðåõ ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ

ê âåðøèíàì.

(a) Ïîñòðîéòå êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå X→ ∂∆2, òîæäå-

ñòâåííîå íà ∂∆2.

(b) Ëþáîå îòîáðàæåíèå ∆2 → ∂∆2 ïðèáëèæàåòñÿ êóñî÷íî ëè-

íåéíûì îòîáðàæåíèåì ∆2→X, ò. å. äëÿ ëþáûõ ε > 0 è îòîáðàæå-

íèÿ f : ∆2→ ∂∆2 ñóùåñòâóåò òàêîå êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

g : ∆2→X, ÷òî |f(x)− g(x)| < ε äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈∆2.

(ñ) Â ï. (b) åñëè f òîæäåñòâåííî íà ∂∆2, òî è g ìîæíî âçÿòü

òîæäåñòâåííûì íà ∂∆2.
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(d) Ëþáîå îòîáðàæåíèå ∆2 → ∂∆2 ïðèáëèæàåòñÿ êóñî÷íî ëè-

íåéíûì îòîáðàæåíèåì ∆2→ ∂∆2.

(e) Ëþáîå îòîáðàæåíèå ∆2→ ∂∆2, òîæäåñòâåííîå íà ∂∆2, ïðè-

áëèæàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ∆2 → ∂∆2, òîæäå-

ñòâåííûì íà ∂∆2.

Sket
h of a proof of 3.6.1.(Re). (This is a PL version, presumably

known before 1963, of the Hirs
h 1963 proof [Wa68℄, whi
h used

smooth approximation.) Assume to the 
ontrary that r : ∆2→ ∂∆2 is

a retra
tion. By Assertion 3.11.3.e we may assume that r is a PL map.

Take a triangulation of ∆2 su
h that r is linear on every simplex of the
triangulation. Take any point y ∈ ∂∆2 that is not r-image of a vertex
of the triangulation (a `regular value' of r). Then r−1(y) is a union of

�nitely many pairwise disjoint (
losed and non-
losed) polygonal lines

whose only end point is y (prove!). A 
ontradi
tion.

ßñíî, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå S1→ S2
, îáðàç êîòîðîãî íå ñîâïà-

äàåò ñ S2
, ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó (ñð. ñ òåîðåìîé 3.1.9 (a)).

Îäíàêî ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ S1→ S2
, îáðàç êîòîðûõ ñîâïàäà-

åò ñ S2
(ñì. çàäà÷ó 3.5.3 (
)).

3.11.4. (a) Íèêàêîå êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∂∆2→ ∂∆3

íå ñþðúåêòèâíî.

(b) Âîçüìåì n-ñèìïëåêñ ∆n ⊂ Rn, ñîäåðæàùèé âíóòðè íà÷à-

ëî êîîðäèíàò O. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn−1 : S
n−1 → ∂∆n öåíòðàëü-

íóþ ïðîåêöèþ ñ öåíòðîì â O, ò. å. îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñî-

îòâåòñòâèå òî÷êå x ∈ Sn−1
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ ∂∆n ëó÷à ñ íà÷à-

ëîì â O, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó x. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
f, g : S1→ S2

ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèÿ

p2fp
−1
1 , p2gp

−1
1 : ∂∆2→ ∂∆3 ãîìîòîïíû.

(
) Ëþáîå îòîáðàæåíèå ∂∆2→ ∂∆3 ïðèáëèæàåòñÿ êóñî÷íî ëè-

íåéíûì.

(d) Ëþáûå äâà äîñòàòî÷íî áëèçêèõ îòîáðàæåíèÿ ∂∆2→ ∂∆3 ãî-

ìîòîïíû.

(e) Ëþáîå îòîáðàæåíèå ∂∆2 → ∂∆3 ãîìîòîïíî êóñî÷íî ëèíåé-

íîìó.

3.11.5. (a) (Ïîéìàé ðûáêó â ñåòü!) Åñëè f : ∆2 → R2
�êóñî÷-

íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, è ÷èñëî îáîðîòîâ ëîìàíîé f |∂∆2 âîêðóã

òî÷êè O 6∈ f(∂∆2) íåíóëåâîå, òî O ∈ f(∆2).
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ïîâåðõíîñòÿõ

4.1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è êëàññè�èêàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé

è èõ íàáîðîâ (âìåñòå ñ áëèçêîé ïðîáëåìîé î ãîìîòîïè÷åñêîé êëàñ-

ñè�èêàöèè îòîáðàæåíèé) îïðåäåëÿþò ëèöî òåîðèè ïðåïÿòñòâèé. Åå

ìåòîäû ìîæíî ïðèìåíÿòü êî ìíîãèì äðóãèì çàäà÷àì (ñì., íàïðè-

ìåð, äðóãèå ïàðàãðà�û ýòîé êíèãè è [Sk℄).

Â ýòîì ïàðàãðà�å íàìå÷åíû äîêàçàòåëüñòâà êðàñèâûõ òåîðåì,

ñ�îðìóëèðîâàííûõ â ï. 4.1, è áîëåå ñëîæíûõ òåîðåì 4.6.2, 4.10.3 (a).

�àññòîÿíèåì ìåæäó êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè

#      –

AA1 è
#       –

BB1 ê ñ�å-

ðå S2
â òî÷êàõ A, B ∈ S2

íàçûâàåòñÿ | #    –

AB|+ | #         –

A1B1|. Ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ýòîãî ïîíÿòèÿ ðàññòîÿíèÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ èç S2

â ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê S2
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî ï. 3.1. Êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì íà ïîäìíîæåñòâå

ñ�åðû S2
íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî êàñàòåëüíûõ ê íåé âåêòîðîâ v(x)

â åãî òî÷êàõ x, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò òî÷êè x.

�èñ. 4.1.1. Êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ñ�åðå

Â êàæäîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ïîâåðõíîñòåé èìååòñÿ

êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü. Ïîýòîìó ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ íà íèõ ââîäèòñÿ äîñëîâíî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ�åðû.
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Òåîðåìà 4.1.1. (a) (Î åæå) Íà ñòàíäàðíîé ñ�åðå íå ñóùåñòâó-

åò íåíóëåâîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

(b) Ñðåäè ñ�åð ñ ðó÷êàìè òîëüêî òîð èìååò íåíóëåâîå êàñà-

òåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Part (a) is illustrated by examples and proved in �4.2. Ïóíêò (b) �

÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ýéëåðà�Ïóàíêàðå 4.6.2. Îí ñëåäóåò èç íåå

è óòâåðæäåíèÿ 5.5.3 (i).

�îìîòîïíîñòü åäèíè÷íûõ (èëè íåíóëåâûõ) êàñàòåëüíûõ âåê-

òîðíûõ ïîëåé íà ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ïîâåðõíîñòÿõ îïðåäåëÿ-

åòñÿ äîñëîâíî òàê æå, êàê è íà ïëîñêîñòè (ï. 3.4). Äëÿ ïðèëîæå-

íèé âàæíî óìåòü îïèñûâàòü ìíîæåñòâî V (N) åäèíè÷íûõ êàñàòåëü-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïíîñòè íà ïîâåðõ-

íîñòè N . Âñòðå÷àþòñÿ è áîëåå ñëîæíûå ïðîáëåìû, äëÿ ðåøåíèÿ

êîòîðûõ ïîëåçíî ñíà÷àëà íàó÷èòüñÿ îïèñûâàòü ìíîæåñòâî V (N).
Ïî ïîâîäó ñëîâà ¾îïèñûâàòü¿ ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå çàäà÷è 3.10.4.

Òåîðåìà 4.1.2 (î êëàññè�èêàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé). (a) Îòîá-

ðàæåíèå Dp ×Dm : V (T 2)→ Z× Z, îïðåäåëåííîå â ï. 4.3, ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì.

(b) Ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà êëàññà ãîìîòîïíîñòè åäèíè÷íûõ êà-

ñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ëåíòå Ì¼áèóñà.

Èäåè äîêàçàòåëüñòâ ïðèâåäåíû â ï. 4.3 è 4.4. Äëÿ ï. (a) ê ðåøå-

íèþ çàäà÷è 4.3.2 (a) íóæíî äîáàâèòü èñïîëüçîâàíèå òåîðåì î ïðî-

äîëæåíèè ãîìîòîïèè è î ãîìîòîïíîñòè (çàäà÷è 3.7.2 (
) è 3.9.5 (a)).

4.2. Âåêòîðíûå ïîëÿ è ãîìîòîïèè äëÿ ñ�åðû

4.2.1. Ïîñòðîéòå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ñ�åðå S2
, ó êî-

òîðîãî âåêòîð íóëåâîé òîëüêî

(a) â äâóõ òî÷êàõ; (b) â îäíîé òî÷êå.

Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î åæå 4.1.1 (a). Ïî âåêòîðíî-

ìó ïîëþ íà âåðõíåé ïîëóñ�åðå D2
+ ïîñòðîèì âåêòîðíîå ïîëå u+ íà

äèñêå D2
ïðè ïîìîùè öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè D2

+ → D2
èç òî÷êè

(−1, 0, 0). Àíàëîãè÷íî ïî âåêòîðíîìó ïîëþ íà íèæíåé ïîëóñ�åðå

D2
− ïîñòðîèì âåêòîðíîå ïîëå u− íà äèñêå D2

ïðè ïîìîùè öåíòðàëü-

íîé ïðîåêöèè D2
−→D2

èç òî÷êè (1, 0, 0).
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4.2.2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ S1
âåêòîðû u+(z) è u−(z) ñèì-

ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè S1
â òî÷êå z.

(�èñ. 4.2.1; ýòîò ðèñóíîê � èëëþñòðàöèÿ, íî íå îáîñíîâàíèå. Ïîäó-

ìàéòå, ïî÷åìó âìåñòî ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé

äàëåå äîñòàòî÷íî íåñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî íîðìàëè.)

�èñ. 4.2.1. Âåêòîðíîå ïîëå íà ýêâàòîðå ñ òî÷åê çðåíèÿ Áåëîãî

Ìåäâåäÿ è Ïèíãâèíà

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î åæå 4.1.1 (a). Ïî óòâåð-

æäåíèþ 3.8.1.b deg u+ + deg u− = 2. Ïîýòîìó ëèáî deg u+ 6= 0, ëèáî
deg u− 6= 0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì 3.9.3.a. QED

Èäåÿ äðóãîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î åæå 4.1.1 (a) ïðèâåäåíà

â [Pr15, � 7℄.

4.2.3. Ëþáûå äâà íåíóëåâûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íà

âåðõíåé ïîëóñ�åðå D2
+ := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, z > 0}

ãîìîòîïíû.

4.2.4. Îïèøèòå V (N) äëÿ

(a) ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1,−1

2
6 z 6 1

2

}
;

(b) áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.

Åäèíè÷íûì íîðìàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì íà îêðóæíîñòè S1

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ê íåé

(ò. å. ê êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê S1
) åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ v(x) â òî÷-

êàõ x îêðóæíîñòè, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò òî÷êè x ∈ S1
.

Ïîíÿòèå ãîìîòîïíîñòè åäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé ââîäèòñÿ äîñëîâíî òàê æå, êàê è äëÿ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé.
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Áóäåì íàçûâàòü åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ïðîñòî

íîðìàëüíûì ïîëåì.

4.2.5. (a) Ïîñòðîéòå íîðìàëüíîå ïîëå íà îêðóæíîñòè S1
.

(b) Ïîñòðîéòå íîðìàëüíîå ïîëå íà îêðóæíîñòè S1
, íå ãîìîòîï-

íîå óæå ïîñòðîåííîìó.

(
) Îïèøèòå íîðìàëüíûå ïîëÿ íà îêðóæíîñòè S1
ñ òî÷íîñòüþ

äî ãîìîòîïíîñòè.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðà�å ìîæíî ëèáî ñ÷èòàòü, ÷òî m = 4 (äà-

æå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèâîäèìûå �àêòû èíòåðåñíû), ëèáî ïðîïóñ-

êàòü òîò ìàòåðèàë, â êîòîðîì óïîìèíàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Rm (ëè-

áî âîñïðèíèìàòü çàäà÷è áóêâàëüíî, åñëè âû íå áîèòåñü ðàáîòàòü

ñ ïðîñòðàíñòâîì Rm). Òàê êàê Rm = R2 × Rm−2 ⊃ R2 × 0, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü S1

êàê ïîäìíîæåñòâî â Rm ïðè m> 2. Íîðìàëüíûå
ïîëÿ íà S1 ⊂ Rm îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

4.2.6. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó êëàññàìè ãîìîòîïíîñòè íîð-

ìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà S1 ⊂ R4
è êëàññàìè ãîìîòîïíîñòè

îòîáðàæåíèé S1→ S2
. (Ñð. ñ òåîðåìîé 3.1.9 (a).)

Åäèíè÷íûì íîðìàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì íà ñ�åðå S2 ⊂ R3

íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî åäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ ê íåé (ò. å. ê êàñà-

òåëüíîé ïëîñêîñòè ê S2
) âåêòîðîâ v(x) â òî÷êàõ x ∈ S2

, íåïðåðûâíî

çàâèñÿùèõ îò òî÷êè x ∈ S2
. Ïðèìåð: v(x) := x. Íîðìàëüíûå ïîëÿ íà

ñ�åðå S2 ⊂Rm îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

4.2.7. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó êëàññàìè ãîìîòîïíîñòè íîð-

ìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà S2 ⊂ R4
è êëàññàìè ãîìîòîïíîñòè

îòîáðàæåíèé S2→ S1
. (Ñð. ñ òåîðåìîé 3.1.9 (b).)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.2.2 (ïðåäëîæåíî Ò. �àðàåâûì).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω îðèåíòèðîâàííóþ áîëüøóþ îêðóæíîñòü íà ñ�å-

ðå, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó z è êàñàþùóþñÿ â z äàííîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ íà ñ�åðå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω+ è ω− åå îðèåíòèðîâàííûå

îáðàçû ïðè öåíòðàëüíûõ ïðîåêöèÿõ èç òî÷åê (−1, 0, 0) è (1, 0, 0),
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ω+ è ω− ïðîõîäÿò ÷åðåç z, ïðè÷åì êàñàòåëü-

íûå âåêòîðû ê íèì ñîâïàäàþò ñ u+(z) è ñ u−(z) è íàõîäÿòñÿ ïî

îäíó ñòîðîíó îò íîðìàëè. Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç z è −z, îáðàçû ω+ è ω− ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà

ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå 4.2.2.
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Óêàçàíèå ê çàäà÷å 4.2.3. Ïðè ïîìîùè öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè

D2
+→D2

èç òî÷êè (0, 0,−1) ïîñòðîéòå áèåêöèþ V (D2
+)→ V (D2).

Answer to 4.2.4 (a,b), 4.2.5 (
), 4.5.7. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ

ìíîæåñòâî èñêîìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè)

íàõîäèòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì Z.

4.3. Êëàññè�èêàöèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé íà òîðå

Áóäåì íàçûâàòü åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ïðîñòî

ïîëåì (êðîìå ï. 4.8).

Ïðèìåðû ïîëåé íà òîðå � ¾ïàðàëëåëüíîå¿ è ¾ìåðèäèîíàëüíîå¿

(ðèñ. 4.3.1).

�èñ. 4.3.1. ¾Ïàðàëëåëüíîå¿ è ¾ìåðèäèîíàëüíîå¿ êàñàòåëüíûå

âåêòîðíûå ïîëÿ íà òîðå

4.3.1. (a) Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå òîðà.

(b) Ïðèâåäèòå ïîñòðîåíèå ¾ïàðàëëåëüíîãî¿ ïîëÿ íà òîðå (ïî

îïðåäåëåíèþ ïîëÿ).

(
) ¾Ïàðàëëåëüíîå¿ ïîëå íà òîðå ãîìîòîïíî ¾ìåðèäèîíàëü-

íîìó¿.

(d) Ëþáîå ïîëå v íà òîðå ãîìîòîïíî ïîëþ −v.
(e, f) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã çàäà÷è 3.4.7 äëÿ òîðà.

(g) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåãîìîòîïíûõ ïîëåé íà òîðå.

Äîêàçàòü íåãîìîòîïíîñòü ïîëåé íà òîðå õî÷åòñÿ ïðè ïîìîùè

÷èñëà Dp(v) îáîðîòîâ âåêòîðà ïîëÿ v ïðè îáõîäå ïî ïàðàëëåëè òî-

ðà (ò. å. ïî îêðóæíîñòè z2 + x2 = 9, y = 0). Íî êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ
âåêòîðà ïîëÿ ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå íå

îïðåäåëåíî. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà Dp(v) íóæíî íåïðå-

ðûâíî îòîæäåñòâèòü êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â ðàçíûõ òî÷êàõ òîðà

(ïîäóìàéòå, ÷òî ýòî çíà÷èò è êàê ýòî ñäåëàòü). Âìåñòî ýòîãî ïðåä-
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ñòàâèì ïîëå íà òîðå â âèäå ñêëåéêè åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà

êâàäðàòå, ëåæàùåì â ïëîñêîñòè. Òî÷íåå, âîñïîëüçóåìñÿ áåç äîêàçà-

òåëüñòâà íàëè÷èåì áèåêöèè ìåæäó V (T 2) è ìíîæåñòâîì ïîëåé íà

êâàäðàòå [0, 1]2 ⊂R2
, äëÿ êîòîðûõ v(x, 0) = v(x, 1) è v(0, x) = v(1, x)

ïðè ëþáîì x, ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè â êëàññå òàêèõ ïîëåé. Äëÿ

òàêîãî ïîëÿ íà êâàäðàòå îïðåäåëèì Dp(v) êàê ÷èñëî îáîðîòîâ âåê-

òîðà ïîëÿ v ïðè îáõîäå ïî îòðåçêó [0, 1]× 0 (ñì. ï. 3.8).
Íàëè÷èåì òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ (è àíàëîãè÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ

äëÿ äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé) ìîæíî è äàëåå ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçà-

òåëüñòâà. (Çàìåòèì, ÷òî â [Pr15, � 7℄ îíî èñïîëüçóåòñÿ äàæå áåç ÿâ-

íîé �îðìóëèðîâêè.) Ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâàìè óòâåðæäåíèé 4.1.1 (a),

4.2.3 è 4.2.4.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî Dm(v) îáîðîòîâ âåêòîðà ïîëÿ

ïðè îáõîäå ïî ìåðèäèàíó òîðà (ìåðèäèàí � îêðóæíîñòü (x− 2)2 + y2 = 1,
z = 0, ñð. ñ ðèñ. 4.3.1). Àíàëîãè÷íîå ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ

äðóãóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ íà òîðå.

4.3.2. (a) Îáîçíà÷èì ÷åðåç T 2
0 òîð ñ äûðêîé, ò. å. ïåðåñå÷åíèå òî-

ðà T 2
ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì x6 5/2. Îòîáðàæåíèå Dp ×Dm : V (T 2

0 )→
→ Z × Z, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé Dp × Dm(v) := (Dp(v), Dm(v)),
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì.

(b) Åñëè íà òîðå ñ äûðêîé çàäàíû äâà ïîëÿ, òî èõ ñóæåíèÿ íà

êðàåâóþ îêðóæíîñòü ýòîé äûðêè ãîìîòîïíû.

4.3.3. (a) Îïèøèòå ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ ïîëåé íà òîðå T 2 ⊂ R4

ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïíîñòè.

(b) Îïèøèòå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé T 2→ S1
ñ òî÷íîñòüþ äî

ãîìîòîïíîñòè.

Ïîëåì íàïðàâëåíèé íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî êàñà-

òåëüíûõ ê íåé ïðÿìûõ l(x) â òî÷êàõ x, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò

òî÷êè x. (Îïðåäåëèòå íåïðåðûâíîñòü ñàìè.) Ïî ïîâîäó ñâÿçè ñ ëî-

ðåíöåâûìè ìåòðèêàìè ñì., íàïðèìåð, [Ko01℄. �îìîòîïíîñòü ïîëåé

íàïðàâëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ãîìîòîïíîñòè ïîëåé.

4.3.4. Êëàññè�èöèðóéòå ïîëÿ íàïðàâëåíèé íà òîðå ñ òî÷íîñòüþ

äî ãîìîòîïíîñòè.

Óêàçàíèå ê çàäà÷å 4.3.1. (b, 
, d, e) Àíàëîãè÷íî çàäà÷àì 3.4.2 (a, b)

è 3.4.7.
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(e) ¾Ïàðàëëåëüíîå¿ ïîëå è ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëþ v(x, y) =
= e2πix = (cos 2πx, sin 2πx) íà êâàäðàòå.

Óêàçàíèå ê çàäà÷å 4.3.2. (a) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñþðúåêòèâ-

íîñòè ðàññìîòðèòå ïîëå v(x, y) := e2πi(mx+ny). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

èíúåêòèâíîñòè èñïîëüçóéòå îñíîâíóþ òåîðåìó òîïîëîãèè è ëåììó

î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè, àíàëîãè÷íóþ óòâåðæäåíèþ 3.7.2 (e).

(b) Êàæäîå èç ïîëåé ãîìîòîïíî ïîëþ ñòåïåíè a+ b− a− b= 0.

Îòâåòû ê çàäà÷àì 4.3.3 (a,b), 4.3.4, 4.4.1(b), 4.4.3(b), 4.4.4(b).

Ýòè ìíîæåñòâà íàõîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâà-

ìè Z2
, Z2

, Z2
, Z2

, Z2g
, Z2 è Z⊕ Z2 ñîîòâåòñòâåííî.

4.4. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà äðóãèõ ïîâåðõíîñòÿõ

4.4.1. (a) Íà Sg,0 (ñì. ï. 2.1) ñóùåñòâóåò ïîëå.
(b) Îïèøèòå V (Sg,0).
(
) Ñóæåíèÿ ëþáûõ äâóõ ïîëåé íà Sg,0 íà êðàåâóþ îêðóæíîñòü

äûðêè ãîìîòîïíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîëåçíî ¾èçîáðàæåíèå¿ ñ�åðû ñ ðó÷-

êàìè Sg,0 â âèäå äèñêà ñ íåïåðåêðó÷åííûìè ëåíòî÷êàìè (ñì. ï. 1.5,
àíàëîãè÷íî ðèñ. 1.5.2, 1.5.3). Èëè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîëå íà Sg,0
â âèäå ñêëåéêè ïîëÿ íà ïëîñêîì 8g-óãîëüíèêå.

4.4.2. (a) Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåíòû Ì¼áè-

óñà.

(b) Ïîñòðîéòå ïîëå íà ëåíòå Ì¼áèóñà.

(
) �îìîòîïíî ëè ïîñòðîåííîå âàìè ïîëå v ïîëþ −v?
(d) Âåðíî ëè, ÷òî ñóæåíèÿ íà êðàåâóþ îêðóæíîñòü ëåíòû Ì¼-

áèóñà M ëþáûõ äâóõ ïîëåé íà M ãîìîòîïíû?

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâüòå ïîëå íà ëåíòå Ì¼áèóñà

â âèäå ñêëåéêè åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êâàäðàòå, ëåæà-

ùåì â ïëîñêîñòè. Òî÷íåå, âîñïîëüçóéòåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà íà-

ëè÷èåì áèåêöèè ìåæäó V (M) è ìíîæåñòâîì ïîëåé íà êâàäðàòå

[0, 1]2 ⊂ R2
, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîãî y âåêòîð v(0, y) ïîëó÷åí èç

âåêòîðà v(1, 1 − y) ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ñ òî÷íîñòüþ
äî ãîìîòîïèè â êëàññå òàêèõ ïîëåé.

4.4.3. (a) Ïîñòðîéòå íîðìàëüíîå ïîëå íà ñòàíäàðòíîé ëåíòå Ì¼-

áèóñà M , ðàññìàòðèâàåìîé êàê ïîäìíîæåñòâî â R4
.
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(b) Îïèøèòå ìíîæåñòâî íîðìàëüíûõ ïîëåé íà M ⊂ R4
ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ãîìîòîïíîñòè.

4.4.4. (a) Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå áóòûëêè Êëåé-

íà.

(b) Ïîñòðîéòå ïîëå íà áóòûëêå Êëåéíà.

(
) Îïèøèòå V (K) äëÿ áóòûëêè Êëåéíà K.

(d, e*) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å 4.4.3, äëÿ ñòàíäàðòíîé áóòûëêè Êëåé-

íà â R4
.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòîâ (a, b) ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâüòå ïîëå íà

áóòûëêå Êëåéíà â âèäå ñêëåéêè åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà

êâàäðàòå, ëåæàùåì â ïëîñêîñòè. Òî÷íåå, âîñïîëüçóéòåñü áåç äîêàçà-

òåëüñòâà íàëè÷èåì áèåêöèè ìåæäó V (K) è ìíîæåñòâîì åäèíè÷íûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé íà êâàäðàòå [0, 1]2 ⊂ R2
, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì x

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî v(x, 0) = v(x, 1) è âåêòîð v(0, x) ïîëó÷åí èç
v(1, 1 − x) ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìî-

òîïèè â êëàññå òàêèõ ïîëåé.

4.4.5. (a) Åñëè íà ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò ïîëå, òî ñóùåñòâóåò

è ïîëå íàïðàâëåíèé.

(b) Îáðàòíîå òîæå âåðíî (äàæå äëÿ ìíîãîìåðíûõ ïîäìíîãîîá-

ðàçèé, îïðåäåëÿåìûõ àíàëîãè÷íî ï. 4.5).

Óêàçàíèå ê çàäà÷å 4.4.1. (
) Êàæäîå èç ïîëåé ãîìîòîïíî ïîëþ

ñòåïåíè a1 + b1 − a1 − b1 + . . .+ ag + bg − ag − bg = 0.

4.5. Äâóìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì �îðìàëèçàöèþ ïîíÿòèÿ ïîâåðõíî-

ñòè èç ï. 2.1. Äðóãàÿ �îðìàëèçàöèÿ ïðèâåäåíà â ï. 5.6.

4.5.1. (a) Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ R→ R2
,

à òàêæå R2→ R3
.

(b) Ñóùåñòâóåò ëè äè��åðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå R→ R2
, îá-

ðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé óãîë?

(
) Òî æå äëÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ.

(d) Òî æå äëÿ äè��åðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ, ïðîèçâîäíàÿ

êîòîðîãî â êàæäîé òî÷êå íåíóëåâàÿ.

Îáîçíà÷èì I := [0, 1]. �ëàäêîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçîâàííîé

äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóå-
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ìîå îòîáðàæåíèå r : I2→ Rm (ò. å. óïîðÿäî÷åííûé íàáîð m îòîá-

ðàæåíèé x1, x2, . . . , xm : I2→ R), äëÿ êîòîðîãî âåêòîðíûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ∂r/∂u, ∂r/∂v ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå;

â òî÷êàõ ãðàíèöû îäíà èëè îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ îäíî-

ñòîðîííèìè. (Èëè, áîëåå ó÷åíî, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî íåâûðîæäåíà

â ëþáîé òî÷êå.)

Äâóìåðíûì ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â Rm íàçûâàåòñÿ ïîä-

ìíîæåñòâî N ⊂ Rm, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈N êîòîðîãî ñóùåñòâóåò åå

çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü Ox â Rm, äëÿ êîòîðîé N ∩Ox ÿâëÿåòñÿ îá-
ðàçîì r(I2) íåêîòîðîé èíúåêòèâíîé ãëàäêîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðè-
çîâàííîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè r : I2 → Rm. Äâóìåðíûå ãëàäêèå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìû áóäåì êîðîòêî íàçûâàòü 2-ìíîãîîáðàçèÿìè.

4.5.2. Ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà â R3
(îïðåäåëåíèÿ è ðèñóíêè

ñì. â ï. 2.1) ÿâëÿþòñÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿìè â R3
:

(a) D2 ⊂ R2 ⊂ R3
; (b) áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà;

(
) ñ�åðà; (d) òîð; (e) ëåíòà Ì¼áèóñà;

(f) ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) îòíîñè-
òåëüíî îñè x;

(g) ïðîîáðàç íóëÿ ïðè áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè

f : R3→ R, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé íåíóëåâàÿ â êàæäîé òî÷êå.

Óêàçàíèå: â (a-f) íà÷íèòå ñ íàïèñàíèÿ ïàðàìåðè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ, ò.å. ñ çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ r.

4.5.3. (a) Ëþáîå 2-ìíîãîîáðàçèå â R3
ñòàíîâèòñÿ 2-ìíîãîîáðà-

çèåì â R4
, åñëè ðàññìîòðåòü R3

êàê ïîäìíîæåñòâî â R4
.

(b) Áóòûëêà Êëåéíà ÿâëÿåòñÿ 2-ìíîãîîáðàçèåì â R4
.

(
) Îáðàç îòîáðàæåíèÿ S2→ R6
, çàäàííîãî �îðìóëîé

(x, y, z) 7→ (x2, y2, z2,
√
2xy,

√
2yz,

√
2zx),

ÿâëÿåòñÿ 2-ìíîãîîáðàçèåì â R6
.

Ïðèìåð 4.5.4. Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü RP 2

ïîëó÷åíà

• èç ñ�åðû S2
¾ñêëåéêîé¿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî-

÷åê, èëè

• èç êðóãà ¾ñêëåéêîé¿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê

íà åãî ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè, èëè
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• èç ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD òàêîé ¾ñêëåéêîé¿ ïàð ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ ñòîðîí, ïðè êîòîðîé êàæäàÿ ïàðà

−−→
AB è

−−→
CD,

−−→
BC è

−−→
DA

ñêëåèâàåòñÿ ¾ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì¿ (ðèñ. 2.1.1).

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü â êà÷åñòâå 2-ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê îáðàç îòîáðàæåíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ 4.5.3 (
). Îí ëåæèò â ÷åòû-

ðåõìåðíîé ñ�åðå â R6
, îïðåäåëåííîé óðàâíåíèÿìè a1 + a2 + a3 = 1,

a21 + . . .+ a26 = 1.

4.5.5. Íå ÿâëÿþòñÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿìè â R3

(a) îáúåäèíåíèå äâóõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé;

(b) êîíóñ z2 = x2 + y2, z > 0.

Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ TPN = TP ê 2-ìíîãîîáðàçèþ N â òî÷-

êå P íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ âåêòîðû

∂r

∂a
(u, v),

∂r

∂b
(u, v)

äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ r : I2 → Rm èç îïðåäåëåíèÿ 2-ìíîãî-
îáðàçèÿ, äëÿ êîòîðîãî r(u, v) = P (èëè, áîëåå ó÷åíî, îáðàç ïëîñêî-

ñòè R2
ïðè ïðîèçâîäíîé â òî÷êå (u, v) îòîáðàæåíèÿ r; ïðîèçâîä-

íàÿ � îòîáðàæåíèå, ó íåãî åñòü îáðàç).

4.5.6. Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà

îòîáðàæåíèÿ r.

Òåïåðü êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà 2-ìíîãî-
îáðàçèÿõ, îáû÷íûå è åäèíè÷íûå, îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ï. 4.2.

Ïîäìíîãîîáðàçèå â Rm íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî

òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ëåæàùèì â íåì ïóòåì. (Ýòî ñâîéñòâî íà-

çûâàþò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, íî äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèé îíî ðàâíî-

ñèëüíî ñâÿçíîñòè.)

4.5.7. Îïèøèòå åäèíè÷íûå íîðìàëüíûå ïîëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ãî-

ìîòîïíîñòè äëÿ çàóçëåííîé ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé â R3
(ò. å. íà

ñâÿçíîì çàìêíóòîì 1-ïîäìíîãîîáðàçèè â R3
; îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷-

íî âûøåïðèâåäåííîìó; ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå çàäà÷è 3.10.4).

Ìíîæåñòâî âñåõ òåõ òî÷åê x 2-ìíîãîîáðàçèÿ N , äëÿ êîòîðûõ ñó-

ùåñòâóþò Ox ⊂ Rm è r : I2 → Rm èç îïðåäåëåíèÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿ,
äëÿ êîòîðûõ x ∈ r((0, 1)2), íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ IntN 2-ìíî-
ãîîáðàçèÿ N . Åñëè N êîìïàêòíî (ò. å. çàìêíóòî â îáùåòîïîëîãè÷å-

ñêîì ñìûñëå è îãðàíè÷åíî [Pr14, � 4℄) è IntN =N , òî N íàçûâàåòñÿ

çàìêíóòûì (â ñìûñëå ìíîãîîáðàçèé). Êðàåì 2-ìíîãîîáðàçèÿ N íà-

çûâàåòñÿ ∂N :=N − IntN .
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Ïðèìåðû çàìêíóòûõ 2-ìíîãîîáðàçèé: ñ�åðà, òîð è ñ�åðà ñ g
ðó÷êàìè â R3

, à òàêæå áóòûëêà Êëåéíà â R4
.

Ïðèìåðû 2-ìíîãîîáðàçèé ñ íåïóñòûì êðàåì: êîëüöî, ëåíòà Ì¼-

áèóñà, òîð ñ äûðêîé.

Ïðèìåðû íåêîìïàêòíûõ 2-ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ: ïëîñêîñòü,

âíóòðåííîñòü 2-ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåïóñòûì êðàåì.

Áèåêöèÿ f : N →M ìåæäó çàìêíóòûìè 2-ìíîãîîáðàçèÿìè N ⊂ Rn
è M ⊂ Rm íàçûâàåòñÿ äè��åîìîð�èçìîì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈N íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè Ox⊂ Rn òî÷êè x è Of(x)⊂ Rm òî÷êè

f(x), à òàêæå îòîáðàæåíèÿ r : I2→ Rn è q : I2→ Rm èç îïðåäåëå-

íèÿ çàìêíóòîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ êîòîðûõ fr = q. Çàìêíóòûå
2-ìíîãîîáðàçèÿ N ⊂ Rn è M ⊂ Rm íàçûâàþòñÿ äè��åîìîð�íû-

ìè, åñëè ñóùåñòâóåò äè��åîìîð�èçì f : N →M .

Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñå ìíîãîîáðàçèÿ ñ÷èòà-

þòñÿ êîìïàêòíûìè.

Óêàçàíèå ê 4.5.1.d è 4.5.5. Ïðèìåíèòå òåîðåìó î íåÿâíîé �óíê-

öèè. Èëè èñïîëüçóéòå ñëåäóþùåå ïîíÿòèå. Íàçîâåì ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîèçâîäíîé ìíîæåñòâà N ⊂ Rm â òî÷êå x ∈N ìíîæåñòâî

DxN :=
⋂

δ>0

Cl
{

x− y

|x− y| ∈ S
m−1 : y ∈N, 0< |y − x|< δ

}
.

(Î äðóãèõ ïðèìåíåíèÿõ ýòîãî ïîíÿòèÿ ñì. [Sk10'℄.)

4.6. Òåîðåìà Ýéëåðà�Ïóàíêàðå

4.6.1. Íà ëþáîì ñâÿçíîì 2-ìíîãîîáðàçèè ñ íåïóñòûì êðàåì ñó-

ùåñòâóåò íåíóëåâîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Òåîðåìà 4.6.2 (Ýéëåð�Ïóàíêàðå). Íà çàìêíóòîì ñâÿçíîì

2-ìíîãîîáðàçèè èìååòñÿ íåíóëåâîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ýòîãî

2-ìíîãîîáðàçèÿ íóëåâàÿ.

Îïðåäåëèì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó 2-ìíîãîîáðàçèÿ.
Äëÿ òðåóãîëüíèêà ∆ ãëàäêàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ

äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü r : ∆→ Rm îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îïðå-

äåëåíèþ, ïðèâåäåííîìó â íà÷àëå ï. 4.5, ñ çàìåíîé I2 íà ∆ è�

â òî÷êàõ ãðàíèöû ∂∆�÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ïðîèçâîäíûå ïî
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äâóì íåêîëëèíåàðíûì íàïðàâëåíèÿì. Åñëè r èíúåêòèâíî, òî îá-

ðàç r(∆) íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêîì èëè ãðàíüþ.

Îáðàçû âåðøèí è ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ∆ íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè

è ðåáðàìè ãðàíè.

Òðèàíãóëÿöèåé ïëîñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ åãî ðàçáè-

åíèå íà êîíå÷íîå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðîãî ëþáûå äâà

èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó,

ëèáî ïî âåðøèíå, ëèáî ïî ðåáðó. Òðèàíãóëÿöèÿ ïîâåðõíîñòè èëè

2-ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ çàìåíîé òðåóãîëüíèêîâ

íà êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè. Ñð. ñ ïï. 5.3, 5.6.

4.6.3. Ñóùåñòâóåò òðèàíãóëÿöèÿ

(a) ñ�åðû; (b) êîëüöà; (
) òîðà; (d) ëåíòû Ì¼áèóñà;

(e) ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè; (f) ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè è h äûðêàìè;
(g) áóòûëêè Êëåéíà; (h) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (ñì. ïðèìåð

4.5.4).

Òåîðåìà 4.6.4 (o òðèàíãóëèðóåìîñòè; [MS74, òåîðåìà 10.6 èç

äîïîëíåíèÿ; Pr14, 17.2℄). Äëÿ ëþáîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ è ëþáîãî ÷èñ-

ëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òðèàíãóëÿöèÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ êîòîðîé

ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ëþáîãî òðåóãîëüíèêà

ìåíüøå ε.

Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî V − E + F , ãäå V, E, F �êîëè÷åñòâà âåðøèí,

ðåáåð è ãðàíåé. Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé χ(N) 2-ìíîãîîáðà-
çèÿ N íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïðîèçâîëüíîãî åãî ðàç-

áèåíèÿ íà ìíîãîóãîëüíèêè. Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî ââèäó òåî-

ðåìû 5.2.4.b è óòâåðæäåíèÿ 5.4.1 (b). Âàæíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðî-

ñòûå ñïîñîáû âû÷èñëÿòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó (ñì. ï. 5.5).

Òåîðåìà Ýéëåðà�Ïóàíêàðå äîêàçàíà â ñëåäóþùèõ äâóõ ïóíê-

òàõ. Ìû ïðèâîäèì äâà íåçàâèñèìûõ (íî ïî ñóòè ýêâèâàëåíòíûõ)

äîêàçàòåëüñòâà. Ïåðâîå áîëåå ïðîñòîå, íî èñïîëüçóåò îáùåå ïîëî-

æåíèå (òå, êòî íå âëàäåþò ýòîé òåõíèêîé, ìîãóò ñ÷èòàòü ýòî äîêà-

çàòåëüñòâî ýâðèñòè÷åñêèì ðàññóæäåíèåì). Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî

ýëåìåíòàðíî, íî áîëåå ãðîìîçäêî (ïîñêîëüêó �àêòè÷åñêè ïîâòîðÿ-

åò òåõíè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ).

Çàìå÷àíèå (íå èñïîëüçóåìîå â äàëüíåéøåì). Ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó êëàññàìè äè��åîìîð�íîñòè 2-ìíîãîîáðàçèé è êëàññàìè êó-
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ñî÷íî ëèíåéíîé ãîìåîìîð�íîñòè êóñî÷íî ëèíåéíûõ 2-ìíîãîîáðàçèé
(ñì. ï. 5.6), îïðåäåëÿåìîå òðèàíãóëèðóåìîñòüþ, êîððåêòíî îïðåäå-

ëåíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó è ïî ãëàäêîé âåðñèè òåîðå-

ìû 5.6.1 î êëàññè�èêàöèè ïîâåðõíîñòåé ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòè-

êà çàìêíóòîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ íóëåâàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ýòî 2-ìíîãîîáðàçèå äè��åîìîð�íî òîðó èëè áóòûëêå Êëåéíà.

Âïðî÷åì, ïðîâåðÿòü ýòó äè��åîìîð�íîñòü ïðîùå âñåãî èìåííî ïðè

ïîìîùè ïîäñ÷åòà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè. Òåîðåìà Ýéëåðà�Ïó-

àíêàðå äëÿ îðèåíòèðóåìûõ 2-ìíîãîîáðàçèé (ñì. ï. 4.10) âûòåêàåò

èç èõ êëàññè�èêàöèè, óâëåêàåìîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé äè��åîìîð-

�èçìàìè è ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ 4.1.1 (b) ýòîé òåîðåìû äëÿ ñòàíäàðòíûõ

ñ�åð ñ ðó÷êàìè. Êðàñèâàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó-

÷àÿ ïðèâåäåíà â [Pr15, � 7℄. ß íå çíàþ ïîëíîé ðåàëèçàöèè ýòîé èäåè,

êîòîðàÿ áûëà áû ïðîùå îáùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Óêàçàíèå ê çàäà÷àì 4.6.1, 4.10.2. Ñíà÷àëà ïîñòðîéòå ïîëå íà

âåðøèíàõ, çàòåì ïðîäîëæèòå åãî íà ðåáðà è ïîòîì ïðîäîëæèòå åãî

íà ãðàíè. Ñð. ï. 4.7 èëè 4.8.

4.7. Êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Íå ñóùåñòâóåò îäíîé òåîðåìû èëè îäíîãî îïðåäåëåíèÿ, �îðìà-

ëèçóþùåãî èäåþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî äî-

êàçàòåëüñòâà �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ âûáèðà-

åòñÿ ïî-ñâîåìó � òàê, ÷òîáû äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷èëîñü. Ïîäðîáíåå

ñì. [Ru73, 1.6.D℄, [RS72℄. (Âïðî÷åì, â òåõ êíèãàõ â îñíîâíîì ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíîå îáùåå ïîëîæåíèå, à â ýòîé � ãëàä-

êîå.)

Â ýòîì ïóíêòå v �êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà çàìêíóòîì

2-ìíîãîîáðàçèè N .

Îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈N â N íàçîâåì ìàëîé, åñ-

ëè îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü Tx ïåðåâîäèò
íåíóëåâûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû â íåíóëåâûå. Ýòà ïðîåêöèÿ ïåðå-

âîäèò ïîëå v íà îêðåñòíîñòè â êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå vx íà

÷àñòè τx êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè Tx. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ N
èìååò ìàëóþ îêðåñòíîñòü.
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Ïîëå v íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈N ñóùå-

ñòâóåò åå ìàëàÿ îêðåñòíîñòü, äëÿ êîòîðîé ïîëå vx, ò. å. îòîáðàæåíèå
τx→ Tx, áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìî.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ τx→ Tx â òî÷êå y ∈ τx
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì Tx→ Tx; îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ 2× 2-ìàò-
ðèöåé â áàçèñå â Tx.

�ëàäêîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå v íàçûâàåòñÿ ïîëåì îáùåãî

ïîëîæåíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîé òàêîé òî÷êè x, ÷òî v(x) = 0, è åå ìà-

ëîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ τx → Tx íåâûðîæäåíà

â ëþáîé òî÷êå y ∈ τx.
ßñíî, ÷òî íåíóëåâîå ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, à íóëåâîå ïîñòî-

ÿííîå � íå ÿâëÿåòñÿ. Äðóãèå íàðèñîâàííûå ïðèìåðû êàñàòåëüíûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé (ðèñ. 2.1.3 ñïðàâà è äð.) ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè îáùåãî

ïîëîæåíèÿ. Ïîëåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîå êàñàòåëü-

íîå âåêòîðíîå ïîëå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò).

�èñ. 4.7.1. Òðàåêòîðèè ðàäèàëüíûõ è ñåäëîâîãî âåêòîðíûõ

ïîëåé íà ïëîñêîñòè

4.7.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîëÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ:

(a�e) âåêòîðíûå ïîëÿ íà ðèñ. 3.3.1, 4.1.1 (çàäàéòå ñàìè òàêèå

âåêòîðíûå ïîëÿ �îðìóëàìè; îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò ýòîãî âûáîðà);

(f) âåêòîðíîå ïîëå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çàäàííîå �îðìó-

ëîé v(z) = z2?

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà Ýéëåðà e(N). Âîçüìåì íà N ïîëå îáùåãî ïî-

ëîæåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïîëÿ äîêàçàíî (íà áîëåå ñëîæíîì

ÿçûêå) â [DNF79, ×. II, � 13℄, [Pr14, V℄. Èç îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ

âûòåêàåò êîíå÷íîñòü ÷èñëà íóëåé ïîëÿ. ×èñëîì Ýéëåðà e(N) íà-
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çûâàåòñÿ ñóììà çíàêîâ îïðåäåëèòåëåé ïðîèçâîäíîé â íóëÿõ ïîëÿ.

(Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà íóæíà îðèåíòàöèÿ â Tx, íî ïðè îáðàùåíèè
îðèåíòàöèè ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå çíàê.)

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà Ýé-

ëåðà, ò. å. íåçàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîëÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Îáîñíîâàíèå óòâåðæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â ýòîì íàáðîñêå áåç äîêà-

çàòåëüñòâà, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [DNF79, ×. II, � 13℄, [Pr14,

18.1℄. Ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ãîìîòîïèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìåæäó

äâóìÿ ïîëÿìè v è v′ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà N . Åå ìîæíî ïðåä-

ñòàâëÿòü ñåáå êàê êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå îáùåãî ïîëîæåíèÿ

íà N × I ⊂ Rm × I, âåêòîðû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ãèïåðïëîñêîñòè

R3 × 0. �ëàäêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðîèç-

âîäíàÿ â òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì τx × R → Tx; îí
ïðåäñòàâëÿåòñÿ 3 × 2-ìàòðèöåé. Îáùíîñòü ïîëîæåíèÿ îçíà÷àåò,

÷òî â ëþáîé òî÷êå, â êîòîðîé âåêòîð íóëåâîé, ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ

èìååò ðàíã 2. Èç îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ (è ïîäðàçóìåâàåìîé âñþäó

êîìïàêòíîñòè) âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì

îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ è íåçàìêíóòûõ ãëàäêèõ êðèâûõ. Íà íèõ

ìîæíî ââåñòè îðèåíòàöèþ (ïîäóìàéòå êàê). Åñëè îäíà èç ýòèõ íåçà-

ìêíóòûõ êðèâûõ ñîåäèíÿåò ðàçíûå îñíîâàíèÿ N × 0 è N × 1, òî
â ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëÿõ ïîëåé v è v′ îïðåäåëèòåëè ïðîèçâîäíûõ

èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, à åñëè îäèíàêîâûå, òî ðàçíûé. Ïîýòîìó

e(v) = e(v′).

4.7.2. Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ N âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî e(N) = χ(N).

Êðîìå òîãî, èç ðèñ. 2.1.3 (b) âèäíî, ÷òî e(Sg) = 2− 2g.
Îòñþäà ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå Ýéëåðà�Ïóàíêàðå 4.6.2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè íóæíî ïðè e(N) = 0 è ñâÿç-

íîì N ïîëó÷èòü íåíóëåâîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå èç êàñà-

òåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ¾ñîêðàùåíèåì¿ òî÷åê

ðàçíûõ çíàêîâ. Ýòî äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî [Pr14, � 18.3℄.

Óêàçàíèå ê çàäà÷å 4.7.2. Ñì. ðèñ. 4.7.2. Çíàêè îïðåäåëèòåëåé

ïðîèçâîäíîé â íóëÿõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ðèñ. 4.7.1

ðàâíû +1, +1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèòå íîâóþ äîñòàòî÷-

íî ìåëêóþ òðèàíãóëÿöèþ, äëÿ êîòîðîé îñîáûå òî÷êè èçîáðàæåííî-
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�èñ. 4.7.2. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïî ðàçáèåíèþ

íà ìíîãîóãîëüíèêè. Âåêòîðíîå ïîëå â îêðåñòíîñòÿõ âåðøèí,

îñîáûõ òî÷åê âíóòðè ãðàíåé è íà ðåáðàõ óñòðîåíî, êàê íà ðèñ.

4.7.1.

ãî íà ðèñ. 4.7.2 âåêòîðíîãî ïîëÿ ëåæàò âíóòðè åå ãðàíåé. Ñòðîãîå

îáîñíîâàíèå òðåáóåò íàïèñàíèÿ �îðìóë è ïîòîìó íå òàê ïðîñòî.

4.8. Ïîñòðîåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé ïî òðèàíãóëÿöèè

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ÷èñëà Ýéëåðà ÷åðåç òðèàíãóëÿöèè è ñîîò-

âåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýéëåðà�Ïóàíêàðå 4.6.2. Îíî

ïîõîæå íà [BE82, � 14℄, ñð. [Pr14, � 18℄. Åãî èäåÿ â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà

ïîñòðîèòü íåíóëåâîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà âåðøèíàõ íåêî-

òîðîé òðèàíãóëÿöèè, çàòåì ïðîäîëæèòü åãî íà ðåáðà è ïîòîì ïðî-

äîëæèòü åãî íà ãðàíè

10

. Àíàëîãè÷íàÿ èäåÿ ðàáîòàåò äëÿ íîðìàëü-

íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà 2-ìíîãîîáðàçèÿõ (ï. 4.10) è ìíîãîìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé (ï. 8.6). Ïðè ðàçâèòèè ýòîé èäåè ÷èñëîâîé èíâàðèàíò

îáîáùàåòñÿ äî ãðóïïîâûõ, ñì. ï. 4.11, 6.8, 6.1�6.4 (ðàññìàòðèâàåìàÿ

â ýòèõ ïóíêòàõ ïðîáëåìà â ÷åì-òî äàæå ïðîùå ïðîáëåì î âåêòîðíûõ

ïîëÿõ), 7.3, 8.6, 8.12, 9.7, 9.8.

Çàìå÷àíèå. �îëü òåîðèè ïðåïÿòñòâèé ñîñòîèò â ñâåäåíèè òî-

ïîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè ê ïîõîæèì çà-

äà÷àì äëÿ ïðîñòåéøèõ, ìîäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé. Âàæíî, ÷òî äëÿ

ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ïðåïÿòñòâèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòà-

òîì ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîñòåéøèõ çàäà÷, íå âíèêàÿ â åãî äîêàçàòåëü-

10

Ýòà èäåÿ ðåàëèçóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåííîãî íèæå äâîéñòâåííîãî

ðàçáèåíèÿ íà ìíîãîóãîëüíèêè. Ìîæíî áûëî áû ðåàëèçîâàòü åå è äëÿ èñõîäíîãî

ðàçáèåíèÿ, íî òîãäà âîçíèêàþùèå îáúåêòû áóäóò ìåíåå åñòåñòâåííû� ñì. îïðå-

äåëåíèå ãðàíèöû â ýòîì ïóíêòå è ïðàâèëî Êèðõãî�à 4.11.2.
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ñòâî. Óêàçàííûå ïðîñòåéøèå çàäà÷è ìîãóò ðåøàòüñÿ, â ÷àñòíîñòè,

ñðåäñòâàìè òåîðèè ïðåïÿòñòâèé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå

êîëè÷åñòâà îáîðîòîâ (ï. 3.8) è òåîðåìó ïðîäîëæàåìîñòè 3.10.1 (
).

Â ýòîì ïóíêòå ñëîâî ¾ïîëå¿ îçíà÷àåò ¾íåíóëåâîå êàñàòåëüíîå

âåêòîðíîå ïîëå¿.

4.8.1. Ïóñòü äàíû ëþáûå 2-ìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî, ñ íåïó-

ñòûì êðàåì) è åãî òðèàíãóëÿöèÿ, íàñòîëüêî ìåëêàÿ, ÷òî êàñàòåëü-

íûå ïëîñêîñòè â ëþáûõ äâóõ òî÷êàõ ëþáîé ãðàíè íå îðòîãîíàëüíû.

(a) Ïóñòü äàíû ïîëå íà 2-ìíîãîîáðàçèè è ãîìîòîïèÿ åãî ñóæåíèÿ
íà íåêîòîðûé íàáîð âåðøèí òðèàíãóëÿöèè. Òîãäà ýòà ãîìîòîïèÿ

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîòîïèè âñåãî èñõîäíîãî ïîëÿ.

(b) Ëþáîå ïîëå, çàäàííîå íà âåðøèíàõ òðèàíãóëÿöèè, ìîæíî

ïðîäîëæèòü íà îáúåäèíåíèå åå ðåáåð.

(
) Ïðîäîëæåíèå èç ï. (b) íåîäíîçíà÷íî äàæå ñ òî÷íîñòüþ äî

ãîìîòîïèè â êëàññå ïîëåé íà îáúåäèíåíèè ðåáåð.

Óêàçàíèÿ. (a) Ýòî àíàëîã äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé òåîðåìû Áîðñóêà

î ïðîäîëæåíèè ãîìîòîïèè 3.7.2 (d).

(b) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî a òðèàíãóëÿöèè. Îðòîãîíàëü-

íàÿ ïðîåêöèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ýòîãî

ðåáðà íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü TA â íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé

òî÷êå A ýòîãî ðåáðà ïåðåâîäèò íåíóëåâûå âåêòîðû â íåíóëåâûå.

Çíà÷èò, êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â ðàçíûõ òî÷êàõ ýòîãî ðåáðà ìîæ-

íî îòîæäåñòâèòü ñ îäíîé ïëîñêîñòüþ TA. Åñëè íà ïëîñêîñòè ëåæèò
îòðåçîê è â åãî êîíöàõ çàäàíû íåíóëåâûå âåêòîðû (ëåæàùèå â ïëîñ-

êîñòè), òî ýòî ïîëå èç äâóõ âåêòîðîâ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ïîëÿ íà

âñåì îòðåçêå.

�àçáèåíèåì 2-ìíîãîîáðàçèÿ íà ìíîãîóãîëüíèêè íàçûâà-

åòñÿ íàáîð ãðàíåé, äëÿ êîòîðîãî îáúåäèíåíèå ãðàíåé åñòü äàííîå

2-ìíîãîîáðàçèå è ëþáûå äâå ãðàíè ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî ïî ïóñòîìó

ìíîæåñòâó, ëèáî ïî âåðøèíå, ëèáî ïî ðåáðó.

Âîçüìåì ðàçáèåíèå U íåêîòîðîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ íà ìíîãî-

óãîëüíèêè (íàïðèìåð, òðèàíãóëÿöèþ). Âûáåðåì âíóòðè êàæäîé

ãðàíè ðàçáèåíèÿ U òî÷êó. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî òî÷åê

÷åðåç U∗
0 . Äëÿ êàæäîãî ðåáðà a ðàçáèåíèÿ U ñîåäèíèì êðèâîé a∗

òî÷êè ìíîæåñòâà U∗
0 , ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñåäíèì âäîëü ðåáðà a ãðà-

íÿì. Ñäåëàåì ýòî òàê, ÷òîáû ðàçíûå êðèâûå ïåðåñåêàëèñü (åñëè
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U

U

∗
U

∗
0

�èñ. 4.8.1. Äâîéñòâåííîå ðàçáèåíèå íà ìíîãîóãîëüíèêè

âîîáùå ïåðåñåêàëèñü) òîëüêî ïî îáùèì êîíöàì. Êðèâàÿ a∗ íàçûâà-
åòñÿ äâîéñòâåííûì ðåáðîì ê a. Îáúåäèíåíèå êðèâûõ a∗ ðàçáèâàåò
2-ìíîãîîáðàçèå íà ìíîãîóãîëüíèêè (ðèñ. 4.8.1). Ïîëó÷åííîå ðàçáè-

åíèå íà ìíîãîóãîëüíèêè íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê U è îáîçíà-

÷àåòñÿ U∗
.

�

1

�

2

�èñ. 4.8.2. Âåêòîðíîå ïîëå íà îáúåäèíåíèè ðåáåð ðàçáèåíèÿ

íà ìíîãîóãîëüíèêè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýéëåðà�Ïóàíêàðå 4.6.2. (Äëÿ ñ�åðû

ýòè ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ ðèñóíêîì 4.8.2.) Âîçüìåì íåêî-

òîðóþ òðèàíãóëÿöèþ U 2-ìíîãîîáðàçèÿ N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç U∗

äâîéñòâåííîå ðàçáèåíèå. Âûáåðåì U íàñòîëüêî ìåëêîé, ÷òîáû êàñà-

òåëüíûå ïëîñêîñòè â ëþáûõ äâóõ òî÷êàõ ëþáîé ãðàíè ðàçáèåíèÿ U∗

íå áûëè îðòîãîíàëüíû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëå íà U∗
0 . ßñíî, ÷òî ýòî ïî-

ëå åäèíñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè â êëàññå ïîëåé íà U∗
0 ).

Ïîýòîìó è ââèäó óòâåðæäåíèÿ 4.8.1 (a) ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ íà N
ðàâíîñèëüíî ïðîäîëæàåìîñòè ïîñòðîåííîãî ïîëÿ ñ U∗

0 íà N . (Òî÷-
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íåå, çäåñü íóæåí àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 4.8.1 (b) äëÿ ðàçáèåíèé. Àíà-

ëîãè÷íûå çàìå÷àíèÿ äàëåå ïðîïóñêàþòñÿ.)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v ïîëå íà U∗
1 , ïîëó÷åííîå ïðèìåíåíèåì óòâåð-

æäåíèÿ 4.8.1 (b) ê ïîñòðîåííîìó ïîëþ íà U∗
0 , ñì. ðèñ. 4.8.2. Ïî-

ïðîáóåì ïðîäîëæèòü ïîëå v ñ U∗
1 íà âñå N . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ

ãðàíü ∆ ðàçáèåíèÿ U∗
. Ââèäó ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ U îðòîãîíàëüíàÿ

ïðîåêöèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ýòîé ãðàíè

íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü T∆ â íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êå

ýòîé ãðàíè ïåðåâîäèò íåíóëåâûå âåêòîðû â íåíóëåâûå.

Âîçüìåì îðèåíòàöèþ ãðàíè ∆, ò. å. íàïðàâëåíèå íà çàìêíóòîé

êðèâîé ∂∆. Îíî äàåò îðèåíòàöèþ íà T∆. Ïðè îáõîäå ýòîé çàìêíó-

òîé êðèâîé ∂∆ âäîëü âçÿòîãî íàïðàâëåíèÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

âåêòîðà ïîëÿ v íà T∆ ïîâåðíåòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî îáîðî-

òîâ (ï. 3.8). Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè ãðàíè ∆ ìåíÿþòñÿ è íà-

ïðàâëåíèå íà çàìêíóòîé êðèâîé ∂∆, è îðèåíòàöèþ íà T∆. Ïîýòîìó
ïîëó÷åííîå ÷èñëî îáîðîòîâ íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ãðàíè ∆. Ïî-
ñòàâèì ýòî ÷èñëî â âåðøèíó ∆∗

èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ U , ëåæàùóþ
â ãðàíè ∆. (Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ íà ðèñ. 4.8.2 â îáîèõ âåðøè-

íàõ áóäóò ñòîÿòü åäèíèöû. Ïðèäóìàéòå, êàê ïðèäàòü ñìûñë ýòîìó

óòâåðæäåíèþ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî äëÿ ýòîãî ðàçáèåíèÿ íå âûïîë-

íåíî óñëîâèå íåîðòîãîíàëüíîñòè êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé èç íà÷àëà

äîêàçàòåëüñòâà.) Ïîëó÷åííàÿ ðàññòàíîâêà öåëûõ ÷èñåë â âåðøèíàõ

ðàçáèåíèÿ U íàçûâàåòñÿ ïðåïÿòñòâóþùåé è îáîçíà÷àåòñÿ ε(v). Ïî
òåîðåìå î ïðîäîëæàåìîñòè 3.10.1 (
)

ïðîäîëæåíèå ïîëÿ v ñ U∗
1 íà N âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ε(v) = 0.
Åñëè ε(v) 6= 0, òî ïîëå v íå ïðîäîëæàåòñÿ íà N , íî íå âñå ïî-

òåðÿíî: ìîæíî ïîïûòàòüñÿ òàê èçìåíèòü ïîëå v íà U∗
1 , ÷òîáû ïðå-

ïÿòñòâóþùàÿ ðàññòàíîâêà ñòàëà íóëåâîé. Òåîðåìà Ýéëåðà�Ïóàí-

êàðå âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 4.8.2. (Âìåñòî ïðèìåíåíèÿ ï. (b)

ìîæíî ïðèìåíèòü ï. (
) è ãëàäêóþ âåðñèþ òåîðåìû êëàññè�èêà-

öèè 5.6.1.)

4.8.2. Ïóñòü N � çàìêíóòîå 2-ìíîãîîáðàçèå, U � åãî òðèàíãóëÿ-

öèÿ, íàñòîëüêî ìåëêàÿ, ÷òî êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â ëþáûõ äâóõ

òî÷êàõ ëþáîé ãðàíè ðàçáèåíèÿ U∗
íå îðòîãîíàëüíû, è v �ïîëå, çà-

äàííîå íà îáúåäèíåíèè ðåáåð ðàçáèåíèÿ U∗
.
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(a) Ñóììà e(v) ÷èñåë ïðåïÿòñòâóþùåé ðàññòàíîâêè ε(v) íå çà-
âèñèò îò v. (Ïîýòîìó ýòà ñóììà îáîçíà÷àåòñÿ e(N).)

(b) Åñëè N ñâÿçíî è e(N) = 0, òî íà N ñóùåñòâóåò ïîëå.

(
) Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî e(N) = χ(N). (Ñð. ñ óòâåðæäåíè-

åì 4.7.2.)

4.8.3. (a) Ïðåïÿòñòâóþùàÿ ðàññòàíîâêà ε(v) íå ìåíÿåòñÿ ïðè

ãîìîòîïèè ïîëÿ v.
(b) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëåé v è u íà U∗

1 ñóùåñòâóåò ïîëå v′, ãî-
ìîòîïíîå v è ñîâïàäàþùåå ñ u íà U∗

0 .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.8.2 (a). Ââèäó óòâåðæäåíèé 4.8.3

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî e(u) = e(v) äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëåé u, v,
ñîâïàäàþùèõ íà U∗

0 . À ýòî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ëþáûõ äâóõ ïî-

ëåé u, v, ñîâïàäàþùèõ âíå âíóòðåííîñòè îäíîãî ðåáðà. Îáîçíà÷èì

÷åðåç α è β äâå ãðàíè, ïðèìûêàþùèå ê ýòîìó ðåáðó. Îáîçíà÷èì

÷åðåç s êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ � ïðè îáõîäå ïî ãðàíèöå îáúåäèíåíèÿ

α ∪ β �âåêòîðà êàæäîãî èç äâóõ ïîëåé u è v, ñîâïàäàþùèõ íà ýòîì
îáúåäèíåíèè. Òîãäà

ε(v)(α) + ε(v)(β) = s= ε(u)(α) + ε(u)(β).

Çíà÷èò, e(u) = e(v).

4.9. Äðóãîå ïîñòðîåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé*

Ïðèâåäåì äðóãîå çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ýéëå-

ðà�Ïóàíêàðå 4.6.2. Îíî áîëåå äëèííî, íî èëëþñòðèðóåò îáùèé ïîä-

õîä òåîðèè ïðåïÿòñòâèé.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4.8.2 (a). Âûÿñíèì, êàê

ε(v) çàâèñèò îò v. Ââèäó óòâåðæäåíèé 4.8.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ïîëå v íå ìåíÿåòñÿ íà U∗
0 . �àçëè÷èå ìåæäó ïîëÿìè v è u íà U∗

1 ,

ñîâïàäàþùèìè íà U∗
0 , ìîæíî èçìåðÿòü (è çàäàâàòü) òàê. Âîçüìåì

íàïðàâëåííîå ðåáðî a ðàçáèåíèÿ U . Âûáåðåì òàêæå îðèåíòàöèþ íà

îáúåäèíåíèè äâóõ ãðàíåé ðàçáèåíèÿ U , â êîòîðûõ ëåæèò a. Âîçü-
ìåì íàïðàâëåííîå ðåáðî a∗ ðàçáèåíèÿ U∗

, ïåðåñåêàþùåå ðåáðî a
ðîâíî â îäíîé òî÷êå, äëÿ êîòîðîãî ¾áàçèñ (a, a∗)¿ ïîëîæèòåëüíûé

â òî÷êå a ∩ a∗. Ïóñòü òî÷êà x äâèæåòñÿ ïî ðåáðó a∗ âäîëü íàïðàâëå-
íèÿ, à ïîòîì îáðàòíî. Ïðè äâèæåíèè ¾òóäà¿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü
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âåêòîð u(x), à ïðè äâèæåíèè ¾îáðàòíî¿ � âåêòîð v(x). Ïîñòàâèì íà

íàïðàâëåííîì ðåáðå a ðàçáèåíèÿ U ÷èñëî îáîðîòîâ îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî âåêòîðà íà Ta∩a∗ ïðè ýòîì äâèæåíèè.

(Íàïðèìåð, äëÿ ïîëÿ u íà ðèñ. 4.9.1 è ïîëÿ v, íàïðàâëåííîãî âåðòè-
êàëüíî ââåðõ, íà ðåáðå, íàïðàâëåííîì âïðàâî, ñòîèò −1.) Ïîëó÷åí-
íóþ ðàññòàíîâêó öåëûõ ÷èñåë íà íàïðàâëåííûõ ðåáðàõ ðàçáèåíèÿ U
íàçîâåì ðàçëè÷àþùåé è îáîçíà÷èì d(v, u).

a

∗

u(x)

�èñ. 4.9.1. Ïîäêðó÷èâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ, íàïðàâëåííîãî

ââåðõ, íà îäèí îáîðîò

Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè íà îáúåäèíåíèè äâóõ ãðàíåé ðàç-

áèåíèÿ U , â êîòîðûõ ëåæèò a, ìåíÿþòñÿ è íàïðàâëåíèå ðåáðà a∗,
è ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îòñ÷èòûâàåìûõ îáîðîòîâ. Ïîýòîìó

÷èñëî íà ðåáðå a íå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè. À âîò ïðè çà-

ìåíå íàïðàâëåíèÿ íà ðåáðå a∗ ýòî ÷èñëî ìåíÿåò çíàê.
Ïðè èçìåíåíèè ïîëÿ íà ðåáðå a∗ ¾íà +1 îáîðîò¿ (ðèñ. 4.9.1)

ê ε(v) ïðèáàâëÿåòñÿ ðàññòàíîâêà +1 â íà÷àëå ðåáðà a è −1 â åãî

êîíöå (è 0 íà âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèíàõ). Ýòà ðàññòàíîâêà íàçûâà-

åòñÿ ãðàíèöåé ðåáðà a è îáîçíà÷àåòñÿ ∂a. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
åñëè

d(v, v′) = n1a1 + . . .+ nsas,

òî

ε(v) − ε(v′) = n1∂a1 + . . .+ ns∂as.

Èç ýòîãî âûòåêàåò óòâåðæäåíèå 4.8.2 (a).

Âîçüìåì òðèàíãóëÿöèþ U 2-ìíîãîîáðàçèÿ. Íàçîâåì ãðàíèöåé

ñóììó ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè n1∂a1 + . . .+ ns∂as ãðàíèö íåñêîëü-
êèõ ðåáåð òðèàíãóëÿöèè U . Íàçîâåì ðàññòàíîâêè ε1 è ε2 öåëûõ ÷è-
ñåë â âåðøèíàõ ãîìîëîãè÷íûìè, åñëè ε1 − ε2 åñòü ãðàíèöà.

4.9.1. (a) Ïðè èçìåíåíèè ïîëÿ v íà U∗
1 ïðåïÿòñòâóþùàÿ ðàññòà-

íîâêà ε(v) çàìåíÿåòñÿ íà ãîìîëîãè÷íóþ ðàññòàíîâêó.
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5.1. �èïåðãðà�û è èõ òåëà

Äàäèì êîìáèíàòîðíîå îïðåäåëåíèå äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé

(è äàæå áîëåå îáùèõ îáúåêòîâ). Îíî óäîáíî êàê äëÿ òåîðèè, òàê

è äëÿ õðàíåíèÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Ñð. ñ ï. 1.2.

Main results stated in this se
tion (but not used later) are Theorems

5.2.4, 5.3.1, 5.3.3, and 5.6.1.

Äâóìåðíûì ãèïåðãðà�îì (V, F ) íàçûâàåòñÿ11 ñåìåéñòâî F òðåõ-

ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V . Âìåñòî ¾äâóìåð-
íûé ãèïåðãðà�¿ â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðà�àõ ìû (êàê ïðàâè-

ëî) ïèøåì ¾ãèïåðãðà�¿, à äàëåå � ¾2-ãèïåðãðà�¿. Ýëåìåíòû ìíî-

æåñòâ V è F íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè è ãðàíÿìè (èëè ãèïåððåáðà-

ìè) ãèïåðãðà�à. �åáðîì ãèïåðãðà�à íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííàÿ

ïàðà âåðøèí, ñîäåðæàùàÿñÿ â íåêîòîðîé ãðàíè.

склейка

�èñ. 5.1.1. Ïîñòðîåíèå (òåëà) ïîëíîãî 2-ãèïåðãðà�à ñ 4 âåðøèíàìè

Ïðèìåð 5.1.1. (a) Ïîëíûì ãèïåðãðà�îì ñ n âåðøèíàìè (èëè

äâóìåðíûì îñòîâîì (n − 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà) íàçûâàåòñÿ ñåìåé-
ñòâî âñåõ òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Ñì. ðèñ. 5.1.1 äëÿ n = 4 è ðèñ. 5.1.2 äëÿ n = 5. Â ýòîì ïàðàãðà�å

ïîëíûé ãèïåðãðà� ñ 4 âåðøèíàìè íàçûâàåòñÿ ñ�åðîé S2
.

11

Äâóìåðíûé ãèïåðãðà� íàçûâàþò òàêæå 3-îäíîðîäíûì ãèïåðãðà�îì èëè

ðàçìåðíî îäíîðîäíûì äâóìåðíûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì, ñì. [Sk, � 6℄.
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�èñ. 5.1.2. Ïîëíûé 2-ãèïåðãðà� ñ 5 âåðøèíàìè

(b) Êíèæêîé ñ n ëèñòàìè íàçûâàåòñÿ ãèïåðãðà� ñ âåðøèíàìè

a, b, 1, 2, . . . , n è ãðàíÿìè {a, b, 1}, {a, b, 2}, . . . , {a, b, n}. Äëÿ n = 3
ñì. ðèñ. 2.2.1.

(
) Ïóñòü çàäàíû ãèïåðãðà� è òàêàÿ ñêëåéêà åãî ðåáåð, ïðè êî-

òîðîé íèêàêèå âåðøèíû äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàíåé íå ñêëåèâà-

þòñÿ. Òàêàÿ ñêëåéêà ðåáåð çàäàåò íîâûé ãèïåðãðà�. Íàïðèìåð, íà

ðèñ. 2.1.1 èçîáðàæåíû ãèïåðãðà�û, ïîëó÷åííûå ñêëåéêîé ñòîðîí

êâàäðàòà (òàì íå íàðèñîâàíû íåîáõîäèìûå òðèàíãóëÿöèè êâàäðà-

òà), è äàíû èõ íàçâàíèÿ. See the remark after Assertion 5.2.3.

(d) Ïî òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ (ñì. ï. 4.6) åñòåñòâåííî

ñòðîèòñÿ ãèïåðãðà�, êîòîðûé òàêæå íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé.

Îïðåäåëåíèå èçîìîð�íîñòè ãèïåðãðà�îâ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ

ãðà�îâ. �èïåðãðà�û (V, F ) è (V ′, F ′) íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : V → V ′

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ: âåðøèíû A, B, C ∈ V ëåæàò â îäíîé ãðàíè â òîì è òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, åñëè èõ îáðàçû ëåæàò â îäíîé ãðàíè.

Äëÿ 1 6 i 6 n îáîçíà÷èì ÷åðåç en,i ∈ Rn òî÷êó, ó êîòîðîé i-ÿ
êîîðäèíàòà ðàâíà 1, à îñòàëüíûå � 0. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ∆n òî-

÷åê en+1,1, . . . , en+1,n+1 ∈ Rn+1
íàçûâàåòñÿ

12 n-ìåðíûì ñèìïëåê-

ñîì. Ýòî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ n + 1 âåðøèíîé; îáúåäèíåíèå

åãî ðåáåð ¾îáðàçóåò¿ ïîëíûé ãðà� Kn+1. Òåëîì ãèïåðãðà�à (V, F )
íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå äâóìåðíûõ ãðàíåé, îòâå÷àþùèõ ãðàíÿì

èç F , ñèìïëåêñà ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V .

12

Ìîæíî îïðåäåëÿòü n-ìåðíûé ñèìïëåêñ êàê âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê

(0, . . . , 0), en,1, . . . , en,n ∈ Rn
. Ýòî áîëåå íàãëÿäíî, íî ìåíåå óäîáíî.
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Çàìå÷àíèå 5.1.2 (î òåëå ãèïåðãðà�à). Êàê è ïî ãðà�ó, ïî ãè-

ïåðãðà�ó ñòðîèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ �èãóðà, íàçûâàåìàÿ åãî òåëîì

(ñì. ñòðîãîå îïðåäåëåíèå âûøå). Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, ýòà �èãóðà

ïîëó÷åíà ñêëåéêîé òðåóãîëüíèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíÿì ãèïåð-

ãðà�à. Ñêëåéêà îñóùåñòâëÿåòñÿ íå îáÿçàòåëüíî â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå: ëèáî â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ëèáî äàæå àáñòðàêò-

íî, íåçàâèñèìî îò îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 5.1.1 èçîáðàæåíî ïîñòðîåíèå òåëà ïîëíîãî

ãèïåðãðà�à ñ 4 âåðøèíàìè. Òåëî ãèïåðãðà�à, ïîñòðîåííîãî ïî òðè-
àíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè, ãîìåîìîð�íî ýòîé ïîâåðõíîñòè. Áîëåå îá-

ùèì îáðàçîì, ãèïåðãðà�û, êàê è ãðà�û, ìîæíî çàäàâàòü �èãóðà-

ìè, â òîì ÷èñëå ¾ãëàäêèìè¿ è ñàìîïåðåñåêàþùèìèñÿ. Ñì. òðåòüþ

è ÷åòâåðòóþ ñòðîêè íà ðèñ. 2.1.1. Îäíà �èãóðà çàäàåò ìíîãî ãèïåð-

ãðà�îâ.

Îáû÷íî âñå òàêèå ãèïåðãðà�û ãîìåîìîð�íû (ñì. òåîðåìó 5.2.4

è ïðèìåð ïåðåä çàäà÷åé 10.3.3). Òîãäà ãèïåðãðà� ìîæåò íàçûâàòüñÿ

òàê æå, êàê è �èãóðà; â ýòîì ñëó÷àå íå èçîìîð�íûå, íî ãîìåîìîð�-

íûå ãèïåðãðà�û íàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî.

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå òåëà, ãèïåðãðà�� êîìáèíàòîðíûé îáúåêò.

Íåâîçìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü òî÷êó íà åãî ãðàíè. Îäíàêî ¾âçÿòèå

òî÷êè íà ãðàíè òåëà ãèïåðãðà�à¿ �îðìàëèçóåòñÿ ¾âçÿòèåì íîâîé

âåðøèíû íîâîãî ãèïåðãðà�à, îáðàçîâàâøåãîñÿ ïðè ïîäðàçäåëåíèè

ýòîé ãðàíè¿, ñì. ðèñ. 5.2.2 ñïðàâà. Ìû íå áóäåì äîâîäèòü ðàññóæ-

äåíèÿ äî òàêîãî �îðìàëèçìà.

5.2. �îìåîìîð�íîñòü ãèïåðãðà�îâ

Çàìå÷àíèå 5.2.1 (ãîìåîìîð�íîñòü ãðà�îâ). (a) Îïåðàöèÿ ïîä-

ðàçäåëåíèÿ ðåáðà ãðà�à ïîêàçàíà íà ðèñ. 5.2.1. Äâà ãðà�à íàçûâà-

þòñÿ ãîìåîìîð�íûìè, åñëè îäèí ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî (òî÷-

íåå, èç ãðà�à, èçîìîð�íîãî äðóãîìó) îïåðàöèÿìè ïîäðàçäåëåíèÿ

ðåáðà è îáðàòíûìè ê íèì. Èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, åñëè ñóùåñòâó-

åò ãðà�, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü èç êàæäîãî èç äàííûõ ãðà�îâ

ïîäðàçäåëåíèÿìè ðåáåð.

(b) Îïðåäåëåíèå ãîìåîìîð�íîñòè ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà ïðèâåäåíî â ï. 3.1. Îêàçûâàåòñÿ, ãðà�û G1 è G2 ãîìåî-

ìîð�íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåëà |G1| è |G2| ãîìåîìîð�-
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�èñ. 5.2.1. Ïîäðàçäåëåíèå ðåáðà

íû. Ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ ìîòèâèðîâêîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãîìåî-

ìîð�íîñòè ãðà�îâ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïåðåâåñòè èçó÷åíèå íåêîòî-

ðûõ �èãóð íà êîìáèíàòîðíûé ÿçûê.

(
) Îäíîìåðíûì ïîëèýäðîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ãîìåîìîð�íîñòè

ãðà�îâ. Òîïîëîãó èíòåðåñíû èìåííî ïîëèýäðû (÷àñòî òîïîëîã íà-

çûâàåò èõ ãðà�àìè), à ãðà�û è òåëà � óäîáíûå ñðåäñòâà èçó÷åíèÿ

ïîëèýäðîâ è õðàíåíèÿ èõ â êîìïüþòåðå. Êîìáèíàòîðùèêó è äèñ-

êðåòíîìó ãåîìåòðó èíòåðåñíû ãðà�û è òåëà, à ïîëèýäðû ñêîðåå

îêàçûâàþòñÿ óäîáíûìè ñðåäñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå ãîìåîìîð�íîñòè (êîìáèíàòîðíî-òîïîëîãè÷åñêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè) ãèïåðãðà�îâ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ãîìåîìîð�-

íîñòè ãðà�îâ.

Îïåðàöèÿ ïîäðàçäåëåíèÿ ðåáðà äâóìåðíîãî ãèïåðãðà�à èçîá-

ðàæåíà íà ðèñ. 5.2.2 ñëåâà.

�èñ. 5.2.2. Ïîäðàçäåëåíèÿ ðåáðà è ãðàíè

5.2.2. Îïåðàöèÿ ïîäðàçäåëåíèÿ ãðàíè íà ðèñ. 5.2.2 ñïðàâà âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç îïåðàöèþ ïîäðàçäåëåíèÿ ðåáðà è îáðàòíóþ ê íåé.
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Äâà ãèïåðãðà�à íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîð�íûìè, åñëè îäèí ìîæ-

íî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî (òî÷íåå, èç ãèïåðãðà�à, èçîìîð�íîãî äðó-

ãîìó) îïåðàöèÿìè ïîäðàçäåëåíèÿ ðåáðà è îáðàòíûìè ê íèì.

5.2.3. (a) �èïåðãðà� ñ âåðøèíàìè 0, 1, . . . , n è ãðàíÿìè

{0, 1, 2}, {0, 2, 3}, . . . , {0, n− 1, n} ãîìåîìîð�åí ïîëíîìó ãèïåðãðà-

�ó ñ òðåìÿ âåðøèíàìè.

(b) Òî æå äëÿ íàáîðà ãðàíåé {0, 1, 2}, {0, 2, 3}, . . . , {0, n− 1, n}, {0, n, 1}.
(
) �èïåðãðà�û â êàæäîé îäíîé êîëîíêå íà ðèñ. 2.1.1 ãîìåî-

ìîð�íû ìåæäó ñîáîé (äëÿ íåêîòîðûõ òðèàíãóëÿöèé êâàäðàòîâ),

à èç ðàçíûõ êîëîíîê � íåò.

Óêàçàíèå: íåãîìåîìîð�íîñòü ìîæíî äîêàçûâàòü ïî ìåðå ÷òåíèÿ

ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ.

(d) Ëþáûå äâå òðèàíãóëÿöèè òðåóãîëüíèêà ãîìåîìîð�íû.

(e) The spheres S2
de�ned in Example 5.1.1.a,
 are homeomorphi
.

(f) Give an example of hypergraphs A, B, C, A′, B′, C ′
su
h that

A ∩ B = C, A′ ∩ B′ = C ′
, hypergraphs A and A′

, B and B′
, C and

C ′
, are homeomorphi
, but hypergraphs A ∪ B and A′ ∪ B′

are not

homeomorphi
.

Both (d,e) are non-trivial. Part (d) 
an be proved in a dire
t

geometri
 way (
he
k that your proof does not work for the M�obius

band), or follows from Theorem 5.4.3. Part (e) follows from Theorem

5.3.3 (or from a more 
ompli
ated Theorem 5.2.4.a).

Òåîðåìà 5.2.4. (a) Äâóìåðíûå ãèïåðãðà�û ãîìåîìîð�íû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òåëà ãîìåîìîð�íû.

(b) �èïåðãðà�û, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì òðèàíãóëÿöèÿì îäíî-

ãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ â Rm (ñì. ï. 4.5), ãîìåîìîð�íû.

Ýòî âàæíîå óòâåðæäåíèå (¾Hauptvermutung¿). Îíî èëëþñòðè-

ðóåò ñâÿçü ìåæäó ¾êîìáèíàòîðíîé¿ ãîìåîìîð�íîñòüþ ãèïåðãðà�îâ

è ¾òîïîëîãè÷åñêîé¿ ãîìåîìîð�íîñòüþ èõ òåë.

Òåîðåìà 5.2.4 íå äîêàçûâàåòñÿ è íå èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé êíèãå.

Îíà íåòðèâèàëüíà, äàæå åñëè îäèí èç ãèïåðãðà�îâ ÿâëÿåòñÿ òðå-

óãîëüíèêîì (óòâåðæäåíèå 5.2.3 (d)) èëè ñ�åðîé ñ ðó÷êàìè (ï. 2.1).

13

13

Îñòîðîæíî: êðàñèâûå íàãëÿäíûå ïîÿñíåíèÿ ýòîãî èëè àíàëîãè÷íûõ ðåçóëü-

òàòîâ ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè! Íàïðèìåð, â [Pr14, äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 11.5℄ íå îïðåäåëåíû ¾ðåáðà ïîâåðõíîñòè¿, ¾êóñî÷íî ëèíåéíûé ãðà� íà
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Äâóìåðíûì ïîëèýäðîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ãîìåîìîð�íîñòè äâó-

ìåðíîãî ãèïåðãðà�à. Àíàëîã çàìå÷àíèÿ 5.2.1.
 ñïðàâåäëèâ äëÿ ãè-

ïåðãðà�îâ.

�ðà� íàçûâàåòñÿ âëîæèìûì â ãèïåðãðà� (èëè ðåàëèçóåìûì

â ãèïåðãðà�e), åñëè íåêîòîðûé ãèïåðãðà�, ãîìåîìîð�íûé äàííîìó,

ñîäåðæèò íåêîòîðûé ãðà�, ãîìåîìîð�íûé äàííîìó.

5.3. Re
ognition of 2-hypergraphs being homeomorphi


Òåîðåìà 5.3.1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ãîìåî-

ìîð�íîñòè

(a) äâóìåðíîãî ãèïåðãðà�à ñ�åðå S2
;

(b) äâóìåðíûõ ãèïåðãðà�îâ.

Òåîðåìà 5.3.1.b íå äîêàçûâàåòñÿ è íå èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé

êíèãå. Òåîðåìà 5.3.1 (a) âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.3.3 î ðàñïîçíàâà-

íèè ñ�åðû. Ïîñëåäíþþ è òåîðåìó 5.6.1 î êëàññè�èêàöèè ïîâåðõ-

íîñòåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè òåîðå-

ìû 5.3.1 (b), êîòîðûå ïîêàçûâàþò, êàê äîêàçûâàòü è îáùèé ñëó÷àé

(ñì. çàäà÷ó 5.4.4 (b) è ïîíÿòèå ïðèêëåèâàþùåãî ñëîâà ïåðåä çàäà-

÷åé 10.5.10). Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìóëèðîâêè

ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

�èïåðãðà� íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè îò ëþáîé âåðøèíû ìîæ-

íî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé ïî ðåáðàì.

Äâóìåðíûé ãèïåðãðà� íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâûì, åñ-

ëè äëÿ ëþáîé åãî âåðøèíû v âñå ãðàíè, åå ñîäåðæàùèå, îáðàçóþò

öåïî÷êó

{v, a1, a2}, {v, a2, a3}, . . . , {v, an−1, an} èëè

{v, a1, a2}, {v, a2, a3}, . . . , {v, an−1, an}, {v, an, a1}
äëÿ íåêîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí a1, . . . , an (ñð. ñ óòâåð-
æäåíèÿìè 5.2.3.a,b).

ïîâåðõíîñòè¿ è ¾òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ðåáåð¿. ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó

òðóäíîñòü, íóæíà âåðñèÿ òåîðåìû 4.6.4 î òðèàíãóëèðóåìîñòè.Ìîæíî ïîñòóïèòü

ïðîùå, äîêàçûâàÿ ñîâïàäåíèå ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê íå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

çàìêíóòûõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, à äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðîâ, è âçÿòü

â êà÷åñòâå G2 êîíêðåòíóþ ïîñòðîåííóþ òðèàíãóëÿöèþ (ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ

òåîðåìû 11.5). Äàæå ïîñëå ýòîãî �ðàçà ¾�ðà� G1 ìîæíî èçìåíèòü òàê...¿ íå

î÷åâèäíà; ïî-âèäèìîìó, ýòîò �àêò ñòîëü æå ñëîæåí, êàê è òåîðåìà 5.2.4.b.



148 � 5. Äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Íàïðèìåð, ãèïåðãðà�û, ÿâëÿþùèåñÿ òðèàíãóëÿöèÿìè ïîâåðõíî-

ñòåé íà ðèñ. 2.1.1, ñì. óòâåðæäåíèå 4.6.3 (èëè äèñêà ñ ëåíòî÷êàìè,

ï. 1.5), ëîêàëüíî åâêëèäîâû.

5.3.2. (a) Äëÿ êàêèõ n ïîëíûé ãèïåðãðà� ñ n âåðøèíàìè ëî-

êàëüíî åâêëèäîâ?

(b) Ñóùåñòâóåò íå ëîêàëüíî åâêëèäîâ ãèïåðãðà�, ê êàæäîìó

ðåáðó êîòîðîãî ïðèìûêàþò äâå ãðàíè.

(
) �èïåðãðà�, ãîìåîìîð�íûé ëîêàëüíî åâêëèäîâó, ëîêàëüíî

åâêëèäîâ.

Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé äâóìåðíîãî ãèïåðãðà�àK ñ V âåð-

øèíàìè, E ðåáðàìè è F ãðàíÿìè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

χ(K) := V − E + F.

Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåäåíû â ï. 5.5.

Òåîðåìà 5.3.3 (î ðàñïîçíàâàíèè ñ�åðû). Äâóìåðíûé ãèïåðãðà�

ãîìåîìîð�åí ñ�åðå S2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñâÿçåí, ëî-

êàëüíî åâêëèäîâ è åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà 2.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåí â ï. 5.4. Î ìíî-

ãîìåðíûõ àíàëîãàõ ñì. ï. 10.1.

5.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3.3 î ðàñïîçíàâàíèè ñ�åðû

5.4.1. (a) The Euler 
hara
teristi
 of the sphere S2
equals 2.

(b) Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ãîìåîìîð�íûõ ãèïåðãðà�îâ ðàâ-

íû.

×àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿ òåîðåìû 5.3.3 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 5.3.2 (
)

è 5.4.1 (a, b). (Çàìêíóòîñòü è îðèåíòèðóåìîñòü, ñì. ïï. 5.6, 5.7, òàê-

æå íåîáõîäèìû äëÿ ãîìåîìîð�íîñòè, íî îíè âûòåêàþò èç îñòàëü-

íûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé òåîðåìû 5.3.3.)

Êðàåì (èëè ãðàíèöåé) ∂N ëîêàëüíî åâêëèäîâà ãèïåðãðà�à N
íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ òåõ åãî ðåáåð, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ

òîëüêî â îäíîé ãðàíè.

5.4.2. (a) Êðàé ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì öèêëîâ, ò. å. ãðà-

�îâ, ãîìåîìîð�íûõ òðåóãîëüíèêó.

(b) Êîëè÷åñòâî êðàåâûõ îêðóæíîñòåé îäèíàêîâî äëÿ ãîìåî-

ìîð�íûõ ëîêàëüíî åâêëèäîâûõ ãèïåðãðà�îâ.
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(
) �èïåðãðà�û, ¾ïðåäñòàâëÿþùèå¿ êîëüöî è ëåíòó Ì¼áèóñà, íå

ãîìåîìîð�íû.

(d) Let K and L be homeomorphi
 lo
ally Eu
lidean hypergraphs.

Denote by K+ and L+ the hypergraphs obtained from them by

atta
hing disks to all the boundary 
omponents (i.e. atta
hing 
ones

over all the boundary 
omponents). ThenK+ and L+ are homeomorphi
.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè ¾òîãäà¿ òåîðåìû 5.3.3. This part is

redu
ed to its version for thi
kenings (Proposition 2.7.8.b). Îáîçíà÷èì

÷åðåç

• K äàííûé ëîêàëüíî åâêëèäîâ ãèïåðãðà�;

• V, E, F, h(K) êîëè÷åñòâà åãî âåðøèí, ðåáåð, ãðàíåé è êðàåâûõ
îêðóæíîñòåé;

• M îáúåäèíåíèå øàïî÷åê è ëåíòî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî

âåðøèíàì è ðåáðàì (ñì. ðèñ. 1.6.3 ñëåâà and a rigorous de�nition

below in this subse
tion).

Ââèäó óòâåðæäåíèé 5.2.3.a,b any pat
h, any ribbon, and any 
ap

is homeomorphi
 to D2
. Hen
e M is a thi
kening of the union of

edges. ßñíî, ÷òî M èìååò F + h(K) êðàåâûõ îêðóæíîñòåé. Òàê

êàê V − E + F = 2, òî ââèäó ñâÿçíîñòè è óòâåðæäåíèÿ 2.7.8.b ïî-

ëó÷àåì, ÷òî h(K) = 0 è M ãîìåîìîð�íî ñ�åðå ñ F äûðêàìè. The

thi
kening M is K with F holes. Çíà÷èò, ïî óòâåðæäåíèþ 5.4.2.d K
ãîìåîìîð�íî ñ�åðå.

Áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì G′
ãðà�à G íàçîâåì ðåçóëü-

òàò ïîäðàçäåëåíèÿ âñåõ åãî ðåáåð. Áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëå-

íèåì ãðàíè ãèïåðãðà�à íàçîâåì çàìåíó åå íà øåñòü íîâûõ ãðàíåé,

ïîëó÷åííûõ ïðîâåäåíèåì ¾ìåäèàí¿ â òðåóãîëüíèêå, ïðåäñòàâëÿþ-

ùåì ýòó ãðàíü (ðèñ. 5.4.1). Áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíè-

åì K ′
ãèïåðãðà�à K íàçîâåì ðåçóëüòàò áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîä-

ðàçäåëåíèÿ âñåõ åãî ãðàíåé.

Òàê êàê áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü

ñ ïîìîùüþ ïîäðàçäåëåíèé ðåáåð, òî K ′
ãîìåîìîð�íî K.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ′′
ãèïåðãðà�, ïîëó÷åííûé èç ãèïåðãðà�à K

äâóêðàòíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäå-

ëåíèÿ. Íàçîâåì (ñì. ðèñ. 1.6.3 ñëåâà, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà òðè-

àíãóëÿöèÿ K 2-ìíîãîîáðàçèÿ)
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�èñ. 5.4.1. Áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå

• øàïî÷êîé îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè K ′′
, ñîäåð-

æàùèõ íåêîòîðóþ âåðøèíó òðèàíãóëÿöèè K;

• ëåíòî÷êîé îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè K ′′
, ïåðå-

ñåêàþùèõ íåêîòîðîå ðåáðî òðèàíãóëÿöèè K, íî íå ñîäåðæàùèõ íè-

êàêîé âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè K;

• çàïëàòêîé êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè îáúåäèíåíèÿ îñòàâøèõñÿ

ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè K ′′
, i.e., the union of all fa
es of K ′′

belonging

neither to 
aps nor to ribbons.

Òåîðåìà 5.4.3. Äâóìåðíûé ãèïåðãðà� ãîìåîìîð�åí äèñêó D2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñâÿçåí, ëîêàëüíî åâêëèäîâ, èìååò

îäíó êîìïîíåíòó êðàÿ è åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà 1.

5.4.4. (a) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ãèïåðãðà�ó, ãîìåî-

ìîð�íîìó ñ�åðå S2
, ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäðàçäåëåíèé ðå-

áåð è îáðàòíûõ îïåðàöèé, ïðèâîäÿùèé äàííûé ãèïåðãðà� ê S2
.

(b) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ãîìåîìîð�íîñòè ãè-

ïåðãðà�à êíèæêå ñ 3 ñòðàíèöàìè.

5.5. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ãèïåðãðà�à

5.5.1. Ïðèäóìàéòå ñâÿçíûé ëîêàëüíî åâêëèäîâ 2-ãèïåðãðà�,

èìåþùèé

(a) ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó −99.
(b) ïóñòîé êðàé è ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó −10.
(
) ïóñòîé êðàé è ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó 1.

For a solution the following transformations are useful. Èç ëîêàëüíî

åâêëèäîâà ãèïåðãðà�à ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûå ëîêàëüíî åâêëèäîâû

ãèïåðãðà�û
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�èñ. 5.5.1. Ïðèêëåèâàíèå ðó÷êè è ïëåíêè Ì¼áèóñà; âûðåçàíèå äûðêè

• âûðåçàíèåì äûðêè, ò.å. óäàëåíèåì ãðàíè, íè îäíà èç âåðøèí

êîòîðîé íå ëåæèò â êðàå,

• ïðèêëåèâàíèåì ðó÷êè, ò.å. âûðåçàíèåì äûðêè and atta
hing to

its boundary some torus with hole, ñì. çàìå÷àíèå 5.1.1.
, è

• ïðèêëåèâàíèåì ïëåíêè Ì¼áèóñà ò.å. âûðåçàíèåì äûðêè and atta
hing

to its boundary some M�obius band).

Ñì. ðèñ. 5.5.1. Before we prove in �5.8 that these operations are

well-de�ned (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�íîñòè), we do not assume

that.

Ýòè îïåðàöèè ïîçâîëÿþò äàòü ñëåäóþùèå ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ.

Ñ�åðîé ñ g ðó÷êàìè íàçûâàåòñÿ ëþáîé ãèïåðãðà�, ïîëó÷åííûé èç

ñ�åðû g îïåðàöèÿìè ïðèêëåèâàíèÿ ðó÷êè. Ñ�åðîé ñ m ïëåíêàìè

Ì¼áèóñà íàçûâàåòñÿ ëþáîé ãèïåðãðà�, ïîëó÷åííûé èç ñ�åðû m
îïåðàöèÿìè ïðèêëåèâàíèÿ ïëåíêè Ì¼áèóñà.

5.5.2. (a) Îïðåäåëèì 
areless ïðèêëåèâàíèå ðó÷êè êàê âûðåçà-

íèå äâóõ äûðîê è ïðèêëåèâàíèå ê èõ êðàÿì íåêîòîðîãî êîëüöà (öè-

ëèíäðà, äèñêà ñ äûðêîé). Prove that this operation is not-well de�ned

(äàæå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�íîñòè).

Hint: see Figure 2.8.2 (a) and use �5.7.
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(b) Îïðåäåëèòå 
areful ïðèêëåèâàíèå ðó÷êè, ñëåäóÿ ðèñ. 2.1.5.

Prove that this is the same as ïðèêëåèâàíèå ðó÷êè (ñ òî÷íîñòüþ äî

ãîìåîìîð�íîñòè).

(
) Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü (ñì. ïðèìåð 4.5.4) ñ äûðêîé ãîìåî-

ìîð�íà ëåíòå Ì¼áèóñà.

Íå�îðìàëüíîå îáîñíîâàíèå ýòîãî �àêòà (êîòîðûé è íå ñ�îð-

ìóëèðîâàí ÷åòêî) ïîçâîëÿåò äàòü ñëåäóþùåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ ëþáîé ãèïåðãðà�, ïîëó÷åí-

íûé èç ñ�åðû ïðèêëåèâàíèåì ïëåíêè Ì¼áèóñà.

(d) Ñ�åðà ñ m ïëåíêàìè Ì¼áèóñà è äûðêîé ãîìåîìîð�íà äèñêó

ñ m ëåíòàìè Ì¼áèóñà (ñì. ðèñóíîê 2.8.1 è îïðåäåëåíèå ïîñëå íåãî).

(e) Áóòûëêà Êëåéíà ãîìåîìîð�íà ñ�åðå ñ äâóìÿ ïëåíêàìè Ì¼-

áèóñà.

(f) Òîð ñ ïëåíêîé Ì¼áèóñà ãîìåîìîð�åí áóòûëêå Êëåéíà ñ ïëåí-

êîé Ì¼áèóñà.

(g) �åçóëüòàò ïðèêëåèâàíèÿ ïëåíêè Ì¼áèóñà ãîìåîìîð�åí ðå-

çóëüòàòó âûðåçàíèÿ äûðêè è ñêëåéêè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-

íûõ òî÷åê íà åå êðàåâîé îêðóæíîñòè.

(h) �åçóëüòàò ïðèêëåèâàíèÿ ðó÷êè ãîìåîìîð�åí ðåçóëüòàòó

âûðåçàíèÿ êâàäðàòèêà ABCD è ñêëåéêè íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ

AB è DC, AD è BC.

5.5.3. Íàéäèòå ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè

(a) ñ�åðû; (b) êîëüöà; (
) òîðà; (d) ëåíòû Ì¼áèóñà;

(e) ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè; (f) ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè è h äûðêàìè;
(g) áóòûëêè Êëåéíà; (h) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

We re
ommend to 
ompute ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó (íàïðèìåð,

â çàäà÷å 5.5.3) íå ïî îïðåäåëåíèþ, à ñ èñïîëüçîâàíèåì åå ñâîéñòâ.

Îíè ïðèâåäåíû â óòâåðæäåíèÿõ 5.4.1.b è 5.5.4.

5.5.4. (a) (Çàãàäêà) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå �îðìóëó äëÿ

ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåäèíåíèÿ.

(b) Âûðåçàíèå äûðêè óìåíüøàåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó íà 1.
(
) (Çàãàäêà) How Euler 
hara
teristi
 is 
hanged under atta
hing

a handle or a M�obius �lm?

5.5.5. Ñ�åðû ñ ðàçíûìè êîëè÷åñòâàìè ðó÷åê íå ãîìåîìîð�íû.

(Ýòî íåî÷åâèäíî ââèäó ãîìåîìîð�íîñòè �èãóð, êàæóùèõñÿ ñîâñåì

íåïîõîæèìè, ñì. ï. 2.7 è îñîáåííî ï. 2.8. ×åòêàÿ �îðìóëèðîâêà:
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íèêàêàÿ ñ�åðà ñ îäíèì êîëè÷åñòâîì ðó÷åê íå ãîìåîìîð�íà íèêàêîé

ñ�åðå ñ äðóãèì êîëè÷åñòâîì ðó÷åê.)

5.5.6. Íàéäèòå ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó

(a) äèñêà ñ m ëåíòàìè Ì¼áèóñà (ðèñ. 2.8.1 è îïðåäåëåíèå ïîñëå

íåãî);

(b) áóòûëêè Êëåéíà ñ g ðó÷êàìè;
(
) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ g ðó÷êàìè;
(d) ñ�åðû ñ m ïëåíêàìè Ì¼áèóñà;

(e) ñ�åðû ñ m ïëåíêàìè Ì¼áèóñà è h äûðêàìè.

5.5.7. Êàêèå ãèïåðãðà�û èç çàäà÷è 5.5.6 ãîìåîìîð�íû?

5.5.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K òðèàíãóëÿöèþ 2-ìíîãîîáðàçèÿ.
(a) Òåîðåìà �èìàíà. Ïóñòü â K äàíû g +m ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ öèêëîâ, ïðè÷åì ïðè ðàçðåçàíèè ïî êàæäîìó èç g ïåðâûõ
îáðàçóåòñÿ äâå êðàåâûå îêðóæíîñòè, à ïðè ðàçðåçàíèè ïî êàæäîìó

èç m ïîñëåäíèõ � îäíà. Åñëè 2g + m > 2 − χ(K), òî îáúåäèíåíèå

ýòèõ öèêëîâ ðàçáèâàåò òðèàíãóëÿöèþ.

(Ýòî îáîáùàåò òåîðåìó �èìàíà 2.3.5 (a) è âûòåêàåò èç óòâåðæäå-

íèÿ 5.5.9, ñð. ñ [Pr14, � 11.4℄.)

(b) Íåðàâåíñòâî Ýéëåðà. Ñâÿçíûé ïîäãðà� G â K, èìåþùèé

V âåðøèí è E ðåáåð, ðàçáèâàåò òðèàíãóëÿöèþ íå ìåíåå ÷åì íà

E − V + χ(K) ÷àñòåé.
Èíûìè ñëîâàìè, χ(G)> χ(K).
(
)* Íà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ìîæåò ðàçáèâàòüK

åå ïîäãðà� ñ V âåðøèíàìè, E ðåáðàìè è s êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè?

5.5.9. �àçðåæåì òðèàíãóëÿöèþ 2-ìíîãîîáðàçèÿ ïî íåðàçáèâàþ-

ùåé êðèâîé, ñîñòàâëåííîé èç íåêîòîðûõ ðåáåð. Ïîëó÷åííàÿ òðèàí-

ãóëÿöèÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿ èìååò òó æå ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó, ÷òî
èñõîäíàÿ.

5.6. Êëàññè�èêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé

Òåîðåìà 5.6.1 (î êëàññè�èêàöèè ïîâåðõíîñòåé). Ëþáîé ñâÿç-

íûé ëîêàëüíî åâêëèäîâ äâóìåðíûé ãèïåðãðà� ãîìåîìîð�åí ëèáî

ñ�åðå ñ ðó÷êàìè è äûðêàìè, ëèáî ñ�åðå ñ ïëåíêàìè Ì¼áèóñà è äûð-

êàìè.
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Òàêèå ãèïåðãðà�û íå ãîìåîìîð�íû äëÿ ðàçëè÷íûõ òðîåê (ε, g, h),
ðàâíûõ (0, g, h) äëÿ ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè è h äûðêàìè è ðàâíûõ

(1, g, h) äëÿ ñ�åðû ñ g ïëåíêàìè Ì¼áèóñà è h äûðêàìè.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåí â ï. 5.7. Îí äà-

åò àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ãîìåîìîð�íîñòè ãèïåðãðà�à êàæäîìó

èç óêàçàííûõ â íåé êëàññîâ (ε, g, h) ãîìåîìîð�íîñòè ãèïåðãðà�îâ,

à òàêæå àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ãîìåîìîð�íîñòè ëîêàëüíî åâêëè-

äîâûõ ãèïåðãðà�îâ. Ñð. ñ òåîðåìîé 6.7.6.

Êóñî÷íî ëèíåéíûì äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ êëàññ

ãîìåîìîð�íîñòè ëîêàëüíî åâêëèäîâà äâóìåðíîãî ãèïåðãðà�à. Åñ-

ëè íå áóäåò ïóòàíèöû ñ ïîíÿòèåì 2-ìíîãîîáðàçèÿ èç ï. 4.5, òî ìû

áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî ëèíåéíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ïðîñòî

2-ìíîãîîáðàçèåì.
Äàëåå âìåñòî òåðìèíà ¾ëîêàëüíî åâêëèäîâ ãèïåðãðà�¿ ìû èñ-

ïîëüçóåì îáû÷íûé òåðìèí ¾òðèàíãóëÿöèÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿ¿. �à-
íåå ýòî áûëî íåóäîáíî äëÿ íà÷èíàþùåãî, ïîñêîëüêó ïðè èçó÷åíèè

2-ìíîãîîáðàçèé ñ êóñî÷íî ëèíåéíîé òî÷êè çðåíèÿ èçíà÷àëüíûì îáú-

åêòîì ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðà�, à íå 2-ìíîãîîáðàçèå.
Ëîêàëüíî åâêëèäîâ ãèïåðãðà� íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè

êàæäîå åãî ðåáðî ëåæèò â äâóõ ãðàíÿõ (à íå â îäíîé; ò. å. åñëè

äëÿ êàæäîé âåðøèíû èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé èç îïðåäåëåíèÿ

ëîêàëüíîé åâêëèäîâîñòè). Íàïðèìåð, çàìêíóòû òîëüêî ïîñëåäíèå

÷åòûðå ¾ãèïåðãðà�à¿ íà ðèñ. 2.1.1. ¾Çàêëåèâ¿ êàæäóþ êðàåâóþ

îêðóæíîñòü äèñêà ñ ëåíòî÷êàìè äèñêîì, ïîëó÷èì çàìêíóòûé ëî-

êàëüíî åâêëèäîâ ãèïåðãðà�.

5.7. Îðèåíòèðóåìûå òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèé

Îðèåíòàöèÿ òðåóãîëüíèêà � óïîðÿäî÷åíèå åãî âåðøèí ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè. Îðèåíòàöèþ óäîáíî çàäàâàòü çàìêíó-

òîé êðèâîé ñî ñòðåëêîé, ëåæàùåé â òðåóãîëüíèêå (èëè óïîðÿäî÷åí-

íîé ïàðîé íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ).

Îðèåíòàöèåé òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ íàáîð

îðèåíòàöèé åå ãðàíåé, ñîãëàñîâàííûõ âäîëü êàæäîãî ðåáðà, ëåæà-

ùåãî â äâóõ ãðàíÿõ, ò. å. çàäàþùèõ ñ äâóõ ñòîðîí ýòîãî ðåáðà ïðî-

òèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ (ðèñ. 5.7.1).
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�èñ. 5.7.1. Ñîãëàñîâàííûå îðèåíòàöèè

Òðèàíãóëÿöèÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîé, åñëè
ó íåå ñóùåñòâóåò îðèåíòàöèÿ

14

.

Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî ãëàäêîå 2-ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ îðè-
åíòèðóåìûì â ñìûñëå ï. 4.10 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìå-

åò îðèåíòèðóåìóþ òðèàíãóëÿöèþ.

5.7.1. (a) �îìåîìîð�íûå òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèé îðèåí-

òèðóåìû èëè íåò îäíîâðåìåííî.

(b) Ñ�åðà, òîð è ñ�åðà ñ ðó÷êàìè îðèåíòèðóåìû.

(
) Ëåíòà Ì¼áèóñà, áóòûëêà Êëåéíà è ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü

(ðèñ. 2.1.1) íåîðèåíòèðóåìû.

(d) Òîð íå ãîìåîìîð�åí áóòûëêå Êëåéíà.

5.7.2. (a) Îðèåíòèðóåìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âûðåçàíèè äûðêè.

(b) Äèñê ñ ëåíòî÷êàìè (ñì. ï. 1.5) îðèåíòèðóåì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íåò ïåðåêðó÷åííûõ ëåíòî÷åê.

(
) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé òðèàí-

ãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ ÷åòíà. (Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.6.1 èëè

èç óòâåðæäåíèÿ 6.7.3 (b).)

5.7.3. (a) Òðèàíãóëÿöèÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿ îðèåíòèðóåìà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íèêàêàÿ ãîìåîìîð�íàÿ åé òðèàíãóëÿöèÿ íå

ñîäåðæèò òðèàíãóëÿöèè ëåíòû Ì¼áèóñà.

(b)* Ñóùåñòâóåò ëè íåîðèåíòèðóåìàÿ òðèàíãóëÿöèÿ 2-ìíîãîîá-
ðàçèÿ, íå ñîäåðæàùàÿ òðèàíãóëÿöèè ëåíòû Ì¼áèóñà?

(
) Çàìêíóòàÿ òðèàíãóëÿöèÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿ îðèåíòèðóåìà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð ãðàíåé åå áàðèöåíòðè-

14

Ïîíÿòèå îðèåíòèðóåìîñòè ¾íåâîçìîæíî¿ ââåñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãèïåð-

ãðà�îâ (ïîäóìàéòå ïî÷åìó), íî ìîæíî ââåñòè äëÿ ãèïåðãðà�îâ, êàæäîå ðåáðî

êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ÷åì â äâóõ ãðàíÿõ.
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÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ê êàæäîìó ðåáðó áàðèöåíòðè-

÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ ïðèìûêàåò ðîâíî îäíà ãðàíü íàáîðà.

Êðèòåðèé èç ï. (a) íå äàåò àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ îðèåíòè-

ðóåìîñòè. Òàêîé àëãîðèòì ïîëó÷àåòñÿ èç óñèëåíèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ,

ïîëó÷åííîãî çàìåíîé ñëîâ ¾íèêàêàÿ ãîìåîìîð�íàÿ åé òðèàíãóëÿ-

öèÿ¿ íà ¾åå âòîðîå áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçáèåíèå¿. Âïðî÷åì, ñî-

îòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìåäëåííî ðàáîòàåò (èìååò ¾ýñêïîíåíöè-

àëüíóþ ñëîæíîñòü¿). Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðèâåäåí â ï. 6.1

(èëè ïîëó÷àåòñÿ èç ï. (
)).

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.6.1 î êëàññè�èêàöèè ïî-

âåðõíîñòåé. Íåãîìåîìîð�íîñòü (ò. å. âòîðîå ïðåäëîæåíèå) äîêà-

çûâàåòñÿ 
 èñïîëüçîâàíèåì îðèåíòèðóåìîñòè, êîëè÷åñòâà ñâÿçíûõ

êîìïîíåíò êðàÿ è ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ò. å. îíà ñëåäóåò

èç óòâåðæäåíèé 5.7.1 (a), 5.4.2 (b), 5.4.1 (b) è ðåçóëüòàòîâ çàäà÷ 5.5.6 (e),

5.5.3 (g).

Äîêàçàòåëüñòâî ãîìåîìîð�íîñòè (ò. å. ïåðâîãî ïðåäëîæåíèÿ)

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.3.3. Ò. å. îíà ñëåäóåò èç �îð-

ìóë Ýéëåðà 2.7.9 (b), 2.8.11 (b) è óòâåðæäåíèé 5.7.2 (a, b).

Â òåîðåìå 5.6.1 ÷èñëî g ðó÷åê íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì

ðîäîì òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ è íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

2 − 2g − h = χ. ×èñëî m ïëåíîê Ì¼áèóñà íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòè-

ðóåìûì ðîäîì è íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà 2 −m − h = χ. Ñì. çàäà-
÷è 5.5.3 (g) è 5.5.6 (a).

5.8. Atta
hing a handle or a M�obius band is well-de�ned

�èïåðãðà�û, ïîëó÷åííûå èç äàííîãî ëîêàëüíî åâêëèäîâà ãèïåð-

ãðà�à âûðåçàíèåì äûðêè, ïðèêëåèâàíèåì ðó÷êè è ïðèêëåèâàíèåì

ïëåíêè Ì¼áèóñà ñîîòâåòñòâåííî, åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ãî-

ìåîìîð�íîñòè. Äëÿ âûðåçàíèÿ äûðêè ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 5.8.1

îá îäíîðîäíîñòè.

Ëåììà 5.8.1 (homogeneity). Let p and q be any two fa
es of a

lo
ally Eu
lidean 2-hypergraph K. If both p and q are disjoint from ∂K,

then K − p and K − q are homeomorphi
.
Íåçàâèñèìîñòü ïðèêëåèâàíèÿ ðó÷êè îò âûáîðà äèñêîâ, ê êîòî-

ðûì ïðèêëåèâàåòñÿ ðó÷êà, òàêæå ñëåäóåò èç ëåììû 5.8.1 îá îäíî-
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ðîäíîñòè. À âîò íåçàâèñèìîñòü îò ñïîñîáà ïðèêëåéêè íå î÷åâèäíà

(õîòÿ îáû÷íî íå îáñóæäàåòñÿ â ó÷åáíèêàõ). Âåäü ðåçóëüòàò ñêëåéêè

äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ABCD è A′B′C ′D′
ïî îòðåçêàì AB è A′B′

,

CD è C ′D′
, çàâèñèò îò ñïîñîáà ñêëåéêè (ò. å. îò âûáîðà íàïðàâëåíèé

íà îòðåçêàõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè îíè ñêëåèâàþòñÿ). Êðîìå

òîãî, â ñëåäóþùåì àáçàöå ìû îïðåäåëÿåì àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ

¾ïðèêëåèâàíèÿ øòó÷êè¿, êîòîðàÿ íå îïðåäåëåíà êîððåêòíî ñ òî÷-

íîñòüþ äî ãîìåîìîð�íîñòè.

A 
andle is the union of quadrilateral ABCD and segments CC1,

DD1, DD2. Given a surfa
e M and an ar
 XY in its boundary,

atta
hing a 
andle is taking the union of M and the 
andle along

identi�
ation of ar
s AB and XY . This 
an be done in two ways:

identify A with X and B with Y , or vi
e versa. The two obtained

shapes are homeomorphi
 when M is a disk, but any homeomorphism

between them reverses orientation on the disk. The two thus obtained

shapes are not homeomorphi
 when M is a disk with 
andle.

Äëÿ ìíîãîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ðåçóëüòàò ïðèêëåèâàíèÿ àíà-

ëîãà ðó÷êè ìîæåò çàâèñåòü îò ñïîñîáà ïðèêëåéêè (ïîÿñíåíèå äëÿ

çíàòîêîâ: CP 2#CP 2
è CP 2#(−CP 2) íå ãîìåîìîð�íû).

Äëÿ íåçàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ïðèêëåéêè íóæíà ¾ñèììåòðè÷-

íîñòü¿ ïðèêëåèâàåìîãî îáúåêòà. Äëÿ ïðèêëåèâàíèÿ ðó÷êè íåçàâè-

ñèìîñòü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 5.8.2 (b) (èëè 5.8.2 (
) èëè 5.5.2.h),

à äëÿ ïðèêëåèâàíèÿ ïëåíêè Ì¼áèóñà � èç óòâåðæäåíèÿ 5.8.3 èëè

5.5.2.g.

5.8.2. (a) Ïðÿìîóãîëüíèê, íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ êîòî-

ðîãî çàäàíû ¾ñîãëàñîâàííûå¿ íàïðàâëåíèÿ, ãîìåîìîð�åí ïðÿìî-

óãîëüíèêó, íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ êîòîðîãî çàäàíû ïðîòè-

âîïîëîæíûå ¾ñîãëàñîâàííûå¿ íàïðàâëåíèÿ. Èëè, �îðìàëüíî, ñóùå-

ñòâóþò èçìåëü÷åíèå K ãèïåðãðà�à ñ âåðøèíàìè 1, 2, 3, 4 è ãðàíÿìè
{1, 2, 3}, {1, 3, 4} è èçîìîð�èçì K→K, ïåðåâîäÿùèé 1, 2, 3, 4 â 2,
1, 4, 3 ñîîòâåòñòâåííî.

(b) Êîëüöî, íà êðàåâûõ îêðóæíîñòÿõ êîòîðîãî çàäàíû ¾ñîãëàñî-

âàííûå¿ íàïðàâëåíèÿ, ãîìåîìîð�íî êîëüöó, íà êðàåâûõ îêðóæíî-

ñòÿõ êîòîðîãî çàäàíû ïðîòèâîïîëîæíûå ¾ñîãëàñîâàííûå¿ íàïðàâ-

ëåíèÿ.
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(
) Òîð ñ äûðêîé, íà êðàåâîé îêðóæíîñòè êîòîðîãî çàäàíî íà-

ïðàâëåíèå, ãîìåîìîð�åí òîðó ñ äûðêîé, íà êðàåâîé îêðóæíîñòè

êîòîðîãî çàäàíî ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå.

5.8.3. Ëåíòà Ì¼áèóñà, íà êðàåâîé îêðóæíîñòè êîòîðîé çàäàíî

íàïðàâëåíèå, ãîìåîìîð�íà ëåíòå Ì¼áèóñà, íà êðàåâîé îêðóæíîñòè

êîòîðîé çàäàíî ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå.

5.9. �åãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè è êëåòî÷íûå ïîäãðà�û

Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîäãðà�à â ãèïåðãðà�å

ìîæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå U øàïî÷åê è ëåíòî÷åê, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ âåðøèíàì è ðåáðàì ïîäãðà�à, ò.å. îáúåäèíåíèå ãðàíåé âòîðîãî

áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ãèïåðãðà�à, ïåðåñåêàþùèõ ïîä-

ãðà�. Ïðèâåäåì áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå.

A hypergraph L is obtained from a hypergraph K by an elementary


ollapse (ýëåìåíòàðíûì ñäàâëèâàíèåì), ifK = L ∪ σ and L ∩ σ = ∂σ − Int τ
for some fa
es σ, τ of K su
h that τ ⊂ ∂σ. A hypergraph K 
ollapses

to L (notation:Kց L) if there exists a sequen
e of elementary 
ollapses
K = K0 ց K1 ց . . .ց Kn = L. A hypergraph K is 
ollapsible, if it


ollapses to a point.

A regular neighborhood of a subhypergraph A in a hypergraph

K is a subhypergraph of some subdivision of K whi
h 
ontains A and


ollapses to A.

5.9.1. (a) The 
one of any graph is 
ollapsible.

(b) Constru
t three hypergraphs none of whi
h 
ollapses to a

hypergraph homeomorphi
 to any other.

(
) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäàâëèâàíèè.

(d) Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ïîäãðà�à è åãî ðåãóëÿðíîé îêðåñò-

íîñòè â 2-ãèïåðãðà�å ðàâíû.
(e) Îáúåäèíåíèå U äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îêðåñò-

íîñòüþ.

Äîïîëíåíèå G − H â ãðà�å G äî íàáîðà âåðøèí H îáðàçîâàíî

âñåìè âåðøèíàìè ãðà�à G, íå ëåæàùèìè â H, è âñåìè ðåáðàìè

ãðà�à G, íè îäèí êîíåö êîòîðûõ íå ëåæèò â H.

Ïóñòü G�ïîäãðà� ãèïåðãðà�à K (ò. å. ïîäãðà� ãðà�à, îáðàçî-

âàííîãî âñåìè âåðøèíàìè è ðåáðàìè ãèïåðãðà�à K). Äîïîëíåíèå



5.9. �åãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè è êëåòî÷íûå ïîäãðà�û 159

K −G îáðàçîâàíî âñåìè ãðàíÿìè ãèïåðãðà�à K, íå ïåðåñåêàþùè-

ìè G.
Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ �îðìàëèçóþò êîíñòðóêöèþ ñêëåéêè

ãèïåðãðà�à èç êâàäðàòà (ðèñ. 2.1.1) èëè èç ìíîãîóãîëüíèêà.

Íàáîð âåðøèí â ãðà�å íàçûâàåòñÿ (òîïîëîãè÷åñêè) êëåòî÷íûì,

åñëè êàæäûé ñâÿçíûé êóñîê äîïîëíåíèÿ òåëà ãðà�à äî òåëà íàáîðà

âåðøèí ãîìåîìîð�åí (òîïîëîãè÷åñêè) îòêðûòîìó îòðåçêó. Ìû áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå (ýêâèâàëåíòíîå) êîìáèíàòîðíîå îïðå-

äåëåíèå. Íàáîð H âåðøèí â ãðà�å G íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì, åñëè

êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ G′′ − H ÿâëÿåòñÿ ïóòåì,

êàæäûé èç êîíöîâ êîòîðîãî ëåæèò â ðåáðå ãðà�à G′′
, ñîäåðæàùåì

îäíó èç âåðøèí íàáîðà H.

Ïîäãðà� â ãèïåðãðà�å íàçûâàåòñÿ (òîïîëîãè÷åñêè) êëåòî÷íûì,

åñëè êàæäûé ñâÿçíûé êóñîê äîïîëíåíèÿ òåëà ãèïåðãðà�à äî òåëà

ïîäãðà�à ãîìåîìîð�åí (òîïîëîãè÷åñêè) îòêðûòîìó äèñêó. Ìû áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå (ýêâèâàëåíòíîå) êîìáèíàòîðíîå îïðå-

äåëåíèå. Ïîäãðà� G â ãèïåðãðà�å K íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì, åñëè

êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà C äîïîëíåíèÿ K ′′ − G′′
ãîìåîìîð�íà

äèñêó,

15

êàæäîå ðåáðî ãðàíèöû êîòîðîãî ëåæèò â ãðàíè ãèïåðãðà�à

K ′′
, ïåðåñåêàþùåé G. Íàïðèìåð,
• òî÷êà â ñ�åðå êëåòî÷íà, à â òîðå � íåò;

• îáúåäèíåíèå ðåáåð ãèïåðãðà�à êëåòî÷íî.
5.9.2. Ôîðìóëà Ýéëåðà. Åñëè K � ãèïåðãðà� è G ⊂ K � ñâÿç-

íûé êëåòî÷íûé ïîäãðà� ñ V âåðøèíàìè èE ðåáðàìè, òî V − E + F = χ(K),
ãäå F �êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êóñêîâ äîïîëíåíèÿ K ′ −G′

.

Ýòà �îðìóëà ñëåäóåò èç �îðìóëû âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé (çà-

äà÷à 5.5.4.a), èáî χ(D2) = 1.

5.9.3. (a) Åñëè ñâÿçíûé ãðà� âëîæèì â ñ�åðó ñ g ðó÷êàìè, òî
îí ãîìåîìîð�åí íåêîòîðîìó êëåòî÷íîìó ïîäãðà�ó ñ�åðû ñ íå áîëåå

÷åì g ðó÷êàìè.
(b) Òî æå äëÿ ñ�åðû ñ ïëåíêàìè Ì¼áèóñà.

15

Âî ìíîãèõ ïðèìåíåíèÿõ êëåòî÷íîñòè óñëîâèå ãîìåîìîð�íîñòè äèñêó ìîæ-

íî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå ïðîùå ïðîâåðÿåìîå óñëîâèå χ(C) = 1. Åñëè êîì-

ïîíåíòà C ëîêàëüíî åâêëèäîâà, òî êëåòî÷íîñòü ýêâèâàëåíòíà è ýòîìó óñëîâèþ,

è òîìó, ÷òî êîìïîíåíòà C ðàçáèâàåòñÿ ëþáîé ëîìàíîé ñ êîíöàìè íà ãðàíèöå

êîìïîíåíòû.
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I should say it meant something simple and ob-

vious, but then I am no philosopher!

I.Murdo
h. The Sea, the Sea
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6.1. Êðèòåðèé îðèåíòèðóåìîñòè

Îïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî ëèíåéíîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ è åãî òðèàíãó-
ëÿöèè ïðèâåäåíû â ïï. 5.3, 5.6. Îïðåäåëåíèÿ ãëàäêîãî 2-ìíîãîîáðà-
çèÿ è åãî òðèàíãóëÿöèè ïðèâåäåíû â ï. 4.5. Â ýòîì ïàðàãðà�å ìîæíî

ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûì èç äâóõ ïîäõîäîâ. Îäíàêî êîå-ãäå àêêóðàòíîå

èçëîæåíèå ïðèâåäåíî òîëüêî íà êóñî÷íî ëèíåéíîì ÿçûêå.

Îïðåäåëåíèå îðèåíòèðóåìîñòè òðèàíãóëÿöèè äàåòñÿ â ï. 5.7.

Ñóùåñòâóåò êðàñèâûé è ïðîñòîé êðèòåðèé îðèåíòèðóåìîñòè: ¾íå

ñîäåðæèò ëåíòû Ì¼áèóñà¿ (÷åòêàÿ �îðìóëèðîâêà íà êóñî÷íî ëè-

íåéíîì ÿçûêå ïðèâåäåíà â çàäà÷å 5.7.3 (a)). Ñóùåñòâóåò ñëåäóþ-

ùèé ïðîñòîé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ îðèåíòèðóåìîñòè. Äîñòàòî÷-

íî ïðîâåðèòü îðèåíòèðóåìîñòü êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ñíà-

÷àëà îðèåíòèðóåì ïðîèçâîëüíî îäíó ãðàíü êîìïîíåíòû. Çàòåì íà

êàæäîì øàãå áóäåì îðèåíòèðîâàòü ãðàíü, ñîñåäíþþ ñ íåêîòîðîé

óæå îðèåíòèðîâàííîé, ïîêà íå îðèåíòèðóåì âñå ãðàíè êîìïîíåíòû

èëè íå ïîëó÷èì íåñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèé âäîëü íåêîòîðîãî

ðåáðà.

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèâåäåì àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé îðè-

åíòèðóåìîñòè, êîòîðûé ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïåðå�îðìóëèðîâ-

êîé îïðåäåëåíèÿ îðèåíòèðóåìîñòè íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå. Íî

îí âàæåí íå ñàì ïî ñåáå, à êàê èëëþñòðàöèÿ òåîðèè ïðåïÿòñòâèé.

Êðîìå òîãî, ïîõîæèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óòâåðæäå-

íèå 6.1.2 (b) è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ êëàññè�èêàöèè óòîëùåíèé [Sk℄.

Ñð. ñ ï. 6.8, 4.11.

16

Äîëæåí áû ñêàçàòü, ÷òî ýòî îçíà÷àåò íå÷òî ïðîñòîå è î÷åâèäíîå, îäíàêî

ÿ íå �èëîñî�! (À.Ìýðäîê. Ìîðå, ìîðå. Ïåð. àâòîðà.)
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Òåîðåìà 6.1.1 (îá îðèåíòèðóåìîñòè). 2-ìíîãîîáðàçèå N îðèåí-

òèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïåðâûé êëàññ Øòè�å-

ëÿ�Óèòíè w1(N) ∈H1(N, ∂) íóëåâîé.

�ðóïïà H1(N, ∂) è êëàññ w1(N) îïðåäåëåíû ïîçæå. Îíè åñòå-

ñòâåííî âîçíèêàþò è ñòðîãî îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ïðèäóìûâà-

íèÿ òåîðåìû îá îðèåíòèðóåìîñòè, ê êîòîðîìó ìû ïåðåéäåì â ï. 6.2.

Âû÷èñëåíèÿ ãðóïïû H1(N) ïðèâåäåíû â ï. 6.4.

Â ýòîì ïàðàãðà�å ñëîâî ¾ãðóïïà¿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñè-

íîíèì ñëîâà ¾ìíîæåñòâî¿ (êðîìå çàäà÷ 6.2.3, 6.5.3 è ï. 6.7). Ïðè-

âîäèìûå ïîñòðîåíèÿ îñòàíóòñÿ èíòåðåñíûìè.

6.1.2. (a) Íàðèñóéòå çàìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ êðè-

âóþ íà äèñêå ñ òðåìÿ ëåíòàìè Ì¼áèóñà, äîïîëíåíèå äî êîòîðîé

îðèåíòèðóåìî.

(b) Íà ëþáîì çàìêíóòîì ñâÿçíîì 2-ìíîãîîáðàçèè íàéäåòñÿ çà-

ìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êðèâàÿ, äîïîëíåíèå äî êîòîðîé

îðèåíòèðóåìî. (Âîò ñòðîãàÿ �îðìóëèðîâêà. Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé

òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ íàéäåòñÿ ïîäãðà� â íåêîòîðîé ãîìåî-

ìîð�íîé òðèàíãóëÿöèè T , ãîìåîìîð�íûé îêðóæíîñòè, äîïîëíåíèå
äî îáðàçà êîòîðîãî âî âòîðîì áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçáèåíèè òðè-

àíãóëÿöèè T , ñì. ï. 5.9, îðèåíòèðóåìî.)

6.2. Ïðåïÿòñòâóþùèé 1-öèêë

Â ýòîì ïàðàãðà�å T � òðèàíãóëÿöèÿ 2-ìíîãîîáðàçèÿ N , à o�
íàáîð îðèåíòàöèé íà åå ãðàíÿõ.

�èñ. 6.2.1. Íàáîð o îðèåíòàöèé è ïðåïÿòñòâóþùèé öèêë ω(o)

Ïîêðàñèì ðåáðî òðèàíãóëÿöèè T â êðàñíûé öâåò, åñëè ê ýòîìó

ðåáðó ïðèìûêàþò äâå ãðàíè, îðèåíòàöèè êîòîðûõ íå ñîãëàñîâàíû

âäîëü ýòîãî ðåáðà (ò. å. çàäàþò íà ýòîì ðåáðå îäèíàêîâûå íàïðàâ-

ëåíèÿ, ðèñ. 5.7.1). Ìíîæåñòâî êðàñíûõ ðåáåð íàçûâàåòñÿ ïðåïÿò-

ñòâóþùèì 1-öèêëîì ω(o).
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6.2.1. (a) Âîçüìåì òðèàíãóëÿöèþ êâàäðàòà, äàþùóþ òðèàíãóëÿ-

öèþ áóòûëêè Êëåéíà (ïðè ïðåäñòàâëåíèè áóòûëêà Êëåéíà â âèäå

ñêëåéêè ñòîðîí êâàäðàòà). Ñì. ðèñ. 6.2.1, ãäå ñàìà òðèàíãóëÿöèÿ

íå íàðèñîâàíà Âîçüìåì íàáîð o îðèåíòàöèé ãðàíåé, ñîãëàñîâàííûé

âäîëü êàæäîãî âíóòðåííåãî ðåáðà. Òîãäà ïðåïÿòñòâóþùèé 1-öèêë

ñîñòîèò èç ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà (æèðíûå ëèíèè).

(b) Âîçüìåì òðèàíãóëÿöèþ êâàäðàòà, äàþùóþ òðèàíãóëÿöèþ

ëåíòû Ì¼áèóñà. Ñì. òðåòüþ êîëîíêó íà ðèñ. 2.1.1, ãäå ñàìà òðè-

àíãóëÿöèÿ íå íàðèñîâàíà Âîçüìåì íàáîð o îðèåíòàöèé ãðàíåé, ñî-

ãëàñîâàííûé âäîëü êàæäîãî âíóòðåííåãî ðåáðà. Íàéäèòå ïðåïÿò-

ñòâóþùèé 1-öèêë.

(
) Òî æå äëÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (øåñòàÿ êîëîíêà íà

ðèñ. 2.1.1).

6.2.2. (a) Íàáîð o îðèåíòàöèé ãðàíåé îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ

òðèàíãóëÿöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ω(o) =∅.
(b) Åñëè 2-ìíîãîîáðàçèå çàìêíóòî, òî èç êàæäîé âåðøèíû âû-

õîäèò ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð ïðåïÿòñòâóþùåãî 1-öèêëà.

(
) Äîïîëíåíèå äî ïðåïÿòñòâóþùåãî 1-öèêëà ω(o) (èëè, �îð-

ìàëüíî, îáúåäèíåíèå ãðàíåé âòîðîãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáè-

åíèÿ, íå ïåðåñåêàþùèõ ω(o)) îðèåíòèðóåìî.
(d) Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ íà âñåõ

(äâóìåðíûõ) ãðàíÿõ åå áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ ìîæíî

ââåñòè òàêîé íàáîð îðèåíòàöèé, ÷òî îðèåíòàöèè ëþáûõ äâóõ ñî-

ñåäíèõ ãðàíåé áóäóò íå ñîãëàñîâàíû.

Íàçîâåì 1-öèêëîì (ïîäðîáíåå: îäíîìåðíûì ñèìïëèöèàëüíûì

öèêëîì ïî ìîäóëþ 2) â ãðà�å ìíîæåñòâî C ðåáåð òàêîå, ÷òî êàæ-

äàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò ÷åòíîìó ÷èñëó ðåáåð èç C. Íàïðèìåð,
öèêë â ñìûñëå òåîðèè ãðà�îâ� ýòî 1-öèêë, íî íå íàîáîðîò. Íà-

ïðèìåð, â îêðóæíîñòè äâà 1-öèêëà, â ãðà�å ¾âîñüìåðêà¿ � ÷åòûðå,

à â ãðà�å K4� âîñåìü (ïîñëåäíåå íå òàê î÷åâèäíî).

Ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç ðåáåð äàííîãî ãðà�à, ìîæíî ñêëàäû-

âàòü (ïî ìîäóëþ 2, ò. å. áðàòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü). �ðóïïîé

ãîìîëîãèé H1(G) ãðà�à G (îäíîìåðíîé, ïî ìîäóëþ 2) íàçûâàåòñÿ
ãðóïïà âñåõ 1-öèêëîâ â ãðà�å G (ýòî îñìûñëåíî ââèäó óòâåðæäåíèÿ

6.2.3.a).

6.2.3. (a) Ñóììà 1-öèêëîâ åñòü 1-öèêë.
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(b) �ðóïïû ãîìîëîãèé ãîìåîìîð�íûõ ãðà�îâ èçîìîð�íû.

(
) Äëÿ ñâÿçíîãî ãðà�à G ñ V âåðøèíàìè è E ðåáðàìè èìååì

H1(G)∼= ZE−V+1
2 .

(d) Íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ öèêëû â ãðà�å G ïîðîæäàþò H1(G).

Óêàçàíèå ê 6.2.1 (b), 6.4.1 (
), 6.5.3, 6.5.4 (a), 6.6.2, 6.7.1 (d).

Ñì. �îòîãðà�èè â [Sk20℄.

Óêàçàíèå ê 6.2.2. (d) Çàíóìåðóåì âåðøèíû êàæäîé ãðàíè áàðè-

öåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòüþ ñèìïëåêñà (ò. å. âåðøè-

íû, ðåáðà èëè ãðàíè) èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé

âåðøèíå. Ïîëó÷åííàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîä-

ðàçáèåíèÿ çàäàåò íóæíûé íàáîð îðèåíòàöèé åãî ãðàíåé.

Óêàçàíèå ê 6.2.3. Ñì. [MNS, �1.3℄.

(b) Ýòî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îäèí ãðà� ïîëó-

÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïîäðàçäåëåíèåì ðåáðà.

(
) Îñòîðîæíî! Èç îäíîãî òîëüêî ðàâåíñòâà |H1(G)| = 2E−V+1

èçîìîð�íîñòü íå ñëåäóåò, íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ åùå è òåì, ÷òî ñóì-

ìà ëþáîãî 1-öèêëà ñ ñîáîé ðàâíà íóëþ.

6.3. �îìîëîãè÷íîñòü 1-öèêëîâ

Åñëè ïðåïÿòñòâóþùèé 1-öèêë ω(o) íåïóñò, òî o íå îïðåäåëÿåò

îðèåíòàöèþ òðèàíãóëÿöèè T . Íî åùå íå âñå ïîòåðÿíî: ìîæíî ïîïû-
òàòüñÿ èçìåíèòü o òàê, ÷òîáû ïðåïÿòñòâóþùèé 1-öèêë ñòàë ïóñòûì.

Äëÿ ýòîãî âûÿñíèì, êàê ω(o) çàâèñèò îò o.
Íàçîâåì (ãîìîëîãè÷åñêîé) ãðàíèöåé ∂a ãðàíè a ãèïåðãðà�à íà-

áîð ðåáåð ãåîìåòðè÷åñêîé ãðàíèöû ýòîé ãðàíè. Íàçîâåì ãðàíèöåé

ñóììó ãðàíèö íåñêîëüêèõ ãðàíåé.

6.3.1. (a) �ðàíèöà ÿâëÿåòñÿ 1-öèêëîì.

(b) Åñëè 2-ìíîãîîáðàçèå çàìêíóòî, òî ïðè èçìåíåíèè îðèåíòà-

öèè ãðàíåé a1, . . . , ak ïðåïÿòñòâóþùèé 1-öèêë ω(o) èçìåíÿåòñÿ íà

ñóììó ãðàíèö ýòèõ ãðàíåé. Ò.å. äëÿ ïîëó÷åííîãî íàáîðà o′ îðèåíòà-
öèé èìååì

ω(o′)− ω(o) = ∂a1 + . . .+ ∂ak.

(b') Âåðåí ëè àíàëîã ï. (a) äëÿ 2-ìíîãîîáðàçèé ñ íåïóñòûì êðà-

åì?
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(
) Åñëè ω(o) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé, òî T îðèåíòèðóåìà (ò.å. ñóùå-

ñòâóåò íàáîð o′ îðèåíòàöèé òàêîé, ÷òî ω(o′) =∅).

Íàçîâåì 1-öèêëû ãîìîëîãè÷íûìè (èëè ñðàâíèìûìè ïî ìîäó-

ëþ ãðàíèö), åñëè èõ ðàçíîñòü åñòü ãðàíèöà. Íà ýòîì ÿçûêå óòâåð-

æäåíèå 6.3.1.b îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èçìåíåíèè íàáîðà îðèåíòàöèé ïðå-

ïÿòñòâóþùèé 1-öèêë çàìåíÿåòñÿ íà ãîìîëîãè÷íûé 1-öèêë.

Óòâåðæäåíèå 6.3.2. Òðèàíãóëÿöèÿ çàìêíóòîãî 2-ìíîãîîáðà-
çèÿ îðèåíòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðûé (èëè,

÷òî ýêâèâàëåíòíî, ëþáîé) åå ïðåïÿòñòâóþùèé 1-öèêë ãîìîëîãè-

÷åí ïóñòîìó 1-öèêëó.

6.3.3. �îìîëîãè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè

íà ìíîæåñòâå 1-öèêëîâ.

6.3.4. (a) Êðàåâàÿ îêðóæíîñòü ëåíòû Ì¼áèóñà ãîìîëîãè÷íà ïó-

ñòîìó 1-öèêëó.

(b) Êðàåâûå îêðóæíîñòè íà òîðå ñ äâóìÿ äûðêàìè ãîìîëîãè÷íû.

6.3.5. Ëþáûå äâà 1-öèêëà ãîìîëîãè÷íû äëÿ

(a) ïîëíîãî ãèïåðãðà�à ñ 9 âåðøèíàìè; (b) ñ�åðû;

(
) øóòîâñêîãî êîëïàêà Çèìàíà; îí ïîëó÷àåòñÿ òàêîé ñêëåéêîé

ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè êîòîðîé ñòîðîíû ñêëåèâàþòñÿ ñ íà-

ïðàâëåíèÿìè

#    –
AB =

#    –
AC =

#    –
BC.

6.3.6. (a) Ñðåäèííàÿ îêðóæíîñòü ëåíòû Ìåáèóñà íå ãîìîëîãè÷-

íà ïóñòîìó 1-öèêëó.

(b) Ìåðèäèàí òîðà íå ãîìîëîãè÷åí ïóñòîìó 1-öèêëó.

(
) Ìåðèäèàí òîðà íå ãîìîëîãè÷åí åãî ïàðàëëåëè.

6.3.7. (a) Ïðîñòîé öèêë â òðèàíãóëÿöèè çàìêíóòîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ

ãîìîëîãè÷åí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ðàçáèâàåò 2-

ìíîãîîáðàçèå.

(b) Ëþáîé 1-öèêë â ñâÿçíîé òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ ãî-

ìîëîãè÷åí íåêîòîðîé çàìêíóòîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ëîìàíîé

â íåêîòîðîì ïîäðàçáèåíèè ýòîé òðèàíãóëÿöèè.

(
) Âåðíî ëè òî æå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãèïåðãðà�à?

Óêàçàíèå ê 6.3.1. (
) Ïóñòü ω(o) = ∂a1 + . . .+ ∂as. Âîçüìåì íà-

áîð o′ îðèåíòàöèé ãðàíåé, îòëè÷àþùèéñÿ îò o â òî÷íîñòè íà ãðàíÿõ
a1, . . . , as. Òîãäà ïî ï. (b) ïîëó÷èì ω(o′) = 0.
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Óêàçàíèå ê 6.3.2. Ïî óòâåðæäåíèþ 6.3.1 (b) óñëîâèå íåîáõîäèìî

äëÿ îðèåíòèðóåìîñòè.

Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà o îðèåíòàöèé ãðàíåé

ïðåïÿòñòâóþùèé öèêë ω(o) ãîìîëîãè÷åí ïóñòîìó öèêëó. Çíà÷èò,

ïðåïÿòñòâóþùèé öèêë ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé. Òîãäà ïî óòâåðæäå-

íèþ 6.3.1 (
) òðèàíãóëÿöèÿ îðèåíòèðóåìà.

Óêàçàíèå ê 6.3.4. See Assertion 6.5.2.b.

6.4. �îìîëîãèè è ïåðâûé êëàññ Øòè�åëÿ�Óèòíè

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ, ìîòèâèðîâàííî ââåäåííûå â ïðåäûäó-

ùèõ ïóíêòàõ. 1-Öèêëîì â ãèïåðãðà�å íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åãî

ðåáåð, äëÿ êîòîðîãî èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ÷åòíîå ÷èñëî

ðåáåð íàáîðà. �ðàíèöåé ∂a ãðàíè a ãèïåðãðà�à íàçûâàåòñÿ íà-

áîð âñåõ ðåáåð ãåîìåòðè÷åñêîé ãðàíèöû ýòîé ãðàíè. Äâà öèêëà íà-

çûâàþòñÿ ãîìîëîãè÷íûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü åñòü ñóììà ãðàíèö

íåñêîëüêèõ ãðàíåé.

�ðóïïîé ãîìîëîãèé H1(K) (îäíîìåðíîé ñ êîý��èöèåíòà-

ìè Z2) ãèïåðãðà�à K íàçûâàåòñÿ ãðóïïà 1-öèêëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî

ãîìîëîãè÷íîñòè.

The homology group appears in solutions of spe
i�
 problems

(e.g. in 
he
king orientability, see �6.2-�6.3). It is important that the

homology group is de�ned in a short way regardless of the problems,

and for arbitrary hypergraphs.

6.4.1. (a) Â ìíîæåñòâå H1(K) êîððåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ

ñóììû �îðìóëîé [α] + [β] = [α+ β].
(b) Ìíîæåñòâî H1(K) ñ ýòîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

(
) �ðóïïû ãîìîëîãèé ãîìåîìîð�íûõ ãèïåðãðà�îâ èçîìîð�íû.

Áîëåå òî÷íî, åñëè ãèïåðãðà�K ïîëó÷åí èç ãèïåðãðà�à L îïåðàöèåé

ïîäðàçäåëåíèÿ ðåáðà, òî åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìûé ãîìîìîð�èçì

H1(L)→H1(K) ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì.

Ïîíÿòèå êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ãèïåðãðà�à �îðìàëèçóåò ïðèìå-

ðû ¾ñêëåéêè èç ìíîãîóãîëüíèêîâ¿ èç ïðèìåðà 5.1.1.
. Êëåòî÷íûì

ðàçáèåíèåì ãèïåðãðà�à K íàçûâàåòñÿ ïàðà K0 ⊂K1 ⊂K åãî ïîä-

ãèïåðãðà�îâ, äëÿ êîòîðîéK1 �êëåòî÷íûé ãðà� âK èK0 �êëåòî÷-

íûé íàáîð âåðøèí âK1 (ñì. îïðåäåëåíèÿ â ï. 5.9). �ðà� K1 íàçûâà-

åòñÿ îäíîìåðíûì îñòîâîì êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ. �åáðîì è ãðàíüþ
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êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ K0 ⊂K1 ⊂K íàçûâàþòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-

òà äîïîëíåíèÿ K ′′
1 −K0 è ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ K

′′ −K ′′
1

ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîãèå ïîñòðîåíèÿ óäîáíî ïðîäåëûâàòü íå äëÿ ãèïåðãðà�îâ,

à äëÿ êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé, èáî ó ¾èíòåðåñíûõ¿ ãèïåðãðà�îâ ¾ìíî-

ãî¿ ãðàíåé, íî ìîæíî íàéòè èõ ¾ýêîíîìíûå¿ êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ.

Äëÿ âû÷èñëåíèé óäîáíåå ðèñîâàòü êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ, ÷òî ìå-

íåå ãðîìîçäêî, ÷åì ðàçáèåíèÿ íà ìíîãîóãîëüíèêè. Òðèàíãóëÿöèÿ

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ. Äðóãèå ïðèìåðû

�àêòè÷åñêè íàðèñîâàíû íà ðèñ. 2.1.1.

a

∂a

�èñ. 6.4.1. �îìîëîãè÷åñêàÿ (àëãåáðàè÷åñêàÿ) ãðàíèöà ñëîæíîé ãðàíè

�ðóïïà ãîìîëîãèé H1(T ) (îäíîìåðíàÿ ñ êîý��èöèåíòàìè Z2)

êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ T íåêîòîðîãî ãèïåðãðà�à îïðåäåëÿåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî. Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ãðàíè êëåòî÷íîãî ðàç-

áèåíèÿ áîëåå ñëîæíîå. Íàçîâåì (ãîìîëîãè÷åñêîé) ãðàíèöåé ∂a ãðà-
íè a íàáîð âñåõ òåõ ðåáåð ãåîìåòðè÷åñêîé ãðàíèöû ýòîé ãðàíè, ê êî-

òîðûì ãðàíü ïðèìûêàåò ñ íå÷åòíîãî ÷èñëà ñòîðîí (ðèñ. 6.4.1).

6.4.2. Äëÿ âûøåðàññìîòðåííûõ êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé íà îäèí

ìíîãîóãîëüíèê ñ�åðû, òîðà, ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, áóòûëêè Êëåé-

íà (ðèñ. 2.1.1 è 6.2.1) ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû H1(T ) ðàâíî 1, 4, 2, 4
ñîîòâåòñòâåííî.

6.4.3. (a) Ëþáîé öèêë â ãèïåðãðà�å ãîìîëîãè÷åí íåêîòîðîìó

öèêëó â ïðîèçâîëüíîì êëåòî÷íîì ãðà�å â ýòîì ãèïåðãðà�å.
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(b) Åñëè äâà öèêëà â êëåòî÷íîì ðàçáèåíèè ãèïåðãðà�à ãîìî-

ëîãè÷íû â ãèïåðãðà�å, òî îíè ãîìîëîãè÷íû è â ýòîì êëåòî÷íîì

ðàçáèåíèè.

(
) Äëÿ êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ T ãèïåðãðà�àK èìååìH1(T )∼=H1(K).

Hint. (a) Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öèêëà

â ãèïåðãðà�å ãðàíè ãèïåðãðà�à ìîæíî òàê ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà,

÷òîáû

• ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðåáðî öèêëà, íå ëåæàùåå íà ðåáðå ðàçáèå-
íèÿ, öâåò ìåíÿëñÿ;

• ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðåáðî, íå ëåæàùåå íè íà öèêëå, íè íà ðåáðå
ðàçáèåíèÿ, öâåò ñîõðàíÿëñÿ.

(b) �àçíîñòü â ãèïåðãðà�å ìåæäó öèêëàìè ðàçáèåíèÿ åñòü ñóì-

ìà ãðàíèö íåêîòîðûõ ãðàíåé ðàçáèåíèÿ.

(
) Âûòåêàåò èç (a,b).

�ðóïïîé ãîìîëîãèé H1(N) (îäíîìåðíîé ñ êîý��èöèåíòàìè Z2)

2-ìíîãîîáðàçèÿ N íàçûâàåòñÿ ãðóïïà H1(T ) ëþáîé åãî òðèàíãóëÿ-

öèè T (èëè äàæå ëþáîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ T íåêîòîðîé åãî òðè-

àíãóëÿöèè). Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî ââèäó óòâåðæäåíèÿ 6.4.1 (
)

(è 6.4.3 (
)).

Ïåðâûì êëàññîì Øòè�åëÿ�Óèòíè êëåòî÷íîãî ðàçáèå-

íèÿ T çàìêíóòîé òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ êëàññ

ãîìîëîãè÷íîñòè ïðåïÿòñòâóþùåãî öèêëà:

w1(T ) := [ω(o)] ∈H1(T ).

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî ââèäó óòâåðæäåíèÿ 6.3.1 (b).

Ïåðâûì êëàññîì Øòè�åëÿ�Óèòíè çàìêíóòîãî 2-ìíîãîîáðà-
çèÿ N íàçûâàåòñÿ ïåðâûé êëàññ Øòè�åëÿ�Óèòíè ëþáîé òðèàí-

ãóëÿöèè T 2-ìíîãîîáðàçèÿ N (èëè äàæå ëþáîãî êëåòî÷íîãî ðàçáè-

åíèÿ T íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè) w1(N) := w1(T ). Ýòî îïðåäåëåíèå
êîððåêòíî â ñëåäóþùåì ñìûñëå (ñì. òàêæå óòâåðæäåíèå 6.4.3 (
)).

6.4.4. Îòîáðàæåíèå èç óòâåðæäåíèÿ 6.4.1 (
) ïåðåâîäèò w1(L)
â w1(K).

Òåîðåìà 6.1.1 îá îðèåíòèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêîé

óòâåðæäåíèÿ 6.3.2.
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6.5. Âû÷èñëåíèÿ è ñâîéñòâà ãðóïïû ãîìîëîãèé

Â ðàññóæäåíèÿõ ñ êëàññàìè ãîìîëîãè÷íîñòè öèêëîâ óäîáíî ñíà-

÷àëà ðàáîòàòü ñ ïðåäñòàâëÿþùèìè èõ öèêëàìè, à ïîòîì äîêàçûâàòü

íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà ïðåäñòàâëÿþùèõ öèêëîâ.

6.5.1. Íàéäèòå ãðóïïó ãîìîëîãèé è íàðèñóéòå êðèâûå, îáðàçó-

þùèå åå áàçèñ, äëÿ (ëþáîé òðèàíãóëÿöèè)

(a) ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè; (b) ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè è h äûðêàìè;
(
) ñ�åðû ñ m ïëåíêàìè Ì¼áèóñà;

(d) ñ�åðû ñ m ïëåíêàìè Ì¼áèóñà è h äûðêàìè.

6.5.2. (a) Ñóììà ãðàíèö âñåõ ãðàíåé çàìêíóòîé òðèàíãóëÿöèè

2-ìíîãîîáðàçèÿ ïóñòà.

(b) Ñóììà ãðàíèö âñåõ ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ
ðàâíà ñóììå êðàåâûõ îêðóæíîñòåé.

(
) Ñóììà ãðàíèö ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-

ñòâà âñåõ ãðàíåé ñâÿçíîé çàìêíóòîé òðèàíãóëÿöèè 2-ìíîãîîáðàçèÿ
íåïóñòà.

6.5.3. Åñëè T åñòü òðèàíãóëÿöèÿ ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî 2-ìíîãî-

îáðàçèÿ, òî H1(T )∼= Z2−χ(T )
2 .

6.5.4. (a) Åñëè M è N � ñâÿçíûå çàìêíóòûå 2-ìíîãîîáðàçèÿ, òî
H1(M#N) ∼=H1(M) ⊕H1(N) (îïåðàöèÿ # ñâÿçíîé ñóììû îïðåäå-

ëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ðèñ. 5.5.1).

(b) Âåðíà ëè ýòà �îðìóëà äëÿ ñâÿçíûõ íåçàìêíóòûõ 2-ìíîãîîá-
ðàçèé M è N?

6.5.5. (a) Äëÿ ëþáûõ ãèïåðãðà�îâ K è L, èìåþùèõ íå áîëåå

îäíîé îáùåé òî÷êè, H1(K ∪ L)∼=H1(K)⊕H1(L).
(b) Âåðíà ëè ýòà �îðìóëà, åñëè îáùèõ òî÷åê äâå?

6.5.6. (a) Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðà�à K èìååì

H1(K × I)∼=H1(K) è H1(K × S1)∼=H1(K)⊕ Z2.

(Îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé ãðà�à íà îòðåçîê è íà îêðóæíîñòü ïðè-

äóìàéòå ñàìè èëè ïîñìîòðèòå â [Sk, ï. 6.16 ¾Äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-

íèå¿℄.)

(b) �ðóïïà H1(K) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäàâëèâàíèè. (Ñì. îïðåäåëå-
íèå â ï. 5.9. Hen
e the group H1(K) is not 
hanged by passing to the

regular neighborhood.)



� 8. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèÿõ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðà�à ñ�îðìóëèðîâàíû â ï. 8.1

è 8.7. Â ï. 8.7 èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ, ââåäåííûå â íà÷àëå ï. 8.6.

Îáîçíà÷èì

Dn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + . . .+ x2n 6 1} è

Sn−1 := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + . . .+ x2n = 1}.

Â ýòîì ïàðàãðà�å òå, êîìó òðóäíî ðàáîòàòü ñðàçó ñî ñëó÷àåì n > 3,
ìîãóò ñ÷èòàòü, ÷òî n= 3�äàæå ýòîò ñëó÷àé î÷åíü èíòåðåñåí.

8.1. Âåêòîðíûå ïîëÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé (ïðîèçâîëüíûõ, íåíóëåâûõ è åäè-

íè÷íûõ) íà ïîäìíîæåñòâå N ⊂ Rn è èõ ãîìîòîïíîñòè àíàëîãè÷íû

ñëó÷àþ n= 2 (ï. 3.3 è 3.4). Îïðåäåëåíèå ãîìîòîïíîñòè îòîáðàæåíèé
ïðèâåäåíî â ï. 3.7.

8.1.1. (a) Ëþáîå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå v íà R2k
ãîìîòîïíî

ïîëþ −v.
(b) �àäèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà S2k−1

ãîìîòîïíî öåíòðàëüíî-

ìó.

8.1.2. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè çàäà÷ 3.4.4 (a�e),

3.4.5 (a, 
), 3.4.6 (b), 3.4.7 (a, b) è 3.7.2 (b, 
, d, e) äëÿ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé íà Rn è îòîáðàæåíèé â Sn−1
.

8.1.3. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. (Â ýòîé çàäà-

÷å òðåáóåòñÿ èìåííî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü, äîêàçûâàòü ñàìè

óòâåðæäåíèÿ íå òðåáóåòñÿ.)

(1) Òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ëþáîå îòîá-

ðàæåíèå f : Dn → Dn
øàðà â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó,

ò. å. òàêóþ òî÷êó x ∈Dn
, ÷òî f(x) = x.

(2) Íåñìèíàåìîñòü øàðà íà ãðàíè÷íóþ ñ�åðó. Íå ñóùå-

ñòâóåò îòîáðàæåíèÿ øàðà â åãî ãðàíè÷íóþ ñ�åðó, òîæäåñòâåííî-
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ãî íà ýòîé ñ�åðå, ò. å. îòîáðàæåíèÿ f : Dn→ Sn−1
, äëÿ êîòîðîãî

f(x) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ Sn−1
.

(3) Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñ�åðû Sn−1
íå ãîìîòîïíî ïî-

ñòîÿííîìó (ò. å. îòîáðàæåíèþ â òî÷êó).

Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè ìíîãîìåðíîãî àíà-

ëîãà ëåììû Øïåðíåðà 3.6.1 (Sp) è êóñî÷íî ëèíåéíîé àïïðîêñèìà-

öèè (ñì. çàäà÷ó 8.2.2). Ìû ïðèâåäåì ïîõîæåå (íî áîëåå ñëîæíîå)

äîêàçàòåëüñòâî ïðè ïîìîùè ñòåïåíè ìîäóëþ 2 îòîáðàæåíèÿ, ââå-

äåííîé Ëåéòçåíîì Ýãáåðòîì ßíîì Áðàóýðîì â 1911 ã. Âàæíîå ïî-

íÿòèå ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ ïîíàäîáèòñÿ äàëåå. Áîëåå êîíêðåòíî,

óòâåðæäåíèå (3) âûòåêàåò èç çàäà÷ 8.3.5 (a,b), 8.3.6 (d) è 8.3.7 (
,d).

Òåîðåìà 8.1.4. Øàðû Dn
è Dk

íå ãîìåîìîð�íû ïðè n 6= k.

Âûâåäèòå ýòó òåîðåìó èç òåîðåì 8.1.3 (3) è 8.1.5 (a).

Òåîðåìà 8.1.5. (a) Äëÿ ëþáûõ k < n ëþáîå îòîáðàæåíèå Sk→ Sn

ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó.

(b) Äëÿ ëþáîãî n > 2 ëþáîå îòîáðàæåíèå Sn→ S1
ãîìîòîïíî

îòîáðàæåíèþ â òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b) àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3.1.9 (b) (çàäà-

÷à 3.11.4). Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (a) îñíîâàíî íà êóñî÷íî ëèíåéíîé

(èëè ãëàäêîé) àïïðîêñèìàöèè è àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû 3.1.9 (a) (çàäà÷à 3.9.5). Áîëåå êîíêðåòíî, ÷àñòü (a) âûòåêàåò èç

ðåçóëüòàòà çàäà÷è 8.2.2.

Òåîðåìà 8.1.6 (Áîðñóêà-Óëàìà). Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ

f : Sd→ Rd ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ Sd, ÷òî f(x) = f(−x).
Ó ýòîé òåîðåìû èìååòñÿ ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóëèðîâîê,

ñì. òåîðåìó 8.1.7 è [Ma03℄. The equivalen
e of the following assertions

to ea
h other and to Theorem 8.1.6 is simple.

A map f : Sn → Rm is 
alled odd, or equivariant, or antipodal if

f(−x) =−f(x) for any x ∈ Sn.
Òåîðåìà 8.1.7 (Borsuk-Ulam). (a) For any equivariant map f : Sd→ Rd

there exists x ∈ Sd su
h that f(x) = 0.
(b) There are no equivariant maps Sd→ Sd−1

.

(
) No equivariant map Sd−1→ Sd−1
extends to Dd

.

(d) If Sd is the union of d+ 1 
losed sets (or d+ 1 open sets), then

one of the sets 
ontains opposite points.
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Part (
) follows by Assertions 8.3.7 (d) and 8.3.8.f. A simple proof

of the latter is sket
hed by Assertions 8.3.8.b-e (this slightly simpli�es

the proof from [BSS℄ and [Ma03, pp. 153-154℄).

17

Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà Sn àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ n= 2 (ï. 4.1).

Òåîðåìà 8.1.8 (Õîï�). (a) Íà Sn ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå êàñà-

òåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå÷åòíî.

(b) Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñ�åðû Sn ãîìîòîïíî àíòèïî-
äàëüíîìó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå÷åòíî.

Äëÿ íå÷åòíîãî n ýòî äîêàçûâàåòñÿ çàäàíèåì ïîëÿ è ãîìîòîïèè

ÿâíîé �îðìóëîé. Äëÿ ÷åòíîãî n ÷àñòü (a) âûòåêàåò èç (b), à ÷àñòü

(b) âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ çàäà÷ 8.4.3.
 è 8.4.6.d (i.e., is proved

using the degree; here the degree modulo 2 is not su�
ient!).

8.2. Êóñî÷íî ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

SnPL := ∂In+1 = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : max(|x1|, . . . , |xn+1|) = 1}
ïîâåðõíîñòü (n + 1)-ìåðíîãî êóáà (èëè, áîëåå ó÷åíî, ñòàíäàðòíóþ

êóñî÷íî ëèíåéíóþ ñ�åðó). Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : Sn→ SnPL öåíòðàëü-
íóþ ïðîåêöèþ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Òðèàíãóëÿöèåé ñ�åðû SnPL íàçûâàåòñÿ åå ðàçáèåíèå íà êîíå÷íîå
÷èñëî n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî
ñèìïëåêñó ðàçìåðíîñòè ìåíåå n (â ÷àñòíîñòè, ìîãóò íå ïåðåñåêàòü-

ñÿ). Îòîáðàæåíèå SkPL→ SnPL íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì, åñ-

ëè îíî ëèíåéíî íà êàæäîì ñèìïëåêñå íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè ñ�å-

ðû

18 SkPL.

17

For other proofs of Theorems 8.1.6, 8.1.7 and Assertion 8.3.8.f see �3 (for d= 2),
[Ma03, �2℄, and the referen
es therein. E.g. Theorem 8.1.7.a 
an be dedu
ed from

its following `quantitative version'.

If 0 ∈ Rd
is a regular point of a (PL or smooth) equivariant map f : Sd → Rd

, then

|f−1(0)| ≡ 2 mod 4.
See the de�nition of a regular point e.g. in �8.3. This quantitative version is proved

analogously to [Sk, Lemmas 1.4.3 and 2.2.3℄: 
al
ulate |f−1(0)| for a spe
i�
 f and

prove that |f−1(0)| modulo 4 is independent of f . Realization of this simple idea is

te
hni
al, see [Ma03, �2.2℄.

18

Âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ ñ�åðû Sn
PL ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü òðèàíãóëÿöèè

è êóñî÷íî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ äëÿ Sn
.
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8.2.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé SnPL→ SnPL ÿâëÿþòñÿ

êóñî÷íî ëèíåéíûìè:

(a) ïîñòîÿííîå;

(b) òîæäåñòâåííîå;

(
) àíòèïîäàëüíîå (ò. å. öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñ öåíòðîì â íà-

÷àëå êîîðäèíàò);

(d) ñóæåíèå íà SnPL äâèæåíèÿ Rn+1→ Rn+1
;

(e) öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ èç òî÷êè (1/2, . . . , 1/2);
(f) îòîáðàæåíèå S2

PL→ S2
PL, çàäàííîå �îðìóëîé (x, y, z) 7→ (z2, x, y);

(g) π(Σwk)π
−1

äëÿ k-êðàòíîé íàìîòêè wk : S
1→ S1

(ñì. îïðåäå-

ëåíèå íàäñòðîéêè Σg íèæå)?

Íàäñòðîéêîé Σg íàä îòîáðàæåíèåì g : S1 → S1
ÿâëÿåòñÿ îòîá-

ðàæåíèå f : S2→ S2
, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé

f(cos α cos θ, cos α sin θ, sin α) := (g(cos θ, sin θ) cos α, sin α).

8.2.2. (a�e) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè óòâåðæäå-

íèé 3.11.4 äëÿ îòîáðàæåíèé Sk→ Sn, k < n.

8.3. Ñòåïåíü ïî ìîäóëþ 2 îòîáðàæåíèÿ

Ïðèâîäèìûå çäåñü ïîñòðîåíèÿ èíòåðåñíû äàæå äëÿ n= 1 (íà÷è-
íàéòå ðåøàòü ïðåäëîæåííûå íèæå çàäà÷è ñ ýòîãî ñëó÷àÿ� òàì, ãäå

îí îñìûñëåí). Ïðè ýòîì äëÿ n= 1 îíè îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ
â ï. 3.8; ñì. óòâåðæäåíèå 8.4.7.

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïóíêòàõ g : SnPL→ SnPL �êóñî÷íî ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå, and we use a triangulation of SnPL su
h that g is linear
on every simplex of the triangulation.

�åãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ g íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ

òî÷êà â SnPL, íå ëåæàùàÿ â îáúåäèíåíèè g-îáðàçîâ (n − 1)-ìåðíûõ
ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè. ßñíî, ÷òî òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò. �åãóëÿð-

íîå çíà÷åíèå ìîæíî íàçâàòü çíà÷åíèåì ¾îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿, èëè

¾ñëó÷àéíûì¿ çíà÷åíèåì.

8.3.1. (a�d) Íàéäèòå ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå äëÿ êàæäîãî èç îòîá-

ðàæåíèé SnPL→ SnPL, îïðåäåëåííûõ â çàäà÷å 8.2.1 (a�d).

8.3.2. Äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y ìíîæåñòâî g−1(y) êî-
íå÷íî.
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Còåïåíüþ ïî ìîäóëþ 2 deg2 g îòîáðàæåíèÿ g íàçûâàåòñÿ ÷åò-
íîñòü êîëè÷åñòâà g-ïðîîáðàçîâ ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y.

8.3.3. Ñòåïåíü ïî ìîäóëþ 2 PL îòîáðàæåíèÿ g îïðåäåëåíà êîð-
ðåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y.

This follows from óòâåðæäåíèÿ 8.3.6.d.

Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : Sn → Sn ââèäó ðåçóëüòàòà çàäà-

÷è 8.2.2 (e) ñóùåñòâóåò êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå g : SnPL→ SnPL,
ãîìîòîïíîå îòîáðàæåíèþ πfπ−1

. Ñòåïåíüþ ïî ìîäóëþ 2 îòîáðà-

æåíèÿ f íàçûâàåòñÿ deg2 f := deg2 g.

8.3.4. Ñòåïåíü ïî ìîäóëþ 2 îòîáðàæåíèÿ f îïðåäåëåíà êîððåêò-
íî, ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà îòîáðàæåíèÿ g.

This follows from óòâåðæäåíèé 8.3.7.ab
.

8.3.5. Ïðåäïîëàãàÿ óòâåðæäåíèÿ 8.3.3 è 8.3.4, íàéäèòå ñòåïåíü

ïî ìîäóëþ 2

(a�g) îòîáðàæåíèé Sn→ Sn, àíàëîãè÷íûõ îïðåäåëåííûì â çà-

äà÷å 8.2.1.

(2, 3, 4) ¾âîçâåäåíèÿ â d-þ ñòåïåíü¿ Sn → Sn, äëÿ S2 = CP 1
,

S3 ⊂ H è S4 = HP 1
. (Çäåñü ãëàäêàÿ �îðìàëèçàöèÿ èç ñíîñêè 19

óäîáíåå êóñî÷íî ëèíåéíîé.)

8.3.6. Ïóñòü y0, y1 �ðåãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ g. Cî-
åäèíèì y0 ñ y1 íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ ëîìàíîé l ⊂ SnPL,
• íå ïåðåñåêàþùåé íèêàêîé (n − 2)-ìåðíûé g-îáðàç ñèìïëåêñà

òðèàíãóëÿöèè;

• ïåðåñåêàþùåé êàæäûé (n− 1)-ìåðíûé g-îáðàç ñèìïëåêñà òðè-
àíãóëÿöèè íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå, è åñëè â îäíîé, òî ìàëûå

÷àñòè ëîìàíîé l ïî äâå ñòîðîíû îò ýòîé òî÷êè ëåæàò ïî ðàçíûå

ñòîðîíû îò ýòîãî g-îáðàçà;
• ïåðåñåêàþùåé êàæäûé n-ìåðíûé g-îáðàç ñèìïëåêñà òðèàíãó-

ëÿöèè ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó èëè îòðåçêó.

(Òàêàÿ ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïóòåì îòîáðàæåíèÿ g.)
(a) The preimage g−1(l) is the union of its interse
tions with n-

simpli
es of the triangulation.

(b) Every su
h non-empty interse
tion is a segment.

(
) Every non-empty interse
tion of g−1(l) with an (n− 1)-simplex
is a point, whi
h is the endpoint of exa
tly two of the above segments.
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(d) Ïðîîáðàç g−1(l) åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ (çàìêíóòûõ è íåçàìêíóòûõ) ëîìàíûõ, ìíîæå-

ñòâî êîíöîâ êîòîðûõ åñòü g−1{y0, y1}.
Òðèàíãóëÿöèÿ öèëèíäðà SnPL × I (è äðóãèõ ïîäìíîæåñòâ â Rd)

îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òðèàíãóëÿöèè ñ�åðû Sn. (Íå äëÿ ëþáîãî
ïîäìíîæåñòâà òðèàíãóëÿöèÿ ñóùåñòâóåò.) �îìîòîïèÿ SnPL × I → SnPL
íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíîé, åñëè îíà ëèíåéíà íà êàæäîì ñèì-

ïëåêñå íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè öèëèíäðà SnPL × I.
8.3.7. (a) Ïóñòü ãîìîòîïèÿ G : SnPL × I → SnPL ëèíåéíà íà êàæ-

äîì ñèìïëåêñå íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè öèëèíäðà SnPL × I. Âîçüìåì
òî÷êó y ∈ SnPL, íå ëåæàùóþ â îáúåäèíåíèè G-îáðàçîâ (n − 1)-ìåð-
íûõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè. (Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿð-

íûì çíà÷åíèåì ãîìîòîïèè G.) Òîãäà G−1(y) åñòü îáúåäèíåíèå êî-
íå÷íîãî ÷èñëà (çàìêíóòûõ è íåçàìêíóòûõ) ëîìàíûõ, ìíîæåñòâî

êîíöîâ êîòîðûõ åñòü G−1(y) ∩ SnPL × {0, 1}.
(b) Äëÿ ëþáûõ äâóõ êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìîòîïíûõ êóñî÷íî ëè-

íåéíûõ îòîáðàæåíèé g, g′ : SnPL → SnPL ñóùåñòâóåò èõ îáùåå ðåãó-

ëÿðíîå çíà÷åíèå y ∈ SnPL, äëÿ êîòîðîãî |g−1(y)| ≡ |(g′)−1(y)| mod 2.
(
) Åñëè êóñî÷íî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ SnPL→ SnPL ãîìîòîïíû,

òî îíè êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìîòîïíû.

(d) Ñòåïåíè ïî ìîäóëþ 2 ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé ðàâíû.

8.3.8. Take an equivariant PL map f : Sk→ Sk su
h that f |Sk−1 = id.
Let

Dk
± := {(x1, . . . , xk+1) ∈ Sk : ±xk+1 > 0}.

Let f+ : Sk→ Sk be the `union' of f on Dk
+ and the identity on Dk

−.
Let f− : Sk→ Sk be the `union' of f on Dk

− and the identity on Dk
+.

Formally,

f+(x) :=

{
f(x), x ∈Dk

+

x, èíà÷å
and f−(x) :=

{
f(x), x ∈Dk

−
x, èíà÷å

.

(a) Find deg2 f
+
and deg2 f

−
for the standard n-winding f : S1→ S1

,

n= 3, 5.
(b) f−(x) =−f+(−x).
(
) deg2 f

+ = deg2 f
−
.

(d) deg2 f = deg2 f
+ + deg2 f

− + 1.
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(e) deg2 f = 1.
(f) Ñòåïåíü ëþáîãî íå÷åòíîãî îòîáðàæåíèÿ Sk→ Sk íå÷åòíà.

Hints to 8.3.8. (Ýòî ðåøåíèå ïîëó÷åíî ðåäàêòèðîâàíèåì òåêñòà

À. Ìèðîøíèêîâà.)

(b) Òàê êàê − id è f íå÷åòíû, èìååì −f+(−x) = f(x) = f−(x)
äëÿ x ∈Dk

−, è −f+(−x) =−(−x) = x= f−(x) èíà÷å.
(
,d) Îáîçíà÷èì ÷åðåç y ëþáîå ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæå-

íèÿ f .
(
) Ïî (b) èìååì deg2 f

+ =
∣∣(f+)−1(y)

∣∣
2
=

∣∣(f−)−1(−y)
∣∣
2
= deg2 f

−
.

(d) Äëÿ X ⊂ Sk îáîçíà÷èì X± := |X ∩Dk
±|2. Òîãäà

deg2 f =
∣∣f−1(y)

∣∣
2
= f−1(y)+ + f−1(y)− =

=
(
f−1(y)+ + y−

)
+

(
f−1(y)− + y+

)
+ 1 =

=
∣∣(f+)−1(y)

∣∣
2
+

∣∣(f−)−1(y)
∣∣
2
+ 1 = deg2 f

+ + deg2 f
− + 1.

(e) Ââèäó (
) è (d) èìååì deg2 f = deg2 f
+ + deg2 f

− + 1 = 1.

8.4. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ

Çíàêîì g-ïðîîáðàçà x ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y íàçûâàåòñÿ ÷èñ-

ëî +1, åñëè îãðàíè÷åíèå g íà ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè, ñîäåðæàùèé
òî÷êó x, ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è ÷èñëî −1, åñëè îíî îáðàùàåò îðè-
åíòàöèþ. Còåïåíüþ deg g îòîáðàæåíèÿ g íàçûâàåòñÿ ñóììà çíàêîâ
g-ïðîîáðàçîâ ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y.

8.4.1. Ñòåïåíü PL îòîáðàæåíèÿ g îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ò.å. íå
çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y.

This follows from óòâåðæäåíèÿ 8.4.5.

Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : Sn→ Sn ïî ðåçóëüòàòó çàäà÷è 8.2.2 (e)
ñóùåñòâóåò êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå g : SnPL→ SnPL, ãîìîòîï-
íîå îòîáðàæåíèþ πfπ−1

. Còåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ

deg f := deg g.19

19

À âîò îïðåäåëåíèå ÷åðåç ãëàäêóþ àïïðîêñèìàöèþ. (Îáîñíîâàíèÿ íå äîêà-

çàííûõ çäåñü óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [Pr14, � 18.1℄.) Ëþáîå

îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn
ãîìîòîïíî ãëàäêîìó îòîáðàæåíèþ h. Òî÷êà y ∈ Sn

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ h, åñëè rk dh(x) = n
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ g−1(y) (çäåñü dh(x) � ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ h â òî÷-
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8.4.2. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ò.å. íå çà-

âèñèò îò âûáîðà îòîáðàæåíèÿ g.

This follows from óòâåðæäåíèé 8.3.7.
 è 8.4.6.ab.

8.4.3. (a�g), (2, 3, 4) Solve the analogue of Problem 8.3.5 for the

degree.

8.4.4. Ïðè ëþáîì d ñóùåñòâóåò PL îòîáðàæåíèå g : Sn→ Sn ñòå-
ïåíè d.

This is proved using the sum and the inverse element 
onstru
tions

(�14.4) or follows from óòâåðæäåíèÿ 8.5.2 (b).

8.4.5. Under the assumptions of Problem 8.3.6 every non-
losed

polygonal line joins either two points of the same sign in g−1(y0) and
in g−1(y1), or two points of di�erent signs in g

−1(y0), or two points of
di�erent signs in g−1(y1).

In other words, for the ends u, v of every non-
losed polygonal line

we have gu= gv if and only if sgn u 6= sgn v.

Hints. State and prove analogous assertion for a linear map from the

n-simplex onto the n-simplex. Âîçüìèòå ¾ïðîîáðàç ïîëÿ íîðìàëüíûõ
ðåïåðîâ¿ ê ðåãóëÿðíîìó ïóòè. Îí äàåò ¾ïîëå íîðìàëüíûõ ðåïåðîâ¿

íà êàæäîé íåçàìêíóòîé ëîìàíîé l. Âìåñòå ñ îðèåíòàöèåé ñ�åðû

SnPL ýòî ïîëå äàåò îðèåíòàöèþ íà l. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýòîé îðèåí-
òàöèè ëîìàíàÿ l
• âûõîäèò ëèáî èç ïîëîæèòåëüíîé òî÷êè íà g−1(y0), ëèáî èç îò-

ðèöàòåëüíîé òî÷êè íà g−1(y1) è
• âõîäèò ëèáî â ïîëîæèòåëüíóþ òî÷êó íà g−1(y1), ëèáî â îòðè-

öàòåëüíóþ òî÷êó íà g−1(y0).
Alternatively, denote by y0 = z1, z2, . . . , zs = y1 
onse
utive verti
es

of l, and by x1 . . . xt 
onse
utive verti
es of a non-
losed polygonal line
whi
h is a 
onne
ted 
omponent of g−1(l). De�ne aj by g(xj) = yaj .
Then aj = aj−1 + sgng ∆j , where ∆j is the simplex 
ontaining xj−1xj .

8.4.6. (a) Under the assumptions of Assertion 8.3.7.a every non-


losed polygonal line joins either two points of the same sign in SnPL × 0

êå x). Èìååòñÿ ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå y ∈ Sn
. Òîãäà h−1(y) åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî

òî÷åê. Íàçîâåì çíàêîì h-ïðîîáðàçà x òî÷êè y ÷èñëî sgn det dh(x). Còåïåíüþ
deg f íàçûâàåòñÿ ñóììà çíàêîâ h-ïðîîáðàçîâ òî÷êè y.
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8.6. Ìíîãîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ �è-

ãóðà, ëþáàÿ òî÷êà êîòîðîé èìååò ìàëóþ îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîð�-

íóþ n-ìåðíîìó øàðó. Ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ n-ìåðíûõ ãëàäêèõ

(ïîä)ìíîãîîáðàçèé â Rd, èõ êðàÿ, èõ çàìêíóòîñòè, ñâÿçíîñòè è

îðèåíòèðóåìîñòè, àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ n = 2 (ï. 4.5). In this book

manifolds are allowed to have non-empty boundary. We abbreviate

`smooth manifolds' to `manifolds'. Ïðèìåðàìè ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿ-

þòñÿ øàðû, ñ�åðû è èõ äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ.

8.6.1. ÏóñòüM ⊂ Rm è N ⊂ Rn � ãëàäêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Òî-

ãäà M ×N ⊂ Rm × Rn � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

Äðóãèå ïðèìåðû åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþòñÿ äàëåå. Ïðè ýòîì èçó-

÷àåìûå ìåòîäû íàñòîëüêî ñèëüíû, ÷òî ïîçâîëÿþò äîêàçàòü êðàñè-

âûå íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû ïðî ìíîãîîáðàçèÿ, �îðìàëüíî íå

èñïîëüçóÿ çíàêîìñòâà ïðàêòè÷åñêè ñ íèêàêèìè ïðèìåðàìè (ñì., íà-

ïðèìåð, � 8.7, � 9.1).

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìíîãîîáðàçèÿ ñ÷èòàþòñÿ êîì-

ïàêòíûìè.
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(b) SL(n, R) = {âåùåñòâåííûå n× n-ìàòðèöû A : detA= 1};
(
) SO(n) = {âåùåñòâåííûå n× n-ìàòðèöû A : AAT = E, detA= 1},

ãäå E =
(
1 0
0 1

)
;

(d) SU(2) = {êîìïëåêñíûå 2× 2-ìàòðèöû A : AA
T
= E};

(e) SO(1, 1) = {âåùåñòâåííûå 2× 2-ìàòðèöû A : AIAT = I}, ãäå
I =

(
1 0
0 −1

)
.

8.6.5. Let V andW be smooth k- and l-submanifolds of Rn (or of a
smooth n-manifold). They are (more pre
isely, the pair V, W is) 
alled

transversal if for any z ∈ V ∩W there exists a 
losed neighborhood Oz
of z in Rn, and a di�eomorphism ϕ :Oz→ [−1, 1]n su
h that

ϕ(V ∩Oz) = [−1, 1]k × 0n−k and ϕ(W ∩Oz) = 0n−l × [−1, 1]l.

(a) If V andW are transversal, then V ∩W is a smooth submanifold.

(b) Immersions v : V → Rd and w :W → Rd are (more pre
isely, the
pair v, w is) 
alled transversal if for any x ∈ V and y ∈W su
h that

v(x) = w(y) there exist 
losed neighborhoods O of v(x) = w(y) in Rd,
Ox of x in V , and Oy of y in W , and a di�eomorphism ϕ : O→ [−1, 1]d
su
h that v|Ox and w|Oy are inje
tive, and

ϕ(O ∩ v(Ox)) = [−1, 1]k × 0d−k and ϕ(O ∩ w(Oy)) = 0d−l × [−1, 1]l.

Is it 
orre
t that if v, w : S2 → R3
are transversal immersions, then

u−1(v(S2)) is a 1-submanifold of S2
?

(
) If at every point of V ∩W the sum of the tangent spa
es to V
and to W is Rn, then V ∩W is a smooth submanifold.

(d) Under the assumption of (
) V and W are transversal.

(e) Given three pairwise tangent-transversal submanifolds (in the

sense of (
)), the sum of their normal spa
es at any point of their triple

interse
tion is the normal spa
e to the triple interse
tion.
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8.10. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà òðåõìåðíîé ñ�åðå

8.10.1. (a) Ïîñòðîéòå òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êàñàòåëüíûõ

âåêòîðíûõ ïîëÿ íà S3
.

(b) Ïîñòðîéòå áèåêöèþ V (S3)→ π2(S3).

Â (a) çàäàéòå ïîëÿ ÿâíîé �îðìóëîé (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ òîò

�àêò, ÷òî S3
åñòü ãðóïïà åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ). Áèåêöèÿ èç

ï. (b) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ï. (a) (ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ çàäà÷

8.12.1, 8.12.2, 8.12.3).

Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ lk îïðåäåëåí, íàïðèìåð, â [Sk, ï. 4.3

¾Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ¿℄.

8.10.2. (a) �àçáåéòå äîïîëíåíèå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äî

ïðÿìîé íà çàìêíóòûå îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå, ëþáûå äâå èç êî-

òîðûõ çàöåïëåíû ñ êîý��èöèåíòîì 1.
(b) Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå S3 → S2

, ïðîîáðàçû ïðè êîòîðîì

ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê � çàìêíóòûå êðèâûå, çàöåïëåííûå

ñ êîý��èöèåíòîì ±1.
Ñì. âèçóàëèçàöèþ â [Ho℄ è ïîñòðîåíèå ïîñëå óòâåðæäåíèÿ 8.10.3.

Îïðåäåëèì

CPn := (Cn+1 − {0})/∼,
ãäå x∼ y, åñëè x= λy äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C− {0}.

8.10.3. (a) Èìååì CP 1 ∼= S2
.

(Ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : C2 − {0} → S2
,

äëÿ êîòîðîãî f(x) = f(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = λy äëÿ

íåêîòîðîãî λ ∈ C − {0}. Îïðåäåëåíèå ãîìåîìîð�íîñòè, ïðèâåäåí-

íîå ïåðåä çàäà÷åé 3.1.7, íåïðèìåíèìî, ïîñêîëüêó CP 1
íå çàäàíî

êàê ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâà.)

(b) Èìååì CPn ∼= S2n+1/∼, ãäå S2n+1 ⊂ Cn+1
è x ∼ y, åñëè

x= eiϕy äëÿ íåêîòîðîãî ϕ ∈ R.
(Ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : Cn+1 − {0} → S2n+1

,

äëÿ êîòîðîãî f(x) = f(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = µy äëÿ

íåêîòîðîãî µ > 0.)
(
) Çàäàéòå CPn êàê ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Îòîæäåñòâèì S2

ñ CP 1
(ñì. óòâåðæäåíèå 8.10.3.a). Ïðåäñòàâèì

S3 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1}.
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Õîï�à η : S3→ S2
�îðìóëîé

η(z1, z2) = (z1 : z2).

Ñð. ñ óòâåðæäåíèåì 8.10.3.b.

8.10.4. (a) Äëÿ ëþáîãî x ∈ S2
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå η−1x∼= S1

.

(b) The preimages of the Hopf map are interse
tions of S3
with


omplex lines a1z1 + a2z2 = 0, where a1, a2 ∈ C.
(
) Èìååì CP 2 ∼=D4/∼, ãäå x∼ y, åñëè x, y ∈ S3

è η(x) = η(y).
(Ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : S5→D4

,

äëÿ êîòîðîãî x∼ y in the sense of Assertion 8.10.3.b òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà either f(x) 6∈ S3
and f(x) = f(y), or f(x), f(y) ∈ S3

and

η(f(x)) = η(f(y)).)

Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X ⊂ Rm íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì ìíîæå-

ñòâà X, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå X→A, òîæäåñòâåííîå íà A.

8.10.5. (a) Ïîäìíîæåñòâî RP 1
íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ìíîæå-

ñòâà RP 2
.

(b) Ïîäìíîæåñòâî CP 1
íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ìíîæåñòâà CP 2

.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. (b) îñíîâàíî íà íåãîìîòîïíîñòè îòîáðàæåíèþ

â òî÷êó îòîáðàæåíèÿ Õîï�à. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé íåãîìîòîï-

íîñòè íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Èíâàðèàíòîì Õîï�à îòîáðàæåíèÿ S3 → S2
íàçûâàåòñÿ êî-

ý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ïðîîáðàçîâ äâóõ òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ

ïðè ãëàäêîé (èëè êóñî÷íî ëèíåéíîé) àïïðîêñèìàöèè äàííîãî îòîá-

ðàæåíèÿ. Ïðèâåäåì äåòàëè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ëþáîå îòîáðàæåíèå

f : S3 → S2
ãîìîòîïíî PL îòîáðàæåíèþ g, i.e. to a map simpli
ial

for some triangulations of S3
and S2

. Take two points y1, y2 ∈ S2
in

the interiors of 2-fa
es of the triangulation of S2
(regular values of g).

Òîãäà g−1yi = S1
i1 ⊔ S1

i2 ⊔ . . . ⊔ S1
iki

åñòü PL çàöåïëåíèå (ò. å. íàáîð

íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ëî-

ìàíûõ) äëÿ êàæäîãî i = 1, 2.20 The orientations of S2
and S3

de�ne

20

Here are some details for a smooth approximation. Äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóå-

ìûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [Pr14, �18.4℄. Ëþáîå îòîáðàæåíèå

f : S3 → S2
ãîìîòîïíî ãëàäêîìó îòîáðàæåíèþ g. Òî÷êà y ∈ S2

íàçûâàåòñÿ åãî

ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì, åñëè rk dg(x) = 2 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ g−1y. Èìåþòñÿ
ðåãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ y1, y2 ∈ S2

. Òîãäà g−1yi = S1
i1 ⊔ S1

i2 ⊔ . . . ⊔ S1
iki

åñòü ãëàä-

êîå çàöåïëåíèå.
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îðèåíòàöèè on these 
urves. Îïðåäåëèì èíâàðèàíò Õîï�à

H(f) :=

k1,k2∑

i=1,j=1

lk(S1
1i, S

1
2j).

8.10.6. (a) Èíâàðèàíò Õîï�à îïðåäåëåí êîððåêòíî, ò.å. íå çàâè-

ñèò íè îò y1, íè îò y2, íè îò g.
(b) Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî H(η) = 1.
(
) Äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå S3→ S2

, èíâàðèàíò

Õîï�à êîòîðîãî ðàâåí n.
(d) The Hopf invariant of f does not 
hange under homotopy of f .

Parts (a,d) are proved àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèÿì 8.3.3, 8.3.4,

8.4.1, 8.4.2. Parts (b) and (
) are easily proved assuming (a).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.7.8 Õîï�à�Ïîíòðÿãèíà�Ôðåé-

äåíòàëÿ îñòàëîñü äîêàçàòü èíúåêòèâíîñòü èíâàðèàíòà Õîï�à. Â çà-

äà÷å 8.10.7 íàìå÷åíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.7.8, îáîáùàþùåå

ìåòîä íàêðûòèé èç ï. 3.9. Õîòÿ èíâàðèàíò Õîï�à â íåì ÿâíî íå

óïîìèíàåòñÿ, �àêòè÷åñêè îíî äîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü èíâàðè-

àíòà Õîï�à. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî èíúåêòèâíîñòè íàìå÷åíî â çà-

äà÷å 8.11.1.

8.10.7. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ⊂ Rm îòîáðàæåíèå f̃ : X → S3
íà-

çûâàåòñÿ ïîäíÿòèåì îòîáðàæåíèÿ f : X→ S2
, åñëè f = η ◦ f̃ .

(a) Îòîáðàæåíèå η∗ : π3(S3)→ π2(S3), îïðåäåëåííîå êîìïîçèöè-
åé ñ îòîáðàæåíèåì Õîï�à, êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

(b) Ëåììà î ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè. Äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈ S2
ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîð�èçì

h : η−1(S2 − {x})→ (S2 − {x})× S1, ÷òî pr1 ◦ h= η.

(
)Ëåììà î ïîäíÿòèè ïóòè. Ëþáîé ïóòü s : [0, 1]→ S2
èìååò

ïîäíÿòèå s̃ : [0, 1]→ S3
.

(d) Ëþáîå îòîáðàæåíèå D3→ S2
èìååò ïîäíÿòèå D3→ S3

.

(e) Ëþáîå îòîáðàæåíèå S3→ S2
ãîìîòîïíî òàêîìó, êîòîðîå èìå-

åò ïîäíÿòèå (ò. å. îòîáðàæåíèå η∗ ñþðúåêòèâíî).
(f) Ëåììà î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæå-

íèÿ F0 : D
3 → S3

è ëþáîé ãîìîòîïèè ft : D
3 → S2

îòîáðàæåíèÿ
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f0 = η ◦ F0 ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ Ft : D
3→ S3

îòîáðàæåíèÿ F0,

äëÿ êîòîðîé ft = η ◦ Ft.
(g) Åñëè êîìïîçèöèè S3→ S2

îòîáðàæåíèé S3→ S3
ñ îòîáðàæå-

íèåì Õîï�à ãîìîòîïíû, òî è ñàìè îòîáðàæåíèÿ S3→ S3
ãîìîòîïíû

(ò. å. îòîáðàæåíèå η∗ èíúåêòèâíî).

8.10.8. Ëþáîå îòîáðàæåíèå S3→ CP 2
ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ

â òî÷êó.

Ýòî äîêàçûâåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèÿì 8.10.7 ñ èñïîëüçîâà-

íèåì îòîáðàæåíèÿ S5→ CP 2
âìåñòî îòîáðàæåíèÿ Õîï�à S3→ CP 1 = S2

(see the details in Problem 14.5.4).

8.11. Îñíàùåííûå çàöåïëåíèÿ

Çàöåïëåíèåì (íåóïîðÿäî÷åííûì, èëè íåðàñêðàøåííûì) íàçûâà-

åòñÿ çàìêíóòîå 1-ïîäìíîãîîáðàçèå, ò.å. îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ îáðàçîâ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ãëàäêèõ

ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ. Îñíàùåííûì çàöåïëåíèåì (â S3
) íàçûâàåòñÿ

îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå â S3
(íàçûâàåìîå íîñèòåëåì) âìåñòå

ñ íîðìàëüíûì ïîëåì íà íåì.

Äëÿ îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ L îáîçíà÷èì ÷åðåç H(L) êîý��è-
öèåíò çàöåïëåíèÿ åãî íîñèòåëÿ è îáðàçà ýòîãî íîñèòåëÿ ïðè ñäâèãå

âäîëü íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëèì îñíàùåííîå çàöåïëåíèå J(n) êàê ñòàíäàðòíóþ îêðóæ-

íîñòü âìåñòå ñ íîðìàëüíûì ïîëåì, äëÿ êîòîðîãî H(J(n)) = n (ò.å.

¾îáîðà÷èâàþùèìñÿ âîêðóã íåå n ðàç¿).

Äâà îñíàùåííûõ çàöåïëåíèÿ íàçûâàþòñÿ îñíàùåííî êîáîðäàíò-

íûìè, åñëè ñóùåñòâóþò

• (êîìïàêòíîå) 2-ïîäìíîãîîáðàçèåM ⊂ S3 × [0, 1] ñ êðàåì â S3 × {0, 1},
ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîãî ñ S3 × 0 è ñ S3 × 1 åñòü ïåðâîå è âòîðîå çà-

öåïëåíèå ñîîòâåòñòâåííî;

• íîðìàëüíîå ïîëå íà M , ñóæåíèå êîòîðîãî íà ýòè ïåðåñå÷åíèÿ

åñòü ïåðâîå è âòîðîå ïîëå ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1
fr(3) ìíîæåñòâî îñíàùåííûõ çàöåïëåíèé

ñ òî÷íîñòüþ äî îñíàùåííîãî êîáîðäèçìà.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå J : Z→ Ω1
fr(3) �îðìóëîé J(n) := [J(n)].

8.11.1. (a) Îòîáðàæåíèå H : Ω1
fr(3) → Z êîððåêòíî îïðåäåëå-

íî �îðìóëîé H([L]) := H(L). Îíî òîæå íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì
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Õîï�à. (Â ýòîì ïóíêòå ñ�îðìóëèðóéòå è èñïîëüçóéòå áåç äîêàçà-

òåëüñòâà ãëàäêèé àíàëîã ëåìì [Sk, 5.3.7 è 5.4.1b℄.)

(b) Ëþáîå îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå â S3
ÿâëÿåòñÿ îðèåíòè-

ðîâàííûì êðàåì íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî 2-ïîäìíîãîîáðàçèÿ
â B4

.

(Ñïðàâåäëèâ áîëåå ñèëüíûé, íî íå èñïîëüçóåìûé íàìè ðåçóëü-

òàò, òåîðåìà Ôðàíêëÿ-Ïîíòðÿãèíà [Pr15, �3℄: ëþáîå îðèåíòèðîâàí-

íîå çàöåïëåíèå â R3
ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì êðàåì íåêîòîðîãî

îðèåíòèðîâàííîãî 2-ïîäìíîãîîáðàçèÿ â R3
.)

(
) Ëþáîå îñíàùåííîå çàöåïëåíèå îñíàùåííî êîáîðäàíòíî ñòàí-

äàðòíîé îêðóæíîñòè â S3
ñ íåêîòîðûì îñíàùåíèåì.

(d) Èíâàðèàíò Õîï�à èíúåêòèâåí. (Çíà÷èò, îòîáðàæåíèÿ H è J
ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè áèåêöèÿìè.)

(e) Ìíîæåñòâî π2(S3) íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîò-

âåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì Ω1
fr(3). (Ñð. ñ çàäà÷åé 8.5.3.)

Óêàçàíèå ê ï. (
). Analogously to (b) (or by (b)) there is a 2-

submanifold M ⊂ S3 × [0, 1] with boundary in S3 × {0, 1} su
h that

M ∩ S3 × 0 is the support of the given link, and M ∩ S3 × 1 is the

standard 
ir
le. Analogously to ��4.8,4.10 extend the given normal

ve
tor �eld on M ∩ S3 × 0 to a normal ve
tor �eld on M .

8.11.2. (a) Îïðåäåëèòå èíâàðèàíò Õîï�à H : π3(S5)→ Z.
(b) Ýòîò èíâàðèàíò íóëåâîé.

8.12. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ*

8.12.1. (a) Ïîñòðîéòå òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êàñàòåëüíûõ

âåêòîðíûõ ïîëÿ íà RP 3
.

(b) Ïîñòðîéòå áèåêöèþ V (RP 3)→ π2(RP 3).
(
) Îòîáðàæåíèå ñóæåíèÿ D : π2(RP 3)→ π2(RP 2) = Z2 (òåîðåìà

Õîï�à 8.5.1 (b)) ñþðúåêòèâíî.

(d) Ëþáîå îòîáðàæåíèå RP 3 → S2
, ñóæåíèå êîòîðîãî íà RP 2

ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó, ãîìîòîïíî òàêîìó, êîòîðîå èìååò ïîäíÿòèå

RP 3→ S3
.

(e) Äëÿ ëþáîãî a ∈ Z2 ïîñòðîéòå áèåêöèþ D−1(a)→ Z (àíàëî-

ãè÷íî ï. 8.10).
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�åøåíèÿ ïóíêòîâ (d) è (e) çàäà÷ 8.12.1, 8.12.2, 8.12.3 è 8.12.4

àíàëîãè÷íû çàäà÷å 8.10.7 (e) è çàäà÷àì 8.10.7 (e,g) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñì. äåòàëè â [Pr14

′
, 3.1.4℄.

8.12.2. (a, b, 
, d) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å 8.12.1, ñ çàìåíîé RP 3
íà

S1 × S2
, π2(RP 2) = Z2 íà π

2(1 × S2) = Z (òåîðåìà Õîï�à 8.5.1 (a))

è RP 2
íà 1× S2

.

(e) Ïîñòðîéòå áèåêöèþ D−1(0)→ Z (àíàëîãè÷íî ï. 8.10).

(f)* Ïðè k 6= 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |D−1(k)|= 2k.

Äëÿ ðåøåíèÿ ï. (a) ïðåäñòàâüòå S1 × S2
â âèäå ¾ñêëåéêè¿

ïîäìíîæåñòâà D1 × S2 ⊂ R3
, ñð. ñ çàìå÷àíèÿìè ïîñëå çàäà÷ 4.4.2

è 4.4.4. (Ñð. ñ. óêàçàíèÿìè ê çàäà÷å 9.1.1 (b).)

8.12.3. (a, b, 
, d) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å 8.12.1, ñ çàìåíîé RP 3
íà

S1× S1× S1
, π2(RP 2) = Z2 íà

π2(1× S1 × S1)× π2(S1 × 1× S1)× π2(S1 × S1 × 1) = Z3

(òåîðåìà Õîï�à 8.5.1 (b)) è RP 2
íà 1× S1 × S1 ∪ S1 × 1× S1 ∪ S1 × S1 × 1.

(e) Ïîñòðîéòå áèåêöèþ D−1(0, 0, 0)→ Z (àíàëîãè÷íî ï. 8.10).

(f)* Ïðè (p, q, r) 6= (0, 0, 0) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |D−1(p, q, r)|=
= 2ÍÎÄ(p, q, r).

8.12.4. Ïóñòü N � çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå.
(a) Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå D : V (N)→H1(N ; Z), âûáðàâ v ∈ V (N)

(àíàëîãè÷íî ï. 4.11).

(b) Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå D : π2(N)→ H1(N ; Z) (àíàëîãè÷íî
ï. 4.11).

(Îïðåäåëåíèå ãðóïïû H1(N ; Z) îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé ìíîãîîá-

ðàçèÿ N ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè åñòåñòâåííî ïîÿâèòñÿ ïðè ïî-

ñòðîåíèè, ïîýòîìó åãî íå íóæíî çíàòü çàðàíåå. Ïðèäóìàííîå âàìè

îïðåäåëåíèå ìîæíî ñðàâíèòü ñ ïðèâåäåííûì â ï. 10.6.)

(
) Îòîáðàæåíèÿ D ñþðúåêòèâíû.

(d) Ëþáîå îòîáðàæåíèå N → S2
, ñóæåíèå êîòîðîãî íà N − D3

ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó, ãîìîòîïíî òàêîìó, êîòîðîå èìååò

ïîäíÿòèå N → S3
.

(e) Ñóùåñòâóþò áèåêöèè D−1(0)→ Z.
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`You mean...' he would say, and then he would

rephrase what I had said in some 
ompletely

simple and 
on
rete way, whi
h sometimes il-

luminated it enormously, and sometimes made

nonsense of it 
ompletely.

I.Murdo
h. Under the Net
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Îïðåäåëåíèÿ (ãëàäêèõ) ìíîãîîáðàçèé, èõ îðèåíòèðóåìîñòè, çà-

ìêíóòîñòè, êðàÿ, òðèàíãóëÿöèè, êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà

íèõ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé (ï. 4.5, 4.10, 8.6).

Ó÷åíèê Õàéíöà Õîï�à Ýäóàðä Øòè�åëü ðàññìîòðåë ïðîáëå-

ìó ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðû, òðîéêè, è ò. ä. ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êàñà-

òåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè. �àçâèâàÿ èäåè Õîï�à,

Øòè�åëü îêîëî 1934 ã. ïðèøåë ê îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

êëàññîâ. Ëþáîïûòíî, ÷òîØòè�åëü íà÷àë ñî ñëó÷àÿ îðèåíòèðóåìûõ

3-ìíîãîîáðàçèé è ïûòàëñÿ ïîñòðîèòü ïðèìåð òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ,

íà êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò òðîéêè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êàñàòåëü-

íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ôîðìàëèçàöèÿ áûëà çàâåðøåíà Íîðìàíîì

Ñòèíðîäîì â 1940-õ ãã. Ïðè ïîìîùè ïîñòðîåííîé òåîðèè áûëè äî-

êàçàíû ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Øòè�åëÿ 9.1.3, à òàêæå ìíîãèå äðóãèå

ðåçóëüòàòû (ñì. � 9, 12, 13, 16).

Ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëèçóåìûì,

åñëè íà íåì èìååòñÿ ñåìåéñòâî èç n êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ â êàæäîé òî÷êå. Íàïðèìåð, îêðóæíîñòü, òîð,

S3
è RP 3

ïàðàëëåëèçóåìû (óòâåðæäåíèÿ 8.10.1.a è 8.12.1.a) à ëþáîå

íåîðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, Sg ïðè g 6= 1 è S2k
íå ïàðàëëåëèçó-

åìû (ïî òåîðåìàì Ýéëåðà-Ïóàíêàðå 4.6.2 è Õîï�à 8.7.4.b).

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Sg îáîçíà÷àåòñÿ ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè.

9.1.1. Ïðîèçâåäåíèÿ Sg × I è Sg × S1
ïàðàëëåëèçóåìû for any g.

22

Ñêàæåøü åìó ÷òî-íèáóäü, à îí òâîå âûñêàçûâàíèå, êàê ïåðåâîäíóþ êàðòèí-

êó îáìàêíåò â âîäó, è âñå ïðîÿñíÿåòñÿ. (Ë.Óëèöêàÿ. Çåëåíûé Øàòåð.)
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9.1.2. (a) Ëþáîé íàáîð èç n− 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êàñàòåëü-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà îðèåíòèðóåìîì n-ìíîãîîáðàçèè ìîæíî äî-
ïîëíèòü äî íàáîðà èç n òàêèõ ïîëåé.

(b) Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè èìååòñÿ íàáîð èç k ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, òî èìååòñÿ íàáîð èç k îðòî-

íîðìèðîâàííûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

(
) Any n-submanifold of a parallelizable n-manifold (e.g. of Rn) is
parallelizable.

Òåîðåìà 9.1.3 (Øòè�åëü). Ëþáîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîá-
ðàçèå ïàðàëëåëèçóåìî.

Îáîáùåíèÿ � òåîðåìû 9.1.9, 9.8.4 (b) è 12.6.1.

Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ k-ïàðàëëåëèçóåìûì, åñëè íà íåì

èìååòñÿ ñåìåéñòâî èç k êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ â êàæäîé òî÷êå.

Òåîðåìà 9.1.4. Åñëè n + 1 = 2rm, ãäå m íå÷åòíî, òî RPn íå

ÿâëÿåòñÿ 2r-ïàðàëëåëèçóåìûì.

Òåîðåìà 9.1.5 (îá àëãåáðàõ ñ äåëåíèåì). Åñëè íà Rn èìååòñÿ

ñòðóêòóðà àëãåáðû ñ äåëåíèåì, òî n åñòü ñòåïåíü äâîéêè.

Áîëåå òî÷íî, àëãåáðû ñ äåëåíèåì íà Rn èìåþòñÿ òîëüêî ïðè

n = 1, 2, 4, 8. Êðîìå òîãî, ñ�åðà Sn ïàðàëëåëèçóåìà òîëüêî ïðè

n = 0, 1, 3, 7. Ýòè çíàìåíèòûå òåîðåìû Áîòòà�Ìèëíîðà�Êåðâåðà

(ñì. ññûëêè â [MS74, � 4℄) äîêàçûâàþòñÿ òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì

òîïîëîãèè (íî ãîðàçäî áîëåå ïðîäâèíóòîé) [Hi95℄.

Â ýòîì ïàðàãðà�å òåîðåìû 9.1.4 è 9.1.5 äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìî-

ùè ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ. Ýòè òåîðåìû íåòðóä-

íî âûâåñòè èç òåîðåìû 9.9.1 î ïðåïÿòñòâèè è çàäà÷ 10.6.5 (b),

9.9.6 (
, d). (Äîêàçàòåëüñòâî Õîï�à, íå èñïîëüçóþùåå ñèñòåì âåê-

òîðíûõ ïîëåé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ [Hi95℄, áûëî ïîëó÷åíî

îäíîâðåìåííî ñ äîêàçàòåëüñòâîì Øòè�åëÿ, èñïîëüçóþùèì èõ.)

Äðóãèå âàæíûå ïðèìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ � òåî-

ðåìû Óèòíè î íåâëîæèìîñòè è Ïîíòðÿãèíà�Òîìà î íåêîáîðäàíò-

íîñòè � îïèñàíû â � 12, 16.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ ïðîñòî �îðìóëèðóåìûõ �àêòîâ

òàêæå íåîáõîäèìû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû (êðîìå ï. (a), ÷àñòè

¾òîãäà¿ â ï. (b) è ÷àñòè ¾òîëüêî òîãäà¿ â ï. (
) óòâåðæäåíèÿ 9.1.7).
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Óòâåðæäåíèå 9.1.6. Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ F
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

• F × S1
2-ïàðàëëåëèçóåìî;

• F × I 2-ïàðàëëåëèçóåìî;

• F èìååò íåïóñòîé êðàé èëè ÷åòíóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñ-

òèêó.

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷ 9.7.2 (a), 9.7.3 (b) è 9.7.4 (b).

Óòâåðæäåíèå 9.1.7. Ïóñòü M � çàìêíóòîå 3-ìíîãîîáðàçèå.
(a) Ìíîãîîáðàçèå M × S1

2-ïàðàëëåëèçóåìî.

(b)ÌíîãîîáðàçèåM × S1
3-ïàðàëëåëèçóåìî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà M 2-ïàðàëëåëèçóåìî.

(
) Ìíîãîîáðàçèå M × S1
ïàðàëëåëèçóåìî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà M îðèåíòèðóåìî.

×àñòè ¾òîëüêî òîãäà¿ â ï. (b) è ¾òîãäà¿ â ï. (
) ñëåäóþò èç

óòâåðæäåíèÿ 9.8.3 (d) è òåîðåìû Øòè�åëÿ 9.1.3 ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïàðàëëåëèçóåìûì (ïî÷òè

k-ïàðàëëåëèçóåìûì), åñëè åãî äîïîëíåíèå äî òî÷êè ïàðàëëåëè-

çóåìî (k-ïàðàëëåëèçóåìî).

9.1.8. The 
onne
ted sum of almost parallelizable manifolds is

almost parallelizable.

Óòâåðæäåíèå 9.1.9. Ëþáîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 4-ìíî-
ãîîáðàçèå ïî÷òè 2-ïàðàëëåëèçóåìî.

9.1.10. Ïóñòü F è F ′
� çàìêíóòûå 2-ìíîãîîáðàçèÿ.

(a) Ìíîãîîáðàçèå F × F ′
ïî÷òè 3-ïàðàëëåëèçóåìî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îäíî èç ìíîãîîáðàçèé F è F ′
îðèåíòèðóåìî, à ó äðóãîãî

ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ÷åòíà.

(b) Åñëè F × F ′
ïî÷òè 2-ïàðàëëåëèçóåìî, òî ëèáî îäíî èç ìíî-

ãîîáðàçèé F è F ′
îðèåíòèðóåìî, ëèáî ó îáîèõ ýéëåðîâà õàðàêòåðè-

ñòèêà ÷åòíà.

(
)* Âåðíî ëè îáðàòíîå ê ï. (b)?

Óòâåðæäåíèÿ 9.1.9, 9.1.10 (a) è 9.1.10 (b) äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïî-

ìîùè çàäà÷ 9.8.10 (b, 
), 9.8.3 (a, b, e

′
) è 9.8.8 (e) ñîîòâåòñòâåííî.
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9.2. Ïàðàëëåëèçóåìîñòü íà äâóìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè

A PL k-submanifold of a smooth manifold N is the 
olle
tion

of some fa
es of some triangulation of N , whi
h 
olle
tion is PL

homeomorphi
 to some PL k-manifold.

Ëåììà 9.2.1 (î ïîäìíîãîîáðàçèè). Any 
losed PL 2-submanifold

of an orientable 3-manifold N has a parallelizable neighborhood in N .

Ýòà ëåììà ñëåäóåò èç òåîðåìû Øòè�åëÿ, íî èñïîëüçóåòñÿ â åå

äîêàçàòåëüñòâå. Ìû ïðèâåäåì äâà íåçàâèñèìûõ äîêàçàòåëüñòâà

ëåììû: ãåîìåòðè÷åñêîå â ýòîì ïóíêòå (using the idea of [Ki89℄ and a

suggestion of I. Zhiltsov) è àëãåáðàè÷åñêîå � â ï. 9.3.

�îìîëîãè÷åñêèå èäåè ïðèìåíÿþòñÿ è â àëãåáðàè÷åñêîì äîêàçà-

òåëüñòâå ëåììû î ïîäìíîãîîáðàçèè, è â ñâåäåíèè (â ï. 9.7) òåîðåìû

Øòè�åëÿ 9.1.3 ê ýòîé ëåììå. Òàêîå ñâåäåíèå îñíîâàíî íà ¾èñ÷åðïû-

âàíèè¿ 3-ìíîãîîáðàçèÿ îêðåñòíîñòÿìè ñîäåðæàùèõñÿ â íåì 2-ìíî-
ãîîáðàçèé.

9.2.2. (a) Ñóùåñòâóåò îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì,

ñîäåðæàùåå PL ïîäìíîãîîáðàçèå, PL ãîìåîìîð�íîå áóòûëêå Êëåé-

íà (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñâÿçíîå çàìêíóòîå íåîðèåíòèðóåìîå èìå-

þùåå íóëåâóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó).

(b) Îäíî èç òàêèõ 3-ìíîãîîáðàçèé ïàðàëëåëèçóåìî.

(
) Same as (a) for RP 2
instead of the Klein bottle.

9.2.3. (a) Any orientable 2-manifold is PL homeomorphi
 to a PL

submanifold of R3
.

(b) Any non-orientable 2-manifold is PL homeomorphi
 to a PL

submanifold of the 
onne
ted sum of several RP 3
's.

9.2.4. (a) There are a 3-manifold M , and PL homeomorphi
 
losed

PL 2-submanifolds of M that have no homeomorphi
 neighborhoods

(one neighborhood is orientable, the other is not).

(b) If a PL 2-submanifold F of a 3-manifold is PL homeomorphi


to the sphere S2
, then some neighborhood of F is PL homeomorphi
 to

F × [0, 1].
(
) Every 
losed orientable PL 2-submanifold F of an orientable

3-manifold has a neighborhood PL homeomorphi
 to F × [0, 1].

Ëåììà 9.2.5. Ea
h PL homeomorphi
 
losed PL 2-submanifolds

F1, F2 of orientable 3-manifoldsM1, M2 have di�eomorphi
 neighborhoods.
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Proof of Submanifold Lemma 9.2.1. By Assertions 9.2.3 (a, b) and

Lemma 9.2.5 some neighborhood of F in N is di�eomorphi
 to some

neighborhood of some PL submanifold PL homeomorphi
 to F
• in R3

, if F is orientable;

• in the 
onne
ted sum of several RP 3
, if F is non-orientable.

Now the lemma follows from Assertions 9.1.2.
 and 9.1.8.

Hint to 9.2.2. (a) 3-ìíîãîîáðàçèå

S1 × [−1, 1]× [0, 1]

(x, y, t, 0) ∼ (x,−y,−t, 1)

îðèåíòèðóåìî è ñîäåðæèò áóòûëêó Êëåéíà

S1 × 0× [0, 1]

(x, y, 0, 0)∼ (x,−y, 0, 1)
.

Âîò äðóãîå èçëîæåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè. Âîçüìåì âëîæåíèå áóòûë-

êè Êëåéíà â R4
(ñì. ðèñ. 2.1.6 (b)). Âîçüìåì ïðîåêöèþ R4→ R3 × 0.

Âîçüìåì íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà îáðàçå ïðè ïðîåêöèè, ïà-

ðàëëåëüíîå ÷åòâåðòîé êîîðäèíàòå. Âîçüìåì íîðìàëüíîå ïîëå (íåíà-

ïðàâëåííûõ) îòðåçêîâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âçÿòîìó ïîëþ è ïåðåñå-

êàþùèõ áóòûëêó â ñâîèõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Ýòè îòðåçêè çàìåòàþò

íóæíîå 3-ìíîãîîáðàçèå.
(b) Ïðîåêöèÿ 3-ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòðîåííîãî â ï. (a), íà R3 × 0

ëîêàëüíî âçàèìíî îäíîçíà÷íà. Ïîýòîìó íóæíàÿ òðîéêà ïîëåé ïðî-

èñõîäèò èç òðîéêè îðòîíîðìèðîâàííûõ ïîëåé íà R3
. Ñð. ñ çàäà-

÷åé 9.1.2.
.

(
) Âîçüìåì ε-îêðåñòíîñòü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2
, ëåæà-

ùåé â RP 3
.
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Íàïðèìåð, òî÷êà â n-ñ�åðå (èëè, �îðìàëüíî, âåðøèíà â n-ãè-
ïåðãðà�å, ãîìåîìîð�íîì ïîëíîìó n-ãèïåðãðà�ó ñ n + 2 âåðøèíà-

ìè) êëåòî÷íà.

Êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì n-ãèïåðãðà�à K íàçûâàåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn = K åãî ïîäãèïåðãðà�îâ, â êî-

òîðîì Kk−1�êëåòî÷íûé (k − 1)-ïîäãèïåðãðà� â Kk äëÿ êàæäî-

ãî k = 1, . . . , n. Ïîäãèïåðãðà� Kk íàçûâàåòñÿ k-(ìåðíûì) îñòîâîì
êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k-ìåðíûõ îñòîâîâ n-ãèïåðãðà�à,
k = 0, 1, . . . , n, îáðàçóåò åãî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå. Ïî ðàçáèåíèþ

n-ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rm íà ìíîãîãðàííèêè (ñð. ï. 4.5, 8.6) ìîæíî

ïîñòðîèòü êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå n-ãèïåðãðà�à, òåëî êîòîðîãî åñòü

çàäàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå.

10.4.1. Ïîñòðîéòå êëåòî÷íûå ðàçáèåíèÿ ñ îäíîé 3-êëåòêîé (ò. å. ñî

ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì äî 2-îñòîâà) äëÿ ïðèìåðîâ èç çàäà÷è 10.4.4

íèæå.
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10.4.6. (a) RP 2
íå ÿâëÿåòñÿ êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ (è, ñòàëî áûòü,

íåâëîæèìî â R3
).

(b) Çàìêíóòîå 2-ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ÷åòíà.

(
) Íè CP 2
, íè RP 2 × RP 2

íå ÿâëÿþòñÿ êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ

(ñòàëî áûòü, îíè íåâëîæèìû â R5
).

(d) Òåîðåìà. Åñëè çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ êðàåì

ìíîãîîáðàçèÿ, òî åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ÷åòíà.

Ñð. ñ òåîðåìîé 11.1.2 (a).

Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 10.4.5 (b) òåîðåìà 10.4.6 (d) èíòåðåñíà òîëü-

êî äëÿ ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ââèäó àíàëîãà óòâåðæäåíèÿ 10.6.8

äëÿ ãîìîëîãèé ñ êîý��èöèåíòàìè Z è äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêà-

ðå 10.9.5 çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 10.4.6 (d) ðàâíîñèëüíî ÷åòíîñòè ÷èñ-

ëà rkHk(N ; Z), ãäå N � îãðàíè÷èâàþùåå ìíîãîîáðàçèå èç òåîðåìû

è 2k = dimN .

10.4.6. (a) Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü, íàïðîòèâ, M � 3-ìíîãîîáðà-
çèå è ∂M ∼= RP 2

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′
êîïèþ ìíîãîîáðàçèÿ M . Òî-

ãäà 0 = χ(M ∪RP 2 M ′) = χ(M) + χ(M ′) − χ(RP 2), îòêóäà χ(RP 2)
÷åòíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîå ðåøåíèå.Ïóñòü, íàïðîòèâ,M � 3-ìíîãîîáðàçèå è ∂M ∼=RP 2
.

Òîãäà

τ(M)|∂M ∼= τ(∂M) ⊕ ν(∂M ⊂M)∼= τ(∂M)⊕ ε.
Ïîýòîìó 0 = e(M) ∩ ∂M = e(∂M) 6= 0, ãäå e�êëàññ Ýéëåðà ïî ìî-

äóëþ 2 è ðàâåíñòâà îçíà÷àþò ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.
Òðåòüå ðåøåíèå.Ïóñòü, íàïðîòèâ,M � 3-ìíîãîîáðàçèå è ∂M ∼=RP 2

.

Òîãäà w1(∂M) = ∂w1(M), ãäå ∂ : H2(M, ∂)→ H1(M)� ãðàíè÷íûé

ãîìîìîð�èçì. Ïóñòü (ω, ∂) ⊂ (M, ∂)� 2-ïîäìíîãîîáðàçèå 
 êðà-

åì, ðåàëèçóþùåå êëàññ w1(M). Òîãäà ∂ω ⊂ ∂M ðåàëèçóåò êëàññ

w1(∂M). Çíà÷èò, ω ∩M ω åñòü 1-ïîäìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂ω ∩∂M ∂ω.
Ïîýòîìó w1(∂M) ∩w1(∂M) = 0, ÷òî íåâåðíî äëÿ ∂M = RP 2

.

(
) χ(RP 2 × RP 2) = χ(RP 2)2 ≡ 1 mod 2.
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10.5. Îäíîìåðíûå ãîìîëîãèè

Îäíîìåðíîé ãðóïïîé ãîìîëîãèé H1(K) ñ êîý��èöèåíòà-

ìè Z2 ãèïåðãðà�à K íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ ãðóïïà ãîìîëîãèé

åãî 2-îñòîâà, ñì. ï. 6.4 è 9.5, ñð. [Sk, �9.8 `Maps from 
omplex to

Eilenberg-M
Lane spa
es'℄. Ïîýòîìó àíàëîãè ìíîãèõ óòâåðæäåíèé

(íàïðèìåð, 6.4.1, 6.5.5.a è 6.5.6.b) äëÿ 2-ãèïåðãðà�îâ ñïðàâåäëèâû
è äëÿ n-ãèïåðãðà�îâ.

In parti
ular, the group H1(K) is not 
hanged by passing to the

regular neighborhood. �åãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü ïîäãèïåðãðà�à

â ãèïåðãðà�å is de�ned analogously to �5.9. Íàïðèìåð, ðåãóëÿðíûì

îêðåñòíîñòÿì ãîìåîìîð�íû Dn
äëÿ òî÷êè è F × I äëÿ ãèïåðãðà-

�à F = F × 0. ßñíî, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü ïîäãèïåðãðà�à

íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè n-ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé

n-ìíîãîîáðàçèÿ. Î áëèçêîì ïîíÿòèè óòîëùåíèÿ, ñâÿçàííîì ñ ðåà-

ëèçóåìîñòüþ 2-ãèïåðãðà�îâ â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ, ñì. [Sk, � 10 ¾Òðåõ-
ìåðíûå óòîëùåíèÿ äâóìåðíûõ ãèïåðãðà�îâ¿℄.

10.5.1. (a�f) Íàéäèòå H1(K) äëÿ ïðèìåðîâ èç çàäà÷è 10.4.4.

Ñâÿçíàÿ ñóììà # ìíîãîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îïðåäåëÿåòñÿ

àíàëîãè÷íî äâóìåðíûì, ðèñ. 5.5.1.

10.5.2. (a) (
f. Assertion 6.5.4.a) Åñëè M è N � çàìêíóòûå

n-ìíîãîîáðàçèÿ, òî H1(M#N)∼=H1(M)⊕H1(N).
(b) Åñëè K è L � ãèïåðãðà�û, òî H1(K × L)∼=H1(K)⊕H1(L).

(Îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ãèïåðãðà�îâ ñì., íàïðèìåð, â [Sk,

ï. 6.16 ¾Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå¿℄. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî

[MNS, �1.7℄.)

(
) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 6.4.3 (
)

äëÿ êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ãèïåðãðà�à.

Ñon
erning the `formula' for the homology of a union see �11.5.

10.5.3 (
f. Problem 14.1.4). (a) For a sub
omplex A of a 
omplex

K a 1-
y
le in A is a 1-
y
le in K.

(b) For a sub
omplex A of a 
omplex K if 1-
y
les are homologous

in A, then they are homologous in K. Thus the in
lusion-indu
ed map

H1(A)→H1(K) is well-de�ned.
(
) There are a 
omplex K and its sub
omplex A su
h that the

in
lusion-indu
ed map H1(A)→H1(K) is not inje
tive.
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Äëÿ 1-öèêëà C â K îáðàçîì f∗C ïðè ñèìïëèöèàëüíîì îòîáðà-

æåíèè f :K→ L íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð σ â L òàêèõ, ÷òî

èìååòñÿ íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð τ â C, äëÿ êîòîðûõ f(τ) = σ.

10.5.4. For a simpli
ial map f :K→ L between hypergraphs

(a) the image of any 1-
y
le in K is a 1-
y
le in L;
(b) the 
orresponden
e C 7→ f∗C gives a well-de�ned map f∗ :H1(K)→H1(L);
(
) we have (idK)∗ = idH1(K);
(d) we have (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ for a simpli
ial map g : L → M

between hypergraphs.

10.5.5. Ïóñòü K � ãðà� ñ îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè. �àññòà-

íîâêà öåëûõ ÷èñåë íà âñåõ ðåáðàõ ãðà�à íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì

1-öèêëîì, åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñóììà ÷èñåë íà âõîäÿùèõ ðåá-

ðàõ ðàâíà ñóììå ÷èñåë íà èñõîäÿùèõ ðåáðàõ (ïðàâèëî Êèðõãî�à,

ñð. çàäà÷ó 4.11.2).

(a,b,
,d) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè óòâåðæäåíèé 6.2.3.ab
d

äëÿ öåëî÷èñëåííûõ 1-öèêëîâ.
(e) Äëÿ äàííîãî íàáîðà ω îðèåíòàöèé íà ðåáðàõ ãðà�à K îáî-

çíà÷èì ÷åðåç H1(K; Z) = Hω
1 (K; Z) ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ 1-

öèêëîâ, ñ îïåðàöèåé ïîêîìïîíåíòíîé ñóììû. Òîãäà ãðóïïûH1(K; Z)
äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ îðèåíòàöèé ðåáåð èçîìîð�íû. (Ò.å. äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ íàáîðîâ ω, ω′
îðèåíòàöèé ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ϕ : Hω
1 (K; Z)→Hω′

1 (K; Z) òàêîå, ÷òî ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y)
äëÿ âñåõ ïàð x, y ∈Hω

1 (K; Z).)
Ïóñòü K � ãèïåðãðà� ñ îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè. �àññòà-

íîâêà öåëûõ ÷èñåë íà åãî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáðàõ íàçûâàåòñÿ

(ñèìïëèöèàëüíûì) öåëî÷èñëåííûì 1-öèêëîì, åñëè äëÿ êàæ-

äîé âåðøèíû ñóììà ÷èñåë íà âõîäÿùèõ ðåáðàõ ðàâíà ñóììå ÷èñåë

íà âûõîäÿùèõ. �ðàíèöåé (îäíîìåðíîé öåëî÷èñëåííîé) ∂a ãðàíè

a= {i, j, k} íàçûâàåòñÿ ðàññòàíîâêà ïëþñ åäèíèö íà îðèåíòèðîâàí-
íûõ ðåáðàõ (ij), (jk), (ki) è íóëåé íà îñòàëüíûõ ðåáðàõ. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî åñëè ðåáðî {i, j} îðèåíòèðîâàíî îò i ê j, òî íà íåì ñòàâèòñÿ

+1, à åñëè îò j ê i, òî −1. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà ãðàíè îïðåäåëåíà

ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà −1. Äâà öåëî÷èñëåííûõ 1-öèêëà íà-
çûâàþòñÿ (öåëî÷èñëåííî) ãîìîëîãè÷íûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü åñòü

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãðàíèö íåñêîëüêèõ ãðàíåé ñ öåëûìè êîý�-

�èöèåíòàìè. Îäíîìåðíîé ãðóïïîé ãîìîëîãèéH1(K; Z) ñ êîý�-
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�èöèåíòàìè Z íàçûâàåòñÿ ãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ 1-öèêëîâ ñ òî÷-

íîñòüþ äî ãîìîëîãè÷íîñòè.

Èòàê, H1(K; Z) =H1(K
(2); Z) äëÿ 2-îñòîâà K(2)

.

10.5.6. (a, b, 
, d) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè çàäà÷ 6.4.1

è 6.5.6.b (ãðóïïàH1(K) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäàâëèâàíèè) äëÿH1(K; Z).
(e) �ðóïïû H1(K; Z) äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ îðèåíòàöèé ðåáåð

èçîìîð�íû.

(f) Åñòåñòâåííûé èçîìîð�èçì H1(U ; Z)→H1(U
′; Z) äëÿ ãîìåî-

ìîð�íûõ (ñì. ï. 5.2) òðèàíãóëÿöèé U è U ′
, ïåðåâîäèò D(U, u, v)

â D(U ′, u, v) (ñì. îïðåäåëåíèå â ï. 4.11).

10.5.7. (a�f) Íàéäèòå H1(K; Z) äëÿ ïðèìåðîâ èç çàäà÷è 10.4.4.

10.5.8. (a�d) Íàéäèòå ãðóïïó H1(K; Z) è íàðèñóéòå îðèåíòèðî-
âàííûå êðèâûå, ïðåäñòàâëÿþùèå åå áàçèñ, äëÿ (ëþáîé òðèàíãóëÿ-

öèè) ïðèìåðîâ èç çàäà÷è 6.5.1.

Hint: see the following problems.

10.5.9 (
f. Problem 6.5.3). Let T be a triangulation (or a 
ellular

de
omposition) of a 
onne
ted 
losed 2-manifold.
(a) If T is orientable, then H1(T ; Z)∼= Z2−χ(T )

.

Hint.Äîêàæèòå ýòî, íå èñïîëüçóÿ êëàññè�èêàöèè 2-ìíîãîîáðàçèé

(èáî îíà íå áûëà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà). Prove that the quotient of Zs
(by a subgroup generated) by a primitive element is isomorphi
 to Zs−1

.

Prove that there is a sequen
e f1, . . . , fF of all fa
es su
h that [∂fj] is
primitive in Z1(T ; Z)/ 〈∂f1, . . . , ∂fj−1〉 for every j = 1, . . . , F .

Alternatively, prove thatH1(T ; Z)∼=H1(T0; Z), where T0 is obtained
from T by deleting (the interior of) one 2-fa
e. Use the fa
t that Euler


hara
teristi
 is not 
hanged under 
ollapse or deformation retra
tion,

and the results of Problems 10.5.6.d, 10.6.6.

(b) The sum of boundaries of (arbitrary oriented) fa
es of T equals

2C for some integer 1-
y
le C (we have [C] = β[N ], see de�nition of β
in Problem 11.8.2.a).

(
) De�ne the redu
tion mod 2 ρ2 :H1(T ; Z)→H1(T ).
(d) For any C from (b) we have ρ2C = w1(T ) (then w1(T ) = ρ2β[N ]).
(e) If T is non-orientable, then H1(T ; Z)∼= Z1−χ(T ) ⊕ Z2.

Hint. Analogously to (a). Use (b). Prove that the quotient of Zs by
twi
e a primitive element is isomorphi
 to Zs−1 ⊕ Z2.
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13.5. Êëàññè�èêàöèÿ ñå÷åíèé*

Îòîáðàæåíèå s : X →X × Y íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì, åñëè pr1 ◦ s=
= idX . Ñå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîñëîéíî ãîìîòîïíûìè, åñëè îíè ãîìî-
òîïíû â êëàññå ñå÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(pr1) ìíîæåñòâî êëàññîâ
ïîñëîéíîé ãîìîòîïíîñòè ñå÷åíèé. �àâåíñòâî ìåæäó ìíîæåñòâàìè

îçíà÷àåò íàëè÷èå áèåêöèè ìåæäó íèìè.

13.5.1. (a) Γ(pr1 : S
1 × I→ S1) = {0}.

(b) Γ(pr1 : S
1 × S1→ S1) = Z.

(
) Äëÿ çàìêíóòîãî îðèåíòèðóåìîãî 2-ìíîãîîáðàçèÿ N âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Γ(pr1 : N × S1→N) =H1(N ; Z).

(d) Ìíîæåñòâî Γ(pr1) íàõîäèòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè

ñ ìíîæåñòâîì [X; Y ] îòîáðàæåíèé X → Y ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîï-

íîñòè (ñì. îïðåäåëåíèå â ï. 3.4).

Ïîíÿòèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ è ñå÷åíèÿ (ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ) ÿâ-

ëÿþòñÿ âàæíåéøèìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïîíÿòèÿ ñå÷åíèÿ ðàññëî-

åíèÿ, ñì. ï. 13.2. Ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîñëîéíî ãîìî-

òîïíûìè, åñëè îíè ãîìîòîïíû â êëàññå ñå÷åíèé.

13.5.2. (a) Ó ïðîåêöèè p ëåíòû Ì¼áèóñà íà åå ñðåäíþþ ëèíèþ

ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ñå÷åíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîé ãîìîòîï-

íîñòè).

(b) Îïèøèòå ìíîæåñòâî êëàññîâ ïîñëîéíîé ãîìîòîïíîñòè ñå÷å-

íèé ñòàíäàðòíîé ïðîåêöèè p : K → S1
áóòûëêè Êëåéíà íà îêðóæ-

íîñòü.

�àññìîòðèì 2-ìíîãîîáðàçèå P ∗
ñ íåïóñòûì êðàåì è èíâîëþöè-

åé t íà P ∗
, èìåþùåé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

13.5.3. Ñóùåñòâóþò òàêèå íåãîìåîìîð�íûå 2-ìíîãîîáðàçèÿ P ∗

è P ∗
1 ñ íåïóñòûìè êðàÿìè è èíâîëþöèÿìè t è t1, èìåþùèìè ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ P ∗/t∼= P ∗
1 /t1.

Ñå÷åíèå s : P ∗ → P ∗ × S1
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè

pr2 ◦ s= pr2 ◦ s ◦ t. Ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ñå÷åíèé ñ òî÷íîñòüþ

äî ãîìîòîïèè â êëàññå ñèììåòðè÷íûõ ñå÷åíèé îáîçíà÷àåòñÿ êðàòêî

Γ(P ∗, t). Ïîëîæèì P = P ∗/t.
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13.5.4. Åñëè èíâîëþöèÿ t èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê, òî Γ(P ∗, t) = Ht
1(P

∗, ∂; Z) ∼=H1(P, ∂; Z) ∼= Z1−χ(P )
.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñ èíâîëþöèåé ñèììåòðè÷íûå ãîìîëîãè÷åñêèå

ãðóïïû îáîçíà÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðõíåãî èíäåêñà t ê îáû÷íî-

ìó îáîçíà÷åíèþ. Èõ îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííî ïîÿâëÿåòñÿ ïðè èçó-

÷åíèè ìíîæåñòâà Γ(P ∗, t). ×èòàòåëü ìîæåò ïðèäóìàòü åãî ñàì èëè

ïîäñìîòðåòü â [Sk, ï. ¾Ýêâèâàðèàíòíûå îòîáðàæåíèÿ ãðà�à¿℄.

13.6. Êëàññè�èêàöèÿ çåé�åðòîâûõ ñå÷åíèé*

Â ïðèëîæåíèÿõ (ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò) ïîÿâëÿþòñÿ àíàëîãè ñå-

÷åíèé äëÿ ðàññëîåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå è ðå-

çóëüòàò äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (ìîòèâèðîâàííîãî ïðèëîæåíèÿìè).

Ïîëîæèì Q = Q(P ∗) := P ∗ × I/{(a, 0) ∼ (t(a), 1)}. (Âûðàæàÿñü
íàó÷íî, ýòî ðàññëîåíèå íàä S1

ñî ñëîåì P ∗
è ñøèâàþùèì îòîáðà-

æåíèåì t [BFM90, îïðåäåëåíèå 2.2℄.)

13.6.1. Q(P ∗) çàâèñèò òîëüêî îò P , íî íå îò P ∗
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p : P ∗→ P ïðîåêöèþ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

π : Q→ P �îðìóëîé π[(a, s)] = p(a). (Ýòî ¾ðàññëîåíèå Çåé�åðòà,

èìåþùåå ñèíãóëÿðíûå ñëîè òîëüêî òèïà (2, 1)¿.)
Âëîæåíèå f : P ∗ → Q íàçûâàåòñÿ çåé�åðòîâûì ñå÷åíèåì, åñëè

π ◦f =p. (Â ãëàäêîé êàòåãîðèè íóæíî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü,

÷òî f òðàíñâåðñàëüíî ñëîÿì îòîáðàæåíèÿ π. Â [BF94℄ çåé�åðòîâû

ñå÷åíèÿ íàçûâàëèñü òðàíñâåðñàëüíûìè ïëîùàäêàìè.)

Òåîðåìà 13.6.2 ([RS99

′
℄). Äëÿ ëþáûõ P ∗

è t ìíîæåñòâî X
çåé�åðòîâûõ ñå÷åíèé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè íàä π íàõîäèò-

ñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ H1(P, ∂; Z) ∼= Z1−χ(P )
. (Îïðåäå-

ëåíèå èçîòîïèè íàä π àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííûì ïîñëå çàäà÷è 6.6.1

è â ï. 15.5.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

q : P ∗ × S1 ∼= P ∗ × I

{(a, 0)∼ (a, 1)} →
P ∗ × I

{(a, 0) ∼ (t(a), 1)}
∼=Q

�îðìóëîé

q[(a, u)] =

{
[(a, 2u)], 06 u6 1

2
,

[(t(a), 2u− 1)],
1

2
6 u6 1.
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∗

∗

Q

π

(t(x), 1)

(x, 0)

∗

p(x) = p(t(x))
P

q

f

p

pr1f ′′
f ′

P ∗

P ∗ × S1

t(x)

x

S1

pr2

�èñ. 13.6.1. Êëàññè�èêàöèÿ çåé�åðòîâûõ ñå÷åíèé

Ïîñêîëüêó t�èíâîëþöèÿ, q êîððåêòíî îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî.
Ïóñòü f : P ∗ → Q� çåé�åðòîâî ñå÷åíèå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè

x ∈ P ∗
, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èíâîëþöèè t, ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà f ′(x) ∈ P ∗ × S1
, äëÿ êîòîðîé qf ′(x) = f(x).

Äëÿ êàæäîé íåïîäâèæíîé òî÷êè x èíâîëþöèè t ñóùåñòâóþò äâå òà-
êèå òî÷êè u, v ∈ S1

, ÷òî q(x, u) = q(x, v) = f(x). Ïîñêîëüêó ìàëåíü-
êàÿ ïðîêîëîòàÿ äèñêîâàÿ îêðåñòíîñòü â P ∗

íåïîäâèæíîé òî÷êè x
ñâÿçíà, ìû ìîæåì âçÿòü â êà÷åñòâå f ′(x) ëèáî (x, u), ëèáî (x, v), òàê
÷òî îòîáðàæåíèå f ′ : P ∗→ P ∗ × S1

áóäåò íåïðåðûâíûì. Ïîñòðîåí-

íîå îòîáðàæåíèå f ′� (îáû÷íîå) ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ

P ∗ × S1→ P ∗
.

Ïîñêîëüêó f � âëîæåíèå, pr2 f
′(x) 6=− pr2 f

′(t(x)) íè äëÿ êàêîé
òî÷êè x ∈ P ∗

. Ïîýòîìó f ′ ïîñëîéíî ãîìîòîïíî ñèììåòðè÷íîìó ñå-

÷åíèþ f ′′.
Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî ñå÷åíèÿ F : P ∗→ P ∗ × S1

îòîáðàæåíèå q ◦ F ÿâëÿåòñÿ çåé�åðòîâûì ñå÷åíèåì è (q ◦ F )′′ = F .
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Î÷åâèäíî, çåé�åðòîâû ñå÷åíèÿ f è g èçîòîïíû íàä π òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷åñêèå ñå÷åíèÿ f ′′

è g′′ ñèììåòðè÷íî ãîìîòîïíû (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, èçîòîïíû).

Òîãäà X = Γ(P ∗, t) =H1(P, ∂; Z)∼= Z1−χ(P )
.

13.7. Ïðèìåíåíèå ê ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì*

Â 1994 ã. Áîëñèíîâ è Ôîìåíêî [BF94℄ äîêàçàëè òåîðåìó î òîïîëî-

ãè÷åñêîé òðàåêòîðíîé êëàññè�èêàöèè íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóå-

ìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà òðåõìåð-

íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè. Ìîòèâèðîâêè è êðàòêèé

îáçîð ñì. â [BFM90, � 1℄, [BF94, � 1℄. Îíè äîêàçàëè, ÷òî äâå òàêèå

ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû, åñëè íåêîòîðûå èõ èíâàðèàíòû ñîâïàäàþò.

Èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ãðà� ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ìåò-

êàìè íà åãî âåðøèíàõ è ðåáðàõ. Îäíèì èç íåîáõîäèìûõ îãðàíè÷å-

íèé áûëî òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íå èìååò

íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñ íåîðèåíòèðóåìîé ñåïàðàòðè-

ñîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëèñü ñå÷å-

íèÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé. Ïîñêîëüêó ïåðèîäè÷åñêèå

îðáèòû ñ íåîðèåíòèðóåìîé ñåïàðàòðèñîé âñòðå÷àþòñÿ â ïðèìåðàõ

(íàïðèìåð, â âîë÷êå Êîâàëåâñêîé), áûëî èíòåðåñíî îòáðîñèòü ýòî

îãðàíè÷åíèå. Ýòî îêàçàëîñü âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ

çåé�åðòîâûõ ñå÷åíèé çåé�åðòîâûõ ðàññëîåíèé.

Òåîðåìà 13.7.1 ([RS99

′
, CRS00℄, ñð. [BF94, òåîðåìà 4.1℄).

Ïóñòü X �ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëü-

òîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà îðèåíòèðóåìûõ

òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè ñ òî÷íîñòüþ äî

íåïðåðûâíîé òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîõðàíÿþùåé îðèåí-

òàöèþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ èç X â ìíîæåñòâî t-îñíàùåí-
íûõ ãðà�îâ ñ òî÷íîñòüþ äî t-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèÿ t-îñíàùåííûõ ãðà�îâ è t-ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèå

æå, êàê â [BF94℄, ñì. òàêæå [BFM90, CRS00℄. Çàìåòèì, ÷òî â [BF94,

� 12.3 è � 13.5℄ îïèñàíû îáðàç èíúåêöèè èç òåîðåìû è çàâèñèìîñòü

t-ìåòîê îò îðèåíòàöèè 3-ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè. Êðî-

ìå òîãî, â [BF94, � 13℄ áûëî ïîñòðîåíî â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëåå

ïðîñòîå îñíàùåíèå íà W , íàçâàííîå t-ìîëåêóëîé. Áîëåå îáùàÿ ñè-
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(
) Ïðîñòðàíñòâî Cf ðåòðàãèðóåòñÿ íà îêðóæíîñòü äëÿ ëþáîãî

âëîæåíèÿ f : N → Rn+2
çàìêíóòîãî n-ìíîãîîáðàçèÿ N .

15.6.8. Ïóñòü f : N → S7
� âëîæåíèå çàìêíóòîãî ñâÿçíîãî 4-ìíî-

ãîîáðàçèÿ N .

(a) π2(Cf )∼= Z.
(b) Åñëè N îäíîñâÿçíî, òî π3(Cf )∼= Zd(κ(f)). Çäåñü d(κ(f)) îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ:

• Af,k =Ak : Hk(N ; Z)→Hk+1(Cf , ∂; Z)�äâîéñòâåííîñòü Àëåê-

ñàíäåðà 11.7.2,

• κ(f) :=A−1
2 (A4[N ] ∩A4[N ]) ∈H2(N ; Z)� èíâàðèàíò Áåøà�Õå-

�ëèãåðà,

• d(0) := 0 è d(x) := max{k ∈ Z : íàéäåòñÿ y ∈ H2(N ; Z), äëÿ
êîòîðîãî x= ky} ïðè x 6= 0.

Ñì. óñèëåíèÿ â [Sk05t℄.

15.7. Ïðèêëåèâàþùèé èíâàðèàíò*

Ïî ñîîáðàæåíèÿì îáùåãî ïîëîæåíèÿ íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ðàñ-

ñëîåíèå νf ïîãðóæåíèÿ f : N → Sn+k çàìêíóòîãî n-ìíîãîîáðàçèÿ N
íå çàâèñèò îò f äëÿ k > n+ 1. Ýòî òàê íàçûâàåìîå ñòàáèëüíîå íîð-
ìàëüíîå ðàññëîåíèå, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç νk(N). Òàê êàê

νi◦f = νf ⊕ 1, òî νf ⊕ (K − k)ε= νK(N) äëÿ K > n+ 1.

Ñð. ñ ïåðå�îðìóëèðîâêîé òåîðåìû Ñìåéëà�Õèðøà î ïîãðóæàåìî-

ñòè â êîíöå ï. 15.3.

Ïî ñîîáðàæåíèÿì îáùåãî ïîëîæåíèÿ Cf íå çàâèñèò îò f äëÿ

k > n+ 2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck(N). Òàê êàê

Ci◦f ∼ ΣCf , òî ΣK−kCf ∼ CK(N) äëÿ K > n+ 2.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äîïîëíåíèÿ äëÿ âëîæèìîñòè ãèïåðãðà�à N
â Sn+k ÿâëÿåòñÿ (K − k)-äåíàäñòðàèâàåìîñòü ïðîñòðàíñòâà CK(N),
ò. å. ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâà C, äëÿ êîòîðîãî ΣK−kC ∼ CK(N).
Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿK = n+ 2, òî îíî àâòîìàòè÷åñêè
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî K > n+ 2.

15.7.1. Äëÿ k > n+ 2 èìååì Ck ∼Dνk/Sνk.
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Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νf ïîãðóæåíèÿ f ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâè-

âàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè ïîãðó-

æåíèÿ f (è èíâàðèàíòîì èçîòîïèè ïîãðóæåíèÿ f , åñëè îíî ÿâëÿ-

åòñÿ âëîæåíèåì). Ýòîò èçîòîïè÷åñêèé èíâàðèàíò íå î÷åíü ñèëü-

íûé, ïîòîìó ÷òî, íàïðèìåð, íîðìàëüíûå ðàññëîåíèÿ ðàçëè÷íûõ

âëîæåíèé 
òàáèëüíî ýêâèâàëåíòíû. Ñì. óòâåðæäåíèå 12.2.5. Äëÿ

âëîæåíèÿ f ïðîñòðàíñòâî ñ�åðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ Sνf è ãðàíèöà

∂Cf = ∂Of(N) äîïîëíåíèÿ äî îáðàçà (èëè òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè

îáðàçà) f(N) â Sm ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ïðè ïîìîùè ãîìåî-

ìîð�èçìà κ èç òåîðåìû î òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè â ï. 13.2, ïðè

êîòîðîì íóëåâîå ñå÷åíèå ïåðåõîäèò â f(N). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ãî-
ìåîìîð�èçì κ îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî (áîëåå òî÷íî, ðàçëè÷àþùèå
ýëåìåíòû ëåæàò â ãðóïïàõ H l(N ; πl(SOk−1))).

Ñîâìåùàÿ èäåþ äîïîëíåíèÿ è èäåþ îêðåñòíîñòè, Äæ.Ëåâèí,

Ñ.Ï.Íîâèêîâ è Â.Áðàóäåð ïîëó÷èëè ðåäóêöèþ ïðîáëåì âëîæèìî-

ñòè è èçîòîïèè ê àëãåáðàè÷åñêèì ïðîáëåìàì (âïðî÷åì, äîñòàòî÷-

íî ñëîæíûì). Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè êîìáèíàöèè èíâàðè-

àíòîâ äîïîëíåíèÿ è îêðåñòíîñòè óñëîâèé � îäíî èç íàèáîëåå âàæ-

íûõ ïðèëîæåíèé õèðóðãèè ê òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèé. Ïî ïîâîäó

ðàçâèòèÿ ýòîãî ïîäõîäà è ïðåîäîëåíèÿ âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòåé

ñì. [Sk06m, Sk05t, CS11℄.

Äàäèì îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîé ñèñòåìû è ñ�îðìóëèðóåì òåî-

ðåìó Áðàóäåðà�Ëåâèíà. Êîìïîçèöèÿ Sνf
κ
= ∂Cf ⊂ Cf íàçûâàåòñÿ

ïðèêëåèâàþùèì îòîáðàæåíèåì a(f, κ). Òðîéêà S(f, κ) = (νf , Cf , a(f, κ))
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé ïàðû (f, κ). Âîîáùå, íîðìàëüíîé
ñèñòåìîé êîðàçìåðíîñòè k íà ìíîãîîáðàçèè N íàçûâàåòñÿ òðîéêà

S = (ν, C, a), ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîðíîãî k-ðàññëîåíèÿ ν, ïðîñòðàí-
ñòâà C è íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ p : Sν → C. Íîðìàëüíûå ñè-

ñòåìû (ν, C, p) è (ν1, C1, p1) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñó-

ùåñòâóþò èçîìîð�èçì ðàññëîåíèé b : ν → ν1 è ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýê-

âèâàëåíòíîñòü r : C → C1, äëÿ êîòîðûõ r ◦ p ≃ p1 ◦ Sb. Îáîçíà÷å-
íèå: (ν, C, p) ∼ (ν1, C1, p1). Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

íîðìàëüíîé ñèñòåìû (f, κ) íå çàâèñèò îò κ. Ýòîò êëàññ íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíîé ñèñòåìîé S(f) âëîæåíèÿ f . Î÷åâèäíî, ÷òî íîðìàëü-

íàÿ ñèñòåìà âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì.
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Òàê êàê ëþáûå äâà âëîæåíèÿ N → Sn+K èçîòîïíû ïðèK > n+ 1,
êëàññ S(f) íå çàâèñèò îò âëîæåíèÿ f ïðè K > n+ 1. Ýòà íîðìàëü-
íàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíîé íîðìàëüíîé ñèñòåìîé ìíîãî-

îáðàçèÿ N è îáîçíà÷àåòñÿ SK(N). Íàäñòðîéêà ΣS íàä íîðìàëüíîé

ñèñòåìîé (ν, C, p)� ýòî íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà (ν ⊕ 1, ΣC, p′), â êîòî-
ðîé p′ ÿâëÿåòñÿ íàäñòðîéêîé íàä p íà êàæäîì ñëîå. Íåîáõîäèìîå

óñëîâèå Áðàóäåðà�Ëåâèíà äëÿ âëîæèìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ N â Sn+k

ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè íîðìàëüíîé ñèñòåìû S íà N , äëÿ êîòîðîé

ΣK−kS ∼ SK(N) (ÿñíî, ÷òî ýòî óñëîâèå íå çàâèñèò îò K).

Òåîðåìà 15.7.2 (Áðàóäåð�Ëåâèí). Ïóñòü N � çàìêíóòîå n-ìíî-
ãîîáðàçèå, K > n + 1, k > 3 è ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà

S = (ν, C, p) íà N , äëÿ êîòîðîé ΣK−kS ∼ SK(N) è π1(C) = 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò âëîæåíèå f : N → Sn+k, äëÿ êîòîðîãî S(f)∼ S.

Äëÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ñ�åðû N òåîðåìà äîêàçàíà â [Le65

′
℄, à â îá-

ùåì ñëó÷àå � â [Br68℄. Îíà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû [CRS04℄.

Ëåììà 15.7.3 (î ñæàòèè è äåíàäñòðîéêå). Ïóñòü F : N → Sn+k+1
�

âëîæåíèå çàìêíóòîãî ãëàäêîãî n-ìíîãîîáðàçèÿ, k > 3, n + k > 5
è ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà S=(ν, C, p) íà N , äëÿ êîòîðîé

ΣS∼S(F ) è π1(C) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå f : N → Sn+k,
äëÿ êîòîðîãî S(f)∼ S.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû (ïðèíàäëåæàùåå Áðàóäåðó) èñïîëüçóåò

ïîíÿòèå íîðìàëüíîãî èíâàðèàíòà è ïðèâîäèòñÿ â [CRS04℄.

15.8. Çàóçëèâàíèÿ êîðàçìåðíîñòè 1*

Â ýòîì ïóíêòå åñëè îïðåäåëåíèå èëè ðàññóæäåíèå ãîäèòñÿ äëÿ

âñåõ êàòåãîðèé (DIFF, PL, TOP), òî óêàçàíèå íà êàòåãîðèþ îïóñ-

êàåòñÿ.

Êðàòêàÿ èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ óçëîâ â êîðàçìåðíîñòè 1, ò. å. âëî-
æåíèé Sn→ Sn+1

, òàêîâà. Èçâåñòíàÿ ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà Æîðäà-

íà 11.6.1, âïåðâûå äîêàçàííàÿ Áðàóýðîì, óòâåðæäàåò, ÷òî ñ�åðà Sn,
ñîäåðæàùàÿñÿ â Sn+1

, ðàçáèâàåò ñ�åðó Sn+1
íà äâå êîìïîíåíòû.

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âëîæåíèå f : Sn → Sn+1
íåçàóçëåíî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìûêàíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ øàðàìè. (Òåîðåìà Ëåâèíà 15.6.1 (b) â íåêîòîðîì ñìûñëå



362 � 15. Êëàññè�èêàöèÿ ïîãðóæåíèé è âëîæåíèé

ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.) Â 1912 ã. Øåí�ëèñ äîêàçàë,

÷òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü S1 ⊂ S2
íåçàóçëåíà.

Óòâåðæåíèå î íåçàóçëåííîñòè Sn â Sn+1
ïîëó÷èëî íàçâàíèå ãè-

ïîòåçû Øåí�ëèñà. Â 1921 ã. Àëåêñàíäåð îáúÿâèë, ÷òî îí äîêàçàë

ãèïîòåçó Øåí�ëèñà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. Îäíàêî â 1923 ã. îí íà-

øåë êîíòðïðèìåð � çíàìåíèòóþ ðîãàòóþ ñ�åðó Àëåêñàíäåðà (ñ ïî-

ìîùüþ òîé æå èäåè äîïîëíåíèÿ [Ru73℄). Òåì íå ìåíåå, îí äîêàçàë,

÷òî â êóñî÷íî ëèíåéíîé êàòåãîðèè ãèïîòåçà Øåí�ëèñà âåðíà äëÿ

n= 2.
Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðîãàòîé ñ�åðû Àëåêñàíäåðà ãèïîòåçîé Øåí-

�ëèñà ñòàëè òàêæå íàçûâàòü óòâåðæäåíèå î íåçàóçëåííîñòè ëîêàëü-

íî ïëîñêîãî âëîæåíèÿ f : Sn → Sn+1
. Îíà áûëà äîêàçàíà òîëüêî

â 1960�1973 ãã.:

•äëÿ ãëàäêîãî ñëó÷àÿ ïðè n 6= 3 â [Sm61, Ba65℄;
•äëÿ êóñî÷íî ëèíåéíîãî ëîêàëüíî ïëîñêîãî ñëó÷àÿ ïðè n 6= 3

(ñëåäóåò èç òîïîëîãè÷åñêîãî ëîêàëüíî ïëîñêîãî ñëó÷àÿ è ðåçóëüòà-

òîâ Êèðáè�Çèáåíìàíà [Ho90℄);

•äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ëîêàëüíî ïëîñêîãî ñëó÷àÿ â [Br60, Ma59,

Mo60℄.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåãàíòíîå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî Áðàóíà òîïî-

ëîãè÷åñêîãî ëîêàëüíî ïëîñêîãî àíàëîãà òåîðåìû Ñìåéëà�Áàðäåíà

ïîñëóæèëî íà÷àëîì òåîðèè ¾êëåòî÷íûõ ìíîæåñòâ¿, êîòîðàÿ ñòàëà

âàæíîé ÷àñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Êóñî÷íî ëèíåéíûé ñëó÷àé ãèïîòåçû Øåí�ëèñà äëÿ n> 3 (èëè,
÷òî ýêâèâàëåíòíî, ëîêàëüíî ïëîñêèé êóñî÷íî ëèíåéíûé ñëó÷àé ãè-

ïîòåçû Øåí�ëèñà äëÿ n = 3) îñòàåòñÿ èçâåñòíîé è òðóäíîé íåðå-

øåííîé ïðîáëåìîé Øåí�ëèñà [RS72℄.
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16.6. Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ãîìîòîïè÷åñêèõ ñ�åð*

Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ ïëàí äîêàçàòåëüñòâà çíàìåíèòîé òåî-

ðåìû Êåðâåðà�Ìèëíîðà 16.1.1 Õîòÿ ýòîò ïóíêò �îðìàëüíî íåçà-

âèñèì îò ï. 11.9, îçíàêîìèòüñÿ ñ òåì ïóíêòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ èí-

òåðåñíî äëÿ ÷èòàòåëÿ.

16.6.1. Òåîðåìà Êåðâåðà�Ìèëíîðà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåìó:

äëÿ ëþáîãî n > 6 ìíîæåñòâî θn îðèåíòèðîâàííûõ n-ìíîãîîáðà-
çèé, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ Sn (ò. å. ãîìîòîïè÷åñêèõ ñ�åð),
ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äè��åîìîð�èçìà êî-

íå÷íî.

Ëåììà 16.6.2. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå âëîæåíèÿ ãîìîòîïè÷å-

ñêîé n-ñ�åðû â Rm òðèâèàëüíî äëÿ m> 2n+ 2.

Ïðåïÿòñòâèå ê òðèâèàëüíîñòè ëåæèò â πn−1(SO). Ïîýòîìó ëåì-
ìà âåðíà äëÿ n≡ 3, 5, 6, 7 mod 8 ââèäó âåùåñòâåííîé ïåðèîäè÷íîñòè
Áîòòà 14.5.7. Äëÿ äðóãèõ n äîêàçàòåëüñòâî áîëåå ñëîæíî [KM63℄.

Äëÿ áîëüøîãî m è ãîìîòîïè÷åñêîé ñ�åðû N ⊂ Rm 
 íîðìàëü-

íûì îñíàùåíèåì ζ îáîçíà÷èì ÷åðåç p(N, ζ) ∈ πm(Sm−n)∼= πSn êëàññ

îñíàùåííîãî êîáîðäèçìà (óòâåðæäåíèå 14.6.2).

16.6.3. (a) p(N, xζ) = p(N, ζ) + J(x).
(b) Îòîáðàæåíèå p : θn→ πSn/im J êîððåêòíî îïðåäåëåíî �îðìó-

ëîé p(N) := p(N, ζ) + im J .

16.6.4. (a) Îïåðàöèÿ ñâÿçíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïðåâðàùàåò θn
â ãðóïïó.

(b) Îòîáðàæåíèå p� ãîìîìîð�èçì.

(
) �àâåíñòâî p(N) = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
N ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ïàðàëëåëèçóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ââèäó ï. (a, b) è êîíå÷íîñòè ãðóïïû πSn äëÿ n > 0 [FF89, 25.3℄

òåîðåìà Êåðâåðà�Ìèëíîðà ñëåäóåò èç êîíå÷íîñòè ker p.
Â ýòîì ïóíêòå çàäà÷è ñî çâåçäî÷êîé ñëîæíû, çà äîêàçàòåëüñòâîì

èõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ, íàïðèìåð, ê [KM63℄.

16.6.5. (Ñð. ñ çàäà÷åé 16.2.6.)

(a) Ïåðåñòðîéêà [KM63℄ äàåò ìíîãîîáðàçèå, êîáîðäàíòíîå èñ-

õîäíîìó.

(b)* Îáðàòíî, åñëè ìíîãîîáðàçèÿ êîáîðäàíòíû, òî îäíî ìîæíî

ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïåðåñòðîéêàìè.



374 � 16. Èíâàðèàíòû êîáîðäèçìà ìíîãîîáðàçèé

16.6.6. (a) Ëþáîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 6= 3
êîáîðäàíòíî îäíîñâÿçíîìó.

(b) Ëþáîå ñïèíîðíîå (ò. å. ïàðàëëåëèçóåìîå â îêðåñòíîñòè äâó-

ìåðíîãî îñòîâà íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè) ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíî-

ñòè > 6 êîáîðäàíòíî äâóñâÿçíîìó.
(
) Ëþáîå ñïèíîðíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè > 8 ïàðàëëåëè-

çóåìî â îêðåñòíîñòè òðåõìåðíîãî îñòîâà íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè

è ïîòîìó êîáîðäàíòíî òðåõñâÿçíîìó.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ N = ∂W � ãîìîòîïè÷åñêàÿ n-ñ�åðà è W
ïàðàëëåëèçóåìî.

16.6.7. Â ýòîé çàäà÷å n> 5.
(a) Åñëè W ñòÿãèâàåìî, òî N ∼= Sn. (Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû îá

h-êîáîðäèçìå.)
(b)* Ìîæíî òàê âûáðàòü îñíàùåíèå ñ�åðû Si ⊂W , ÷òîáû ðå-

çóëüòàò ïåðåñòðîéêè ïî ýòîé ñ�åðå ñ ýòèì îñíàùåíèåì áûë ïàðàë-

ëåëèçóåìûì.

(
) Ïåðåñòðîéêàìè ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîîáðàçèåW
ñòàëî ([n/2] − 1)-ñâÿçíûì.

16.6.8. Â ýòîé çàäà÷å, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìåñò êíèãè, ìû ïðî-

ïóñêàåì Z â îáîçíà÷åíèÿõ ãðóïï ãîìîëîãèé.

Ïóñòü n= 2k è W ′
ïîëó÷åíî èç W ïåðåñòðîéêîé ñ�åðû Sk ⊂W .

(a) Ñóùåñòâóåò x ∈Hk(W
′), äëÿ êîòîðîãîHk(W

′)/x∼=Hk(W )/[Sk].
(b) Åñëè êëàññ [Sk] ∈Hk(W ) ïðèìèòèâåí, òîHk(W

′)∼=Hk(W )/[Sk].
(
) Åñëè k > 4 ÷åòíî, òî rkHk(W

′) 6= rkHk(W ).
(d)* Åñëè k > 4 ÷åòíî, òî N ∼= Sn.
(e)* Åñëè k > 3 íå÷åòíî, òî N ∼= Sn.

16.6.9. (a)* Åñëè n= 4l − 1> 7 è σ(W ) = 0, òî N ∼= Sn.
(b) Åñëè n= 4l − 1> 7 è σ(W ) äåëèòñÿ íà σ(M) äëÿ íåêîòîðîãî

4l-ìíîãîîáðàçèÿ M èç óòâåðæäåíèÿ ??, òî N ∼= Sn.

16.6.10. Ïóñòü n = 4l + 1 > 17. Ïåðåñòðîéêàìè ìîæíî äîáèòü-

ñÿ òîãî, ÷òîáû W ñòàëî 2l-ñâÿçíûì (è îñòàëîñü ïàðàëëåëèçóåìûì).

�åàëèçóåì ýëåìåíò x ∈H2l+1(W ; Z) âëîæåíèåì x : S2l+1→W . Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç

q(x) ∈ ker[i∗ : π2l(SO2l+1)→ π2l(SO)]∼= Z2
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ïðåïÿòñòâèå ê òðèâèàëüíîñòè íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ âëîæåíèÿ x.
Îáîçíà÷èì Arf(N) := Arf(q) :=

∑
i q(ai)q(bi) ∈ Z2, ãäå a1, . . . , am, b1, . . .

. . . , bm� ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ ãðóïïû H2l+1(W ; Z). Òîãäà
(a) q�êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íàä Z2;

(b) Arf(N) äåéñòâèòåëüíî çàâèñèò òîëüêî îò N ;

(
) åñëè Arf(N) = 0, òî N ∼= Sn.

Çàìåòèì, ÷òî Arf(N) = 0 äëÿ l 6= 1, 3, 7, 15, 31. Ýòî ðåøåíèå çíà-
ìåíèòîé ïðîáëåìû Êåðâåðà, ïîëó÷åííîå îêîëî 2008 ã. Õîïêèíñîì

(îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé l = 31 íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé Ñíàéòà).
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