
Çàäà÷è ê êóðñó "Òåîðåìà Ìèëíîðà-Âóäà"

(1) Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî Ýéëåðà êàñàòåëüíîãî S1-ðàññëîåíèÿ
ê ïîâåðõíîñòè Sg ðîäà g ðàâíî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå
ïîâåðõíîñòè.

Ïîäñêàçêà:
(a) χ(Sg) = V − E + F
(b) Âûáåðèòå ïðîèçâîëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõíîñòè Sg

è ïîñòðîéòå ïî íåé ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî S1-ðàññëîåíèÿ
òàê, ÷òîáû òî÷êè ðàçðûâà ñå÷åíèÿ áûëè ñëåäóþùèìè:
� âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè,
� ñåðåäèíû ðåáåð,
� öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ.

(2) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ó S1-ðàññëîåíèÿ íàä ñôåðîé åñòü òðàíñ-
âåðñàëüíîå ñëîåíèå, òî ýòî ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî.

Ïîäñêàçêà: ãëÿäÿ íà ñëîåíèå, íàéäèòå íåïðåðûâíîå ñå-
÷åíèå ðàññëîåíèÿ. (Ïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâ-
íîãî ñå÷åíèÿ ðàâíîñèëüíî òðèâèàëüíîñòè ðàññëîåíèÿ.)

(3) Ïóñòü èìååòñÿ S1-ðàññëîåíèå íàä îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõ-
íîñòüþ. Íà åãî òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü åñòåñòâåííîå
ïîñëîéíîå ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû Zn: â êàæäîì ñëîå
îíî âûãëÿäèò êàê

α → α + 1/n.

(Íàïîìíèì, ÷òî ó íàñ äëèíà îêðóæíîñòè ðàâíà 1.)
Ïðîôàêòîðèçóåì ðàññëîåíèå ïî ýòîìó äåéñòâèþ (îáðàç-

íî ãîâîðÿ, íàìîòàåì êàæäûé ñëîé n ðàç íà ñëîé íîâîãî
S1-ðàññëîåíèÿ).

Êàê ñâÿçàíû ÷èñëà Ýéëåðà ýòèõ äâóõ ðàññëîåíèé?
(4) Äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ êëàññà Ýéëåðà "ëåãî-ðàññëîåíèé":

E = 1/2
(
÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ëåãî-ýëåìåíòîâ−÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ

)
.

Ïîäñêàçêà: Ïî ëåãî-ðàññëîåíèþ óäîáíî ñòðîèòñÿ "äâîéíîå
ñå÷åíèå"íà îäíîìåðíîì îñòîâå òðèàíãóëÿöèè � îòìåòèòü â
êàæäîì ñëîå íå îäíó òî÷êó, à äâå. Ïîñòðîèâ òàêîå ñå÷åíèå,
âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé äëÿ n = 2.

(5) Ïîêàæèòå:

|rot(fg)− rot(f)− rot(g)| ≤ 2.
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(6) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî âðàùåíèÿ rot(f) íóëåâîå, òî ó f
åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî åñòü, f(x) = x äëÿ íåêîòîðîãî
x.

(7) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî âðàùåíèÿ rot(f) = p/q òî ó f
åñòü òî÷êà ïåðèîäà q.

(8) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè rot(f) = rot(g) = 0 , òî

|rot(fg)− rot(f)− rot(g)| = |rot(fg)| ≤ 1.

(9) Ìû çíàåì, ÷òî

rot(Tkf) = rot(f) + k, k ∈ Z.
Ìîæíî ëè k ∈ Z çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíîå a ∈ R?

(10) Ïîäáåðèòå f è g ñ îãðàíè÷åíèåì rot(f) = rot(g) = 1/2 òàê,
÷òîáû rot(fg) áûëî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì.

Ïîäñêàçêà: ó f è g äîëæíî áûòü ïî ïåðèîäè÷åñêîé òî÷-
êå ïåðèîäà 2. Ñòðîéòå f è g íà÷èíàÿ ñ îðáèò ýòèõ òî÷åê.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî îðáèòû ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû
äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ïî ðàçíîìó.


