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1. Îïåðàöèè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1.0. Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X çàäàíà îïå-
ðàöèÿ *, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X îïðåäåë¼í ýëåìåíò

x ∗ y ∈ X.

Â ðàáîòå â êà÷åñòâå * áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è îáû÷íàÿ îïåðàöèÿ ñëî-
æåíèÿ + íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, è äðóãàÿ îïåðàöèÿ ⊕ íà
ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

1.1. Îïðåäåëåíèå. Ñîïîñòàâëåíèå ëþáîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ýëå-
ìåíòà xn ∈ X íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
X).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x0, x1, x2, . . . ,

ïðè÷¼ì x0, x1, x2, . . . , íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî íå ïðîñòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
x0, x1, x2, . . . ,∈ X, ïîñêîëüêó ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.
Íàïðèìåð,

7, 7, 7, 7, . . .

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â íåé x0 = 7, è x1 = 7 è, íà-
ïðèìåð, x2016 = 7.
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Íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò ñïåöèàëüíûå èìåíà. Ïðèìåð òà-
êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë �

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è, îïðåäåëÿåìàÿ òåì, ÷òî â íåé êàæäûé
÷ëåí, íà÷èíàÿ ñ 2, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ïðåäûäóùèõ. Ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü áûëà â 1202 ãîäó ââåäåíà Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèì (1180-1240),
êîòîðûé âîø¼ë â èñòîðèþ ïîä èìåíåì Ôèáîíà÷÷è. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ôèáîíà÷÷è âî "âçðîñëûõ" îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

xn+2 = xn+1 + xn,

êîòîðàÿ äîëæíà áûòü äîïîëíåíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x0 = x1 = 1.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî x2 = 2, x3 = 3 è, íàïðèìåð, x7 = 21.

2. Îáîáù¼ííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è

Íà ëþáîì ìíîæåñòâå X ñ îïåðàöèåé * îáîáù¼ííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

xn+2 = xn+1 ∗ xn,

âìåñòå ñ êàêèìè-ëèáî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, îáîáù¼ííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = 1, x1 = 2 èìååò âèä

1, 2, 2, 4, 8, 32, 256, . . . .

3. Ìåäèàíòà

Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé a
b
, c
d
îïðåäåëèì èõ ìåäèàíòó

a

b
⊕ c

d
=

a+ b

c+ d
.

Âñå äðîáè ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîêðàù¼ííûìè. Íàïðèìåð,

1

3
⊕ 5

7
=

3

5
,

1

4
⊕ 2

5
=

1

3
.
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Îïåðàöèÿ ⊕ íå ïîõîæà íà îáû÷íîå ñëîæåíèå, íî èíòåðåñíà. Î÷åâèäíî,
îò ïåðåìåíû ìåñò "ñëàãàåìûõ" ñóììà íå ìåíÿåòñÿ, òî åñòü

a

b
⊕ c

d
=

c

d
⊕ a

b
.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè a
b
≤ c

d
, òî

a

b
≤ a

b
⊕ c

d
≤ c

d
.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è-Ôàðåÿ

Òàê áóäóò íàçûâàòüñÿ îáîáùåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è, ïî-
ñòðîåííûå ïî îïåðàöèè ⊕ íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ äðîáåé. Èíà÷å
ãîâîðÿ,

|xn+2 = xn+1 ⊕ xn|

Ïî îïðåäåëåíèþ, ðÿä íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñåë

a

b
,
c

d
,
a+ c

b+ d
,
c

d
⊕ a+ c

b+ d
, . . .

Ìû ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷è-Ôàðåÿ: ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè x0 = 1

1
, x1 = 2

1
è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = 0

1
, x1 = 1

2
.

Íàçîâ¼ì èõ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß è ÍÎÂÀß.

4.1. Êëàññè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è-Ôàðåÿ. Íåòðóä-
íî âû÷èñëèòü íà÷àëüíûå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

1

1
,
2

1
,
3

2
,
5

3
,
8

5
,
13

8
,
21

13
,
34

21
,
55

34
,
89

35
, . . .

Îòìåòèì å¼ èíòåðåñíûå ñâîéñòâà.

(à) ×èñëèòåëü êàæäîé äðîáè ñîâïàäàåò ñî çíàìåíàòåëåì ñëåäóþùåé.
(á) È ÷èñëèòåëè, è çíàìåíàòåëè îáðàçóþò êëàññè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Ôèáîíà÷÷è.
(â) Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

1

1
= 1,

2

1
= 1 +

1

1
,

3

2
= 1 +

1

1 + 1
1

,
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5

3
= 1 +

1

1 + 1
1+ 1

1

,

8

5
= 1 +

1

1 + 1
1+ 1

1+1
1

,

13

8
= 1 +

1

1 + 1
1+ 1

1+ 1

1+1
1

è òàê äàëåå.
(ã) Ïðèáëèæ¼ííûå çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ êëàññ÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è-
Ôàðåÿ òàêîâû:

1

1
= 1,

2

1
= 2,

3

2
= 1.5,

5

3
= 1.666666 . . . ,

8

5
= 1.6,

13

8
= 1.625

21

13
= 1.615384 . . .

34

21
= 1.619047 . . .

55

34
= 1.617647 . . .

89

55
= 1.618181 . . .

144

89
= 1.617977 . . .

233

144
= 1.618055 . . .

377

233
= 1.618025 . . .

610

377
= 1.618037 . . .
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Æèðíûì âûäåëåíû ñòàáèëèçèðóþùèåñÿ çíàêè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðå-
ìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó.

Ýòî ÷èñëî ìîæíî óãàäàòü. Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå áåñêîíå÷íîýòàæíóþ äðîáü

X = 1 +
1

1 + 1
1+ 1

1+...

,

(îáðàòèòå âíèìàíèå íà ìíîãîòî÷èå!), òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

X = 1 +
1

X
:

äåéñòâèòåëüíî, ïîä ñàìîé âåðõíåé åäèíè÷êîé â ÷èñëèòåëå ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò

�òà æå ñàìàÿ� áåñêîíå÷íîýòàæíàÿ äðîáü. Êîðíè ïîëó÷èâøåãîñÿ êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ X2 −X − 1 = 0 � ÷èñëà 1±
√
5

2 . Ïîëîæèòåëüíîå èç íèõ

X =
1 +
√
5

2
= 1.6180339887498948482045868343656381177203092 . . .

íàçûâàåòñÿ çîëîòûì ñå÷åíèåì. Ýòî ÷èñëî ðàññìàòðèâàë åù¼ Åâêëèä. Åìó ïî-

ñâÿùåíà îãðîìíàÿ ëèòåðàòóðà, è ìíîãî ìàòåðèàëà ìîæíî íàéòè â Èíòåðíåòå.

4.2. Íîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è-Ôàðåÿ. Íàïîìíèì, òå-
ïåðü

x0 =
0

1
, x1 =

1

2
è ïî-ïðåæíåìó

|xn+2 = xn+1 ⊕ xn|

ïðè âñåõ n = 0, 1, 2, . . .. Ïîëó÷èì

x2 =
1

3
, x3 =

2

5
, x4 =

3

8
, x5 =

5

13
, x6 =

8

21
, x7 =

13

34
, x8 =

21

55
, . . .

Âîò ïðèáëèæ¼ííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ÷èñåë:

1

2
= 0.5

1

3
= 0.333333 . . .

2

5
= 0.4
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3

8
= 0.375

5

13
= 0.384615 . . .

8

21
= 0.380952 . . .

13

34
= 0.382352 . . .

21

55
= 0.381818 . . .

34

89
= 0.382022 . . .

Óïîðÿäî÷èì ïåðâûå (êðîìå 0) 50 ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (óïîðÿäî÷åííàÿ Ôèáîíà÷÷è-Ôàðåÿ) îêàçàëàñü
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ÇÌÅÅÂÈÄÍÎÉ: ÷èñëèòåëü êàæäîé äðîáè ðàâåí çíàìåíàòåëþ ñîñåä-

íåé, ïðè÷¼ì äî ñåðåäèíû � ïðåäûäóùåé, à ïîñëå ñåðåäèíû � ïîñëåäóþ-
ùåé. Ðàññìîòðèì 10 ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Âîò íåêîòîðûå å¼ ñâîéñòâà.

(à) Âñå ýòè ÷èñëà íàõîäÿòñÿ ìåæäó 0 è 1
2
.

(á) Ðîâíî ïîñåðåäèíå, òàì, ãäå �çìååâèäíîñòü ðàçâîðà÷èâàåòñÿ�, ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè î÷åíü áëèçêè:

55
144
34
89

=
4895

4896

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýòèõ ñðåäíèõ ñîñåäíèõ ÷èñåë, 55
144

è 34
89
, íóæíî ñâûøå 41-ãî

çíàêà ïîñëå çàïÿòîé!

(â) Ïî÷òè êàê â êëàññè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1

3
=

1

2 + 1
1

,

2

5
=

1

2 + 1
1+ 1

1

,

3

8
=

1

2 + 1
1+ 1

1+1
1

,

5

13
=

1

2 + 1
1+ 1

1+ 1

1+1
1

,

è òàê äàëåå.
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5. Çàêëþ÷åíèå

Ãëàâíîå èç îáíàðóæåííûõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ôèáîíà÷÷è-Ôàðåÿ
� íåðàâåíñòâà

x0 < x2 < x4 < . . . < x50 < x49 < . . . < x5 < x3 < x1.

Â ïðîäîëæåíèå ýòîé ðàáîòû ÿ íàäåþñü îáúÿñíèòü ýòî è äðóãèå çàìå÷åí-
íûå ñâîéñòâà ðàññìîòðåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íàéòè èõ îáîáùåíèÿ
è àíàëîãè.

Â êà÷åñòâå îáîáùåíèé áóäóò ðàññìîòðåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è-
Ôàðåÿ ñ äðóãèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Îäèí èç àíàëîãîâ � çìååâèäíûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå÷¼òíîé
äëèíû. Íàïðèìåð, 9 ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïîðÿäî÷èâàþòñÿ òàê:

à 11 ÷èñåë � òàê:
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