
Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê ÌÖÍÌÎ. 8 êëàññ. 15 íîÿáðÿ 2014

Çàíÿòèå 7.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî b ñ îñòàòêîì r (0 ≤
≤ r < b), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî c, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a = b · c+ r.

Ïðèìåð 1. à) Äåëèì 57 íà 17: 57 = 17 · 3 + 6; á) äåëèì -31 íà 4: −31 = 4 · (−8) + 1.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà êàêîå-òî ÷èñëî n ñóììû/ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë îñòà-

åòñÿ òàêèì æå ïðè çàìåíå ëþáîãî ñëàãàåìîãî/ñîìíîæèòåëÿ íà ÷èñëî ñ òåì æå îñòàòêîì ïðè äåëåíèè
íà n (òàê 17+13=30 âûãëÿäèò êàê 2+1=0, åñëè ïåðåéòè ê îñòàòêàì ïðè äåëåíèè íà 3, è ñóììà
20+13=33 äàåò òîò æå îñòàòîê). Òàêèì îáðàçîì, äâà ýòèõ çàìå÷àíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå êàê
òåîðåìà 1, ïîçâîëÿþò ðàáîòàòü íàì íå ñ ÷èñëàìè, à ñ èõ îñòàòêàìè. Ýòî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò
ðåøåíèå çàäà÷ ïðî äåëèìîñòü (íàöåëî).

Òåîðåìà 1. (Ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ÷èñëî n, íà êîòîðîå ìû äåëèì, ôèêñèðîâàíî, ïîýòîìó îïóñ-
êàåì ñëîâà ¾îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà n¿ è ïèøåì ïðîñòî ¾îñòàòîê¿) à) Îñòàòîê ñóììû ðàâåí îñòàòêó
ñóììû îñòàòêîâ. á) Îñòàòîê ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí îñòàòêó ïðîèçâåäåíèÿ îñòàòêîâ.

Äîê-âî äëÿ n=7: à) ×èñëà a è b ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå a = 7 · x + r1,
b = 7 · y + r2, òîãäà a+ b = 7 · (x+ y) + (r1 + r2), îòêóäà âèäíî, ÷òî ÷àñòü 7 · (x+ y) íèêàê íå âëèÿåò
íà îñòàòîê, îí îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü îñòàòêîì ïðè äåëåíèè íà 7 ñóììû îñòàòêîâ (r1 + r2), à èìåííî
ðàâåí åìó. á) Îñòàòîê ïðîèçâåäåíèÿ a · b = 7 · (7xy + xr2 + yr1) + (r1r2) îïÿòü-òàêè ðàâåí îñòàòêó
ïðîèçâåäåíèÿ îñòàòêîâ (r1r2). Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé 7 íà ïåðåìåííóþ n.

Çàìå÷àíèå. 1) Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà
ñëàãàåìûõ è ñîìíîæèòåëåé. 2) Îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà n ïðèíÿòî íàçûâàòü îñòàòêàìè ïî ìîäóëþ n.

Ïðèìåð 2. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 2013 · 2014 · 2015 + 20162 íà 11.
Ïðèìåð 3. Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 4.
Ïðèìåð 4. à) Êàêèå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë? Ïðè äåëåíèè

íà 8? á) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò öåëûõ a è b òàêèõ, ÷òî a2 + b2 − 3 äåëèòñÿ íà 8.

Çàäà÷à 1. Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îñòàòêîâ à) îò äåëåíèè íà 5; á) îò äåëåíèÿ
íà 7.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî, äàþùåå îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 5, îñòàòîê 11 ïðè
äåëåíèè íà 17 è îñòàòîê 6 ïðè äåëåíèè íà 23.

Çàäà÷à 3. à) Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ 22014 íà 5, 7, 11, 13, 17, 19. á) Íà êàêóþ öèôðó îêàí-
÷èâàåòñÿ ÷èñëî 777777?

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 22225555 + 55552222 äåëèòñÿ íà 7.
Çàäà÷à 5. à) Äîêàæèòå, ÷òî n5 + 4n äåëèòñÿ íà 5 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n. á) Äîêàæèòå, ÷òî

n3 + 2 íå äåëèòñÿ íà 9 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.
Çàäà÷à 6. à) Öåëûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÷èñëî a2+b2 äåëèòñÿ íà 21. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ÷èñëî

äåëèòñÿ è íà 441. á) Öåëûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî a4 + b4 + c4 + d4 äåëèòñÿ íà 5. Äîêàæèòå, ÷òî
abcd äåëèòñÿ íà 625.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n à) 7n+2 + 82n+1 äåëèòñÿ íà 57; á) 5n + 7n +
+ 9n + 11n äåëèòñÿ íà 4.


