
Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê ÌÖÍÌÎ. 8 êëàññ. 25 àïðåëÿ 2015

Çàíÿòèå 27.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óòâåð-
æäåíèé, çàíóìåðîâàííûõ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè: P1, P2, ..., Pn, Pn+1, ... Òîãäà äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:
1) Ïåðâîå óòâåðæäåíèå âåðíî. (Áàçà èíäóêöèè)
2) Åñëè âåðíî óòâåðæäåíèå Pn, òî âåðíî óòâåðæäåíèå Pn+1. (Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ⇒ Øàã èí-
äóêöèè)

Ïðèìåð 1. Ó áîðîäàòîãî ìíîãîóãîëüíèêà âî âíåøíþþ ñòîðîíó ðàñòåò ùåòèíà. Åãî ïåðåñåêàåò
íåñêîëüêî ïðÿìûõ, íà êàæäîé èç êîòîðûõ ñ îäíîé èç ñòîðîí òîæå ðàñòåò ùåòèíà. Â ðåçóëüòàòå
ìíîãîóãîëüíèê îêàçàëñÿ ðàçáèòûì íà íåêîòîðîå ÷èñëî ÷àñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû ó îäíîé èç
÷àñòåé âñÿ áîðîäà îêàæåòñÿ ñíàðóæè. (Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ïðÿìûõ)

Ïðèìåð 2. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ îáëàñòè ìîæíî
ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà (÷åðíûé è áåëûé) òàê, ÷òî ñîñåäíèå áóäóò ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.
(Ñîñåäíèìè îáëàñòÿìè íàçûâàþòñÿ òå, êîòîðûå èìåþò îáùóþ ãðàíèöó, ñîñòîÿùóþ èç áîëåå ÷åì îäíîé
òî÷êè.) (Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ïðÿìûõ)

Ïðèìåð 3. Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3×n ñòîÿò ôèøêè òð¼õ öâåòîâ, ïî n øòóê êàæäîãî öâåòà. Äîêàçàòü,
÷òî ìîæíî ïåðåñòàâèòü ôèøêè â êàæäîé ñòðîêå òàê, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå áûëè ôèøêè âñåõ
öâåòîâ. (Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ñòîëáöîâ)

Ïðèìåð 4. (Õàíîéñêèå áàøíè) Èìåþòñÿ òðè ñòåðæíÿ - äâà ïóñòûõ, à íà òðåòèé íàäåòà ïèðàìèäà
èç à) òðåõ; á) ÷åòûðåõ; â) ïÿòè; ã) n êîëåö ðàçëè÷íîãî äèàìåòðà (êîëüöà íàíèçàíû â ïîðÿäêå óìåíü-
øåíèÿ äèàìåòðà ñíèçó ââåðõ). Òðåáóåòñÿ ïåðåìåñòèòü âñþ áàøíþ íà ñîñåäíèé ñòåðæåíü, êàæäûé ðàç
ïåðåíîñÿ òîëüêî îäíî êîëüöî è íå ïîìåùàÿ áîëüøåå êîëüöî íà ìåíüøåå. (Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó êîëåö)

Çàäà÷à 1. à) Íà ñòîëå ñòîÿò âîñåìü ñòàêàíîâ ñ âîäîé. Ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáûå äâà ñòàêàíà è
óðàâíÿòü â íèõ êîëè÷åñòâà âîäû, ïåðåëèâ ÷àñòü âîäû èç îäíîãî ñòàêàíà â äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñ
ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âî âñåõ ñòàêàíàõ áûëî ïîðîâíó âîäû. á) À
ìîæíî ëè ýòîãî äîáèòüñÿ, åñëè ñòàêàíîâ 2n?

Çàäà÷à 2. Íà êîëüöåâîé àâòîìîáèëüíîé äîðîãå ñòîÿò íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ àâòîìàøèí. Åñëè
áû âåñü áåíçèí, èìåþùèéñÿ â ýòèõ àâòîìàøèíàõ, ñëèëè â îäíó, òî ýòà ìàøèíà ñìîãëà áû ïðîåõàòü
ïî âñåé êîëüöåâîé äîðîãå è âåðíóòüñÿ íà ïðåæíåå ìåñòî. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ìàøèí
ìîæåò îáúåõàòü âñ¼ êîëüöî, çàáèðàÿ ïî ïóòè áåíçèí ó îñòàëüíûõ ìàøèí.

Çàäà÷à 3. N ÷åëîâåê íå çíàêîìû ìåæäó ñîáîé. Íóæíî òàê ïîçíàêîìèòü äðóã ñ äðóãîì íåêîòîðûõ
èç íèõ, ÷òîáû íè ó êàêèõ òð¼õ ëþäåé íå îêàçàëîñü îäèíàêîâîãî ÷èñëà çíàêîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ïðè ëþáîì N.

Çàäà÷à 4. Ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóïïû òàê, ÷òîáû â ïåðâîé ãðóïïå áûëî îäíî
÷èñëî, âî âòîðîé � äâà, â òðåòüåé � òðè è ò.ä. Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç ñóììû
÷èñåë â êàæäîé ãðóïïå íàöåëî èçâëåêàëñÿ êîðåíü ïÿòîé ñòåïåíè?

Çàäà÷à 5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, x2, ..., xn è y1, y2, ..., yn. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî (x2
1 + y21)·

·(x2
2 + y22) · ... · (x2

n + y2n) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Çàäà÷à 6. N ðàçáîéíèêîâ äåëÿò äîáû÷ó. Ó êàæäîãî èç íèõ ñâîå ìíåíèå î öåííîñòè òîé èëè èíîé

äîëè äîáû÷è, è êàæäûé èç íèõ õî÷åò ïîëó÷èòü íå ìåíüøå, ÷åì 1
N

äîëþ äîáû÷è (ñî ñâîåé òî÷êè
çðåíèÿ). Ïðèäóìàéòå, êàê ðàçäåëèòü äîáû÷ó ìåæäó ðàçáîéíèêàìè.

Çàäà÷à 7. Íåêîòîðûå èç N òî÷åê ñîåäèíåíû îòðåçêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî â âåðøèíû ïîëó÷åííîãî
ãðàôà ìîæíî ïîñòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òî ðåáðîì áóäóò ñîåäèíåíû òîëüêî òå, ó êîòîðûõ
ÍÎÄ íå ðàâåí 1.

Ñëåäóþùåå çàíÿòèå ñîñòîèòñÿ 16 ìàÿ 2015 ãîäà.


