
Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî èç Êíèãè:
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Êàê îáîáùèòü ýòè ôîðìóëû íà cos(2π/n)?



Ðàññìîòðèì êàëüêóëÿòîð ñ êíîïêàìè

1, +, −, ×, : è
√
.

Êàëüêóëÿòîð âû÷èñëÿåò ÷èñëà ñ àáñîëþòíîé òî÷íîñòüþ è

èìååò íåîãðàíè÷åííóþ ïàìÿòü. Ïðè äåëåíèè íà 0 îí âûäàåò

îøèáêó. Êàëüêóëÿòîð îïåðèðóåò ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè è

ïðè èçâëå÷åíèè êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà

âûäàåò îøèáêó.

Òåîðåìà Ãàóññà. ×èñëî cos(2π/n) ìîæíî ïîëó÷èòü íà

êàëüêóëÿòîðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 2αp1 . . . pl , ãäå
p1, . . . , pl � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 22

s
+ 1.

Áóäåò ïðèâåäåíî ìàëîèçâåñòíîå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè

¾òîãäà¿ ýòîé òåîðåìû. Äëÿ ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà

äîñòàòî÷íî íà÷àëüíûõ ñâåäåíèé î ìíîãî÷ëåíàõ, êîìïëåêñíûõ

÷èñåë è ñðàâíåíèÿõ ïî ìîäóëþ. Íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ,

ñâîáîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ

îòïðàâíûìè èäåÿìè òåîðèè Ãàëóà.



Ïîäãîòîâèòåëüíûå çàäà÷è ê ëåêöèè.

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî ïîñòðîèìûì,

åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà êàëüêóëÿòîðå (ò.å. ïîëó÷èòü èç 1

ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé è

èçâëå÷åíèé êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë).

1. ×èñëî cos(2π/n) ïîñòðîèìî äëÿ n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 15.

2. Åñëè cos(2π/n) ïîñòðîèìî, òî cos(π/n) ïîñòðîèìî.

3. Åñëè cos(2π/n) è cos(2π/m) ïîñòðîèìû è m, n âçàèìíî

ïðîñòû, òî cos(π/mn) ïîñòðîèìî.

4. Åñëè (u + vi)2 = a+ bi è a, b ïîñòðîèìû, òî u, v ïîñòðîèìû.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé (x , y , z , t � íåèçâåñòíûå, a, b, c , d
èçâåñòíû ):

(a)


x + y + z + t = a
x + y − z − t = b
x − y + z − t = c
x − y − z + t = d

(b)


x + y + z + t = a
x + iy − z − it = b
x − y + z − t = c
x − iy − z + it = d



6. Îáîçíà÷èì

β :=
1 + i

√
3

2
è T (x) := x+βx3+β2x9+β3x27+β4x81+β5x243.

Äîêàæèòå, ÷òî T (x) ≡ βT (x3) mod x7 − 1.



ÒÅÎÐÅÌÀ ÃÀÓÑÑÀ Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ Â ÐÀÄÈÊÀËÀÕ

Ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå òåîðåìó Ãàóññà ìîæíî

ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïîñòðîèìîñòè öèðêóëåì è

ëèíåéêîé ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ.
Òî, ÷òî íàçûâàëîñü ïîñòðîèìîñòüþ, áóäåì àêêóðàòíåå íàçûâàòü

âåùåñòâåííîé ïîñòðîèìîñòüþ. Ñëîâî ¾ïîñòðîèìîñòü¿ áóäåò

îáîçíà÷àòü êîìïëåêñíóþ ïîñòðîèìîñòü, îïðåäåëåííóþ äàëåå.

Íàïðèìåð, âåùåñòâåííî ïîñòðîèìû ÷èñëà
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è cos 3◦.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, òåîðåìà Ãàóññà íå äàåò íàñòîÿùåãî ðåøåíèÿ

ïðîáëåìû âåùåñòâåííîé ïîñòðîèìîñòè ÷èñåë cos(2π/n),
ïîñêîëüêó íåèçâåñòíî, êàêèå ÷èñëà âèäà 22

s
+ 1 ÿâëÿþòñÿ

ïðîñòûìè. Îäíàêî òåîðåìà Ãàóññà äàåò, íàïðèìåð, áûñòðûé

àëãîðèòì âûÿñíåíèÿ ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà cos(2π/n).



Èñòîðèÿ ýòîé çíàìåíèòîé òåîðåìû çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ, ñì.

êíèãó Ñ. Ãèíäèêèíà. ×àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿ äîêàçàíà Âàíöåëåì,

ïîýòîìó ¾òåîðåìà Ãàóññà-Âàíöåëÿ¿ � áîëåå òî÷íîå, íî ìåíåå

îáùåïðèíÿòîå íàçâàíèå.

Òåîðåìà Ãàóññà èíòåðåñíà ñîâðåìåííîìó ÷åëîâåêó êàê ðåøåíèå

ïðîáíîé çàäà÷è îá èññëåäîâàíèè îïåðàöèé.

Çäåñü áóäåò ïðèâåäåíî ìàëîèçâåñòíîå ïðîñòîå ýëåìåíòàðíîå

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãàóññà. Îíî ïîëó÷åíî èç èìåþùåãîñÿ â

êíèãå Ã. Ýäâàðäñà ¾Òåîðèÿ Ãàëóà¿ íåêîòîðûì óïðîùåíèåì.

Edwards H. M. Galois Theory. Springer Verlag, 1984.

Êîìïëåêñíûé êàëüêóëÿòîð èìååò òå æå êíîïêè, ÷òî è

îïðåäåëåííûé âûøå âåùåñòâåííûé, íî îïåðèðóåò ñ

êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è ïðè íàæàòèè êíîïêè
√

âûäàåò îáà

çíà÷åíèÿ êîðíÿ. Íà (êîìïëåêñíîì èëè âåùåñòâåííîì)

êàëüêóëÿòîðå ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî, åñëè íà íåì ìîæíî

ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ çàäàííîå ÷èñëî.



Êîìïëåêñíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïîñòðîèìûì, åñëè åãî ìîæíî

ïîëó÷èòü íà êîìïëåêñíîì êàëüêóëÿòîðå.

Ëåììà î êîìïëåêñèôèêàöèè. (a) ×èñëî cos(2π/n)
ïîñòðîèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî

εn := cos(2π/n) + i sin(2π/n) ïîñòðîèìî.
(b) Êîìïëåêñíîå ÷èñëî ïîñòðîèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

åãî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè âåùåñòâåííî ïîñòðîèìû.

Óêàçàíèå ê äîêàçàòåëüñòâó. ×àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿ â (a)

î÷åâèäíà.

×àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿ â (a) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

2 cos(2π/n) = εn + ε−1
n .

×àñòü ¾òîãäà¿ â (b) î÷åâèäíà.

(Çàìåòèì, ÷òî íà êàëüêóëÿòîðå íåò êíîïîê Re è Im.)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòè ¾òîëüêî òîãäà¿ â (b) íàïèøèòå√
a+ bi = u + vi è âûðàçèòå u, v ÷åðåç a è b ñ ïîìîùüþ

÷åòûðåõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è êâàäðàòíûõ ðàäèêàëîâ.

QED



Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå Ãàóññà

Ëåììà îá óìíîæåíèè. Åñëè εn è εm ïîñòðîèìû è m, n
âçàèìíî ïðîñòû, òî ε2n è εmn ïîñòðîèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë ε2n ∈ √
εn è εmn = εxmε

y
n,

ãäå x è y � öåëûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ nx +my = 1. QED

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè â òåîðåìå Ãàóññà. Ïî ëåììàì î

êîìïëåêñèôèêàöèè è îá óìíîæåíèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

εn ïîñòðîèìî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî n = 22
s
+ 1. Òàê êàê

n− 1 = 2m, òî ïî ëåììå îá óìíîæåíèè εn−1 ïîñòðîèìî. Çíà÷èò,

ïîñòðîèìîñòü ÷èñëà εn âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû. QED

Îñíîâíàÿ Ëåììà. Åñëè n ïðîñòîå, òî èç ÷èñåë 1 è β := εn−1

ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî ÷èñåë, ñîäåðæàùåå ε := εn,
èñïîëüçóÿ ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è èçâëå÷åíèÿ

êîðíåé (n − 1)-é ñòåïåíè (ïðè êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ âñå n − 1
çíà÷åíèé êîðíÿ).



Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèìîñòè íà ïðèìåðå ÷èñëà

ε := ε5
Âî-ïåðâûõ,

T0 := ε+ ε2 + ε4 + ε8 = −1.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïîñòðîèìîñòü ÷èñëà

T2 := ε− ε2 + ε4 − ε8.

Ïðè çàìåíå ε íà ε2 ÷èñëî T2 ïåðåõîäèò â −T2. Çíà÷èò, T
2
2 íå

ìåíÿåòñÿ ïðè ýòîé çàìåíå. Ïîýòîìó T 2
2 íå ìåíÿåòñÿ ïðè

äâóêðàòíîé è òðåõêðàòíîé òàêèõ çàìåíàõ, ò. å. ïðè çàìåíàõ ε íà
ε4 è ε íà ε8 = ε3. Èòàê, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî T 2

2 íå ìåíÿåòñÿ

ïðè çàìåíå ε íà εk .
Ðàñêðîåì ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè T 2

2 è çàìåíèì ε5 íà 1.
Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

T 2
2 = a0 + a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3 + a4ε

4 äëÿ íåêîòîðûõ ak ∈ Z.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî T 4
2 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ε íà

εk , òî a1 = a2 = a3 = a4. Ïîýòîìó T 2
2 = a0 − a1 ∈ Z. Çíà÷èò, T2

ïîñòðîèìî.



Îáîçíà÷èì

T1 := ε+ iε2 − ε4 − iε8 è T3 := ε− iε2 − ε4 + iε8.

Òîãäà T0 + T1 + T2 + T3 = 4ε. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

ïîñòðîèìîñòü ÷èñåë T1 è T3. Ñäåëàåì ýòî äëÿ T1;

äîêàçàòåëüñòâî äëÿ T3 àíàëîãè÷íî.

Ïðè çàìåíå ε íà ε2 ÷èñëî T1 ïåðåõîäèò â −iT1. Çíà÷èò, T
4
1 ïðè

ýòîé çàìåíå íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó T 4
1 íå ìåíÿåòñÿ ïðè

äâóêðàòíîé è òð¸õêðàòíîé çàìåíå òàêîãî âèäà, ò. å. ïðè çàìåíå

ε íà ε4 è ε íà ε8 = ε3. Èòàê, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî T 4
1 íå

ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ε íà εk .
Ðàñêðîåì ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè T 4

1 è çàìåíèì ε5 íà 1.
Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

T 4
1 = a0+a1ε+a2ε

2+a3ε
3+a4ε

4 äëÿ íåêîòîðûõ ak ∈ Z+ iZ.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî T 4
1 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ε íà

εk , òî a1 = a2 = a3 = a4. Ïîýòîìó T 4
1 = a0 − a1 ∈ Z+ iZ.

Çíà÷èò, T1 ïîñòðîèìî.



Êîððåêòèðîâêà èäåè: ìíîãî÷ëåíû âìåñòî ÷èñåë

Â ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ íóæíî îáîñíîâàòü êîððåêòíîñòü

îïðåäåëåíèÿ ¾çàìåíû ε íà εk¿. Îáîñíîâàíèå äëÿ îáùåãî

ñëó÷àÿ òðóäíîå; ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè ïðèìåð òàêîãî

ðàññóæäåíèÿ â �24 êíèãè Ýäâàðäñà. Ïîýòîìó âìåñòî òîãî,

÷òîáû åãî ïðèâîäèòü, ìû íåìíîãî èçìåíèì äîêàçàòåëüñòâî;

èìåííî ýòèì ïðèâîäèìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîùå äàííîãî

â êíèãå Ýäâàðäñà. Âìåñòî ðàáîòû ñ ÷èñëàìè ìû áóäåì

ðàáîòàòü ñ ìíîãî÷ëåíàìè è ïîäñòàâëÿòü â íèõ ε â êà÷åñòâå
àðãóìåíòà. Äâà ìíîãî÷ëåíà ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè

íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà p, åñëè èõ

ðàçíîñòü äåëèòñÿ (â C[x ]) íà p.



Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà ε := ε5.
Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí T1(x) := x + ix2 − x4 − ix8. Îïðåäåëèì
ìíîãî÷ëåíû T0(x), T2(x) è T3(x) ôîðìóëàìè, àíàëîãè÷íûìè
âûøåíàïèñàííûì. Êàê è âûøå, (T0 + T1 + T2 + T3)(ε) = 4ε.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîñòðîèìîñòü êàæäîãî èç ÷èñåë

Tr (ε), r = 1, 2, 3. Èìååì

iT1(x
2) ≡

x5−1
T1(x) =⇒ T 4

1 (x
2) ≡

x5−1
T 4
1 (x) =⇒

=⇒ T 4
1 (x

k) ≡
x5−1

T 4
1 (x) äëÿ ëþáîãî k .

Âîçüìåì ìíîãî÷ëåí a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4

ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z+ iZ, ñðàâíèìûé ñ T 4
1 (x) ïî ìîäóëþ

x5 − 1. Òîãäà ak = a2k mod 5 äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, 3, 4. Çíà÷èò,
a1 = a2 = a4 = a3. Ïîýòîìó T 4

1 (ε) = a0 − a1 ∈ Z+ iZ. Çíà÷èò,
T1(ε) ïîñòðîèìî. Àíàëîãè÷íî T2(ε) è T3(ε) ïîñòðîèìû. QED



Çàäà÷à. (a) Ðåøèòå ïîäãîòîâèòåëüíóþ çàäà÷ó 6.

(b) Ïðèâåäèòå âû÷èñëåíèå íà êîìïëåêñíîì êàëüêóëÿòîðå ÷èñëà

ε7, ïðè êîòîðîì èçâëåêàþòñÿ òîëüêî êîðíè âòîðîé è òðåòüåé

ñòåïåíè. Ñêîëüêî ðàç ïðè ýòîì èçâëåêàåòñÿ êîðåíü òðåòüåé

ñòåïåíè?

(c) Äîêàæèòå, ÷òî íà êîìïëåêñíîì êàëüêóëÿòîðå ìîæíî

ïîëó÷èòü ÷èñëî ε7 òàê, ÷òîáû òîëüêî îäèí ðàç èçâëåêàòü êîðåíü

òðåòüåé ñòåïåíè è íå èçâëåêàòü êîðíåé áîëüøåé ñòåïåíè.

Çàäà÷à. ×èñëî ε17 ïîñòðîèìî.
Óêàçàíèå. Îáîçíà÷èì

β := ε16 è T (x) := x + βx6 + β2x36 + β3x216 + . . .+ β15x6
15
.

Äîêàæèòå, ÷òî T (x) ≡
x17−1

βT (x6).



Òåîðåìà î ïåðâîîáðàçíîì êîðíå

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñòðîèìîñòè ÷èñëà ε5 ìû èñïîëüçîâàëè

ðàçëè÷íîñòü îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë 2, 22, 23, 24 íà 5. Ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è Âû èñïîëüçîâàëè àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ÷èñåë

3 è 7, 6 è 17. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå

îáîáùåíèå.

Òåîðåìà î ïåðâîîáðàçíîì êîðíå. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p
ñóùåñòâóåò ÷èñëî g , äëÿ êîòîðîãî îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà p
÷èñåë g1, g2, g3, . . . , gp−1 ðàçëè÷íû.

Óêàçàíèå ê äîêàçàòåëüñòâó äëÿ p = 2m + 1 (òîëüêî ýòîò ñëó÷àé

íóæåí äëÿ òåîðåìû Ãàóññà). Åñëè ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ íåò, òî

ñðàâíåíèå x2
m−1 ≡

p
1 èìååò p − 1 = 2m > 2m−1 ðåøåíèé. QED



Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé ëåììû äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n.
Îáîçíà÷èì

Z[β] := {b0+b1β+b2β
2+ . . .+bn−2β

n−2 : b0, b1, . . . , bn−2 ∈ Z}.

Äëÿ r = 0, 1, 2, . . . , n − 2 âîçüìåì ¾ðåçîëüâåíòó Ëàãðàíæà¿

Tr (x) := x + βrxg + β2rxg
2
+ . . .+ β(n−2)rxg

n−2 ∈ Z[β][x ].

Òîãäà (T0 + T1 + . . .+ Tn−2)(ε) = (n − 1)ε.

Èìååì T0(ε) = −1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó ñ

çàìåíîé ε íà êàæäîå èç ÷èñåë Tr (ε), r = 1, 2, . . . , n − 2.
Òàê êàê

βrTr (x
g ) ≡

xn−1
Tr (x), òî T n−1

r (xg ) ≡
xn−1

T n−1
r (x).

Âîçüìåì ìíîãî÷ëåí a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 ñ

êîýôôèöèåíòàìè â Z[β], ñðàâíèìûé ñ T n−1
r (x) ïî ìîäóëþ

xn − 1. Òîãäà a1 = ag = ag2 mod n = ag3 mod n = . . .. Çíà÷èò,
a1 = a2 = · · · = an−1. Ïîýòîìó T n−1

r (ε) = a0 − a1 ∈ Z[β].
Çíà÷èò, ëåììà âåðíà ñ çàìåíîé ε íà Tr (ε). QED



Çàäà÷à äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ êàêèõ n ÷èñëî cos(2π/n)
(a) ðàöèîíàëüíî?

(b)* ïðåäñòàâèìî â âèäå a+
√
b, ãäå a, b ∈ Q?

(c)* ìîæíî ïîëó÷èòü íà âåùåñòâåííîì êàëüêóëÿòîðå, åñëè

ðàçðåøàåòñÿ èçâëåêàòü êîðíè ëþáûõ ñòåïåíåé, à íå òîëüêî

êâàäðàòíûå?

Ñì. ïîäðîáíåå �9 (â áóìàæíîé âåðñèè �5) ñëåäóþùåé êíèãè.

Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ: ÷åðåç îëèìïèàäû è êðóæêè ê

ïðîôåññèè Ñáîðíèê ïîä ðåäàêöèåé À. Çàñëàâñêîãî, À.

Ñêîïåíêîâà è Ì. Ñêîïåíêîâà. Èçä-âî ÌÖÍÌÎ, 2018.

http://www.mccme.ru/circles/oim/materials/sturm.pdf.


