Ортоцентрический тетраэдр
Вводная часть

Определения. 1) Медианой тетраэдра называется отрезок, соединяющий его вершину с центром тяжести противолежащей грани. 

2) Бимедианой тетраэдра называется отрезок, соединяющий середины противолежащих ребер тетраэдра.
Докажите, что:
1) Медианы тетраэдра пересекаются в одной точке и делятся в ней в отношении 3 : 1, считая от вершины.

2) Бимедианы тетраэдра пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам.

3) Центр тяжести (центроид) тетраэдра есть одновременно точка пересечения его медиан и бимедиан.

Определение. Параллелепипед называется описанным для данного тетраэдра, если его четыре вершины, из которых никакие три не лежат в одной грани, являются вершинами тетраэдра.

4) Дан параллелепипед. Сколько существует тетраэдров, для которых он является описанным? 
5) Докажите, что у любого тетраэдра есть описанный параллелепипед.

Основная часть

Определение. Тетраэдр называется ортоцентрическим, если каждая его вершина проектируется в ортоцентр противолежащей грани.

0) Докажите, что такой тетраэдр существует.

Докажите свойства и признаки ортоцентрического тетраэдра:

Тетраэдр является ортоцентрическим т. и т. т., когда:

1) противолежащие ребра попарно перпендикулярны (достаточно двух пар!); 

2) углы между противолежащими ребрами равны между собой; 

3) равны его бимедианы; 

4) описанный параллелепипед является ромбоидом;

5) равны суммы квадратов длин противолежащих ребер; 

6) прямые, содержащие его высоты, пересекаются в одной точке; 

7) общие перпендикуляры к скрещивающимся ребрам пересекаются в одной точке.

Дополнительная часть
8) Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре попарные произведения косинусов двугранных углов при скрещивающихся ребрах равны.

9) Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре центроид является серединой отрезка, соединяющего его ортоцентр и центр описанной около него сферы.

10) Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре окружности девяти точек всех граней принадлежат одной сфере. (Она называется сферой 24 точек.)

11) Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре центры масс граней, ортоцентры граней, а также точки, делящие отрезки, соединяющие ортоцентр тетраэдра с его вершинами, в отношении 2 : 1, считая от вершины, лежат на одной сфере. (Она называется сферой 12 точек.)
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