þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ

þÉÓÌÁÍÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ F_1 = 1, F_2 = 1, F_n = F_{n−1} + F_{n−2} ÐÒÉ n ⩾ 3. 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_{n+k} = F_{n−1}F_k + F_nF_{k+1}.

2. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a_0 = 0, a_1, a_2, . . . ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ a_n ¿ 0 ÐÒÉ n ¿ 0 É îïä(a_m; a_n) = îïä(a_{m−n}; a_n) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m ¿ n ⩾ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ îïä(a_m; a_n) = a_d, ÇÄÅ d = îïä(m; n). 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ F_n É F_{n+1} ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ îïä(F_m; F_n) = F_d, ÇÄÅ d = îïä(m; n).

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m ¿ 2, ÔÏ F_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ F_m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_n = 1 √ 5 (( 1 + √ 5 2 )_n − ( 1 − √ 5 2 )_n) : 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÞÉÓÌÏ C^1_n + 5C^3_n + 25C^5_n + 125C^7_n + : : : ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2^{n−1}. 7. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1(x) = 1, f_2(x) = x, f_n(x) = xf_{n−1}(x) + f_{n−2}(x) ÐÒÉ n ⩾ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_{n+1}(x) = x^n + C^1_{n−1}x^{n−2} + C^2_{n−2}x^{n−4} + C^3_{n−3}x^{n−6} + : : :

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_{n+1} = 1 + C^1_{n−1} + C^2_{n−2} + C^3_{n−3} + : : : 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1 1 − x − x^2

= F_1 + F_2x + F_3x^2 + F_4x^3 + · · · 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ n. 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÏÓØÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ æÉ- ÂÏÎÁÞÞÉ.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a^2 − ab − b^2 = ±1, ÇÄÅ a É b | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ a = F_{n+1} É b = F_n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n.

12. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ C^{m−1}_n = C^m_{n−1}. 13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_{2n+1}F_{2n−1} = F^2_{2n} + 1.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F^2_{2n+1} + F^2_{2n−1} + 1 = 3F_{2n+1}F_{2n−1}. 14. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a É b ÞÉÓÌÏ a^2 + b^2 + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ab?

15. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a^2 + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b, Á b^2 + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ n = F_{k1} + F_{k2} + · · · + F_{km} , ÇÄÅ k_1 ¿ k_2 + 1, k_2 ¿ k_3 + 1, . . . , k_{m−1} ¿ k_m + 1, k_m ¿ 1.

17. ðÕÓÔØ p = 4k + 3 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a^2 + b^2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ a É b ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p.

18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ó ÎÅÞčÔÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 4k + 3.

19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ F_1 = 1, F_2 = 1 É F_{12}.

þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ

20. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; 3; : : : ; n}, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

21. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÏ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÒÁŒÎÙÈ 1 ÉÌÉ 2?

22. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÏ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÃÅÌÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ a_i ⩾ 2? (ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.)

23. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÏ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÈ. (ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.)

þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ

24. ðÕÓÔØ a É b | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞčÍ a ¿ b É îïä(a; b) = d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ, ÐÒÉÍÅÎčÎÎÙÊ Ë a É b, ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ n ÛÁÇÏŒ, ÔÏ a ⩾ dF_{n+2} É b ⩾ dF_{n+1}.

25. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_{n+5} ⩾ 10F_n.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F_{n+1} ¡ 10^k, ÔÏ n ⩽ 5k.

26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÛÁÇÏŒ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ, ÐÒÉÍÅÎčÎÎÏÇÏ Ë ÐÁÒÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a ¿ b, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ b, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ 5.

òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

òÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÏÒÑÄËÁ k ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ u_1, u_2, . . . , ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ u_1, u_2, . . . , u_k ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ, Á ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ⩾ 1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ u_{n+k} = a_1u_{n+k−1} + · · · + a_ku_n, ÇÄÅ a_1, a_2, . . . , a_k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

27. ðÕÓÔØ a_1, a_2, . . . , a_k | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É u_{n+k} = a_1u_{n+k−1} + · · · + a_ku_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

u_1 + u_2x + u_3x^2 + u_4x^3 + · · · =

P_{k−1}(x) 1 − a_1x − a_2x^2 − · · · − a_kx^k ; ÇÄÅ P_{k−1}(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ k − 1.

28. ðÕÓÔØ a_1, . . . , a_n | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b_0, b_1, . . . , b_{n−1} ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ x_1 + · · · + x_n = b_0;

a_1x_1 + · · · + a_nx_n = b_1; a^2_1x_1 + · · · + a^2_nx_n = b_2; : : : : : : : : :

a^{n−1}_1 x_1 + · · · + a^{n−1}_n x_n = b_{n−1} ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉÞčÍ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ.

29. ðÕÓÔØ a_1, a_2, . . . , a_k | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É u_{n+k} = a_1u_{n+k−1} + · · · + a_ku_n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x_1, . . . , x_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^k = a_1x^{k−1} + a_2x^{k−2} + · · · + a_k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ u_n = c_1x^{n−1}_1 + · · · + c_kx^{n−1}_k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ c_1, . . . , c_k.

30. ðÕÓÔØ a_1 = 1, a_2 = 0, a_3 = 1 É

a_{n+3} =

(n^2 + n + 1)(n + 1) n a_{n+2} + (n^2 + n + 1)a_{n+1} − n + 1 n a_n

ÐÒÉ n ⩾ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a_n | ËŒÁÄÒÁÔ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ⩾ 1.

31. ðÕÓÔØ u_1 = 1, u_2 = 0, u_3 = 1 É u_n = u_{n−2} + u_{n−3} ÐÒÉ n ⩾ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u_{2n} − u^2_{n−1} É u_{2n+1} − u^2_{n+1} ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ u_n.