œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÐÏÄ ÇÒÁÆÏÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ.

çÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ óÔÅÐÅÎØÀ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ ÒÅÂÅÒ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: a^k ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ k ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ a.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ŒÓÅÊ ÓÅÒÉÉ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÎÉÖÅ, ÓÏÓÔÏÉÔŒ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ, ËÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÅÒÛÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

1. (óÔÁÒÉÎÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ) çÒÁÆÉÞÎÁ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (15^{77})? 2. çÒÁÆÉÞÎÙ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Á) (4^3; 1^6), Â) (6^4; 2^3) Œ) (5^3; 3^3), Ç) (18^{10}; 12^3; 6^8), Ä) (15^8; 10^6; 3^4)? 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ 0 ⩽ k ⩽ n ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ kn | ÞÅÔÎÏÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÆ ÎÁ n ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ k.

4. îÁÚÏŒÅÍ ÏÂÍÅÎÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ. ðÕÓÔØ a; b; c; d | ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÐÒÉÞÅÍ (ab), (cd) | ÒčÂÒÁ, Á (ac); (bd) | ÎÅ ÒčÂÒÁ. ïÂÍÅÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÉ ÒčÂÅÒ (ab); (cd) É ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÒčÂÅÒ (ac); (bd).

ðÕÓÔØ G_1, G_2 | ÄŒÁ ÇÒÁÆÁ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1 ⩾ d_2 ⩾ · · · ⩾ d_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÍÅÎÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÇÒÁÆ G_1 Œ ÇÒÁÆ G_2.

4^1_2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ v ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÍÅÎÏŒ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÁ v ÂÕÄÅÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ŒÅÒÛÉÁÎÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÐÏÄ ÇÒÁÆÏÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ.

çÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ óÔÅÐÅÎØÀ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ ÒÅÂÅÒ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: a^k ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ k ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ a.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ŒÓÅÊ ÓÅÒÉÉ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÎÉÖÅ, ÓÏÓÔÏÉÔŒ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ, ËÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÅÒÛÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

1. (óÔÁÒÉÎÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ) çÒÁÆÉÞÎÁ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (15^{77})? 2. çÒÁÆÉÞÎÙ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Á) (4^3; 1^6), Â) (6^4; 2^3) Œ) (5^3; 3^3), Ç) (18^{10}; 12^3; 6^8), Ä) (15^8; 10^6; 3^4)? 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ 0 ⩽ k ⩽ n ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ kn | ÞÅÔÎÏÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÆ ÎÁ n ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ k.

4. îÁÚÏŒÅÍ ÏÂÍÅÎÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ. ðÕÓÔØ a; b; c; d | ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÐÒÉÞÅÍ (ab), (cd) | ÒčÂÒÁ, Á (ac); (bd) | ÎÅ ÒčÂÒÁ. ïÂÍÅÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÉ ÒčÂÅÒ (ab); (cd) É ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÒčÂÅÒ (ac); (bd).

ðÕÓÔØ G_1, G_2 | ÄŒÁ ÇÒÁÆÁ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1 ⩾ d_2 ⩾ · · · ⩾ d_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÍÅÎÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÇÒÁÆ G_1 Œ ÇÒÁÆ G_2.

4^1_2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ v ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÍÅÎÏŒ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÁ v ÂÕÄÅÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ŒÅÒÛÉÁÎÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

îÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ÅÅ ÞÌÅÎ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n − 1, Á ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ ÞÅÔÎÁ.

5. äÅÒÅŒÏ | ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ. œ ÄÅÒÅŒÅ ÎÁ n ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÒÏŒÎÏ n − 1 ÒÅÂÒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏŒ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (d_1; : : : ; d_n) ÒÁŒÎÁ 2(n − 1) É d_n ¿ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÒÅŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎ.

6. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÎÅÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ n=2004 ⩾ d_i ⩾ 2004.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ d_i ⩽ √ n=2, | ÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: k∑ i=1 d_i ⩽ k(k − 1) + n∑ i=k+1

min(k; d_i) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 ⩽ k ⩽ n − 1:

9.* íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÐÕÓÔÉÔØ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ŒÅÒÎÙÍ? åÓÌÉ ÄÁ, ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ.

10.* åÓÌÉ ÓÌÉÔØ ÄŒÅ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ. á ËÁËÉÅ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÅ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?

îÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÁŒÉÌØ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ÅÅ ÞÌÅÎ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n − 1, Á ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ ÞÅÔÎÁ.

5. äÅÒÅŒÏ | ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ. œ ÄÅÒÅŒÅ ÎÁ n ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÒÏŒÎÏ n − 1 ÒÅÂÒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏŒ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (d_1; : : : ; d_n) ÒÁŒÎÁ 2(n − 1) É d_n ¿ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÒÅŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎ.

6. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÎÅÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ n=2004 ⩾ d_i ⩾ 2004.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ d_i ⩽ √ n=2, | ÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: k∑ i=1 d_i ⩽ k(k − 1) + n∑ i=k+1

min(k; d_i) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 ⩽ k ⩽ n − 1:

9.* íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÐÕÓÔÉÔØ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ŒÅÒÎÙÍ? åÓÌÉ ÄÁ, ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ.

10.* åÓÌÉ ÓÌÉÔØ ÄŒÅ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ. á ËÁËÉÅ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÅ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?