ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (é.é.âÏÇÄÁÎÏŒ)

0. Á) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^{148} Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ (1 + x)(1 + x^2)(1 + x^4)(1 + x^8)(1 + x^{16}) · · · (1 + x^{1024}).

Â) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ (1+x)^n(1+x) = (1+x)^{n+1} ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁËÏÍÁÑ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÁ ÈÏÒÏÛÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. œÏÔ ÅÝÅ ÐÁÒÁ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.

1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (C^0_n)^2 + (C^1_n)^2 + · · · + (C^n_n )^2 = C^n_{2n}. Â) þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ C^1_n − 2C^2_n + 3C^3_n − · · · + n(−1)^{n+1}C^n_n ? Œ) œÙÒÁÚÉÔÅ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ŒÉÄÅ C^0_nC^{2k}_m + C^2_nC^{2k−2}_m + · · · + C^{2k}_n C^0_m.

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (1 + x)^n.

2. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Õ Á) (x^2 + x + 1)^n; Â) (1 + x)(1 + x^2)(1 + x^3) · · · (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ!). Œ) (1 + x)(1 + x^2)(1 + x^4)(1 + x^8) · · · .

þÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÕÎËÔÁÈ Â) É Œ)? ðÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ \ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ" | ÓÕÍÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ. ôÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ; ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ, ËÁËÏÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Œ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÔÏÞËÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÞÌÅÎÅ x^n ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅ- ÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÔÏÉÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, É ÄÌÑ ÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓËÏÂÏË.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÐÕÎËÔÅ Œ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÏÒÏÞÅ:

(1 + x)(1 + x^2)(1 + x^4)(1 + x^8) · · · = 1 + x + x^2 + x^3 + · · · = 1 1 − x

: (1)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (1 − x) ÒÑÄ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉ- ÃÅÊ. Ç) 1 (1 − x)(1 − x^2)(1 − x^3) · · · . óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Œ ÐÕÎËÔÅ Ç) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: Á) ÐÅÒÅÍ-

ÎÏÖÉÔØ ŒÓÅ ÒÑÄÙ ŒÉÄÁ 1 1 − x^k

= 1 + x^k + x^2k + · · · É Â) ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (1) ÔÏÔ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÁ ŒÅÒÕ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÖÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÄÌÑ ÕŒÅÒÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÅ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ (a_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ f(x) = ∑ a_nx^n:

ôÁË, ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ C^0_n; C^1_n; : : : ; C^n_n É 1; 1; 1; : : : ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÑŒÌÑ-

ÀÔÓÑ f(x) = (x + 1)^n É f(x) = 1 1 − x

, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

3. úÁÐÉÛÉÔÅ (Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2^{an} ), ÇÄÅ a_n | ÓÕÍÍÁ ÃÉÆÒ ÞÉÓÌÁ n.

4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÏŒÎÏ 2^{N−1} − 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏ- ÓÏÂÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÅÎØÛÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ÞÉÓÌÁ 4 ÉÍÅÅÔÓÑ 7 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ: 4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3 = 3 + 1.)

Â) ëÁËÏÊ ÂÕÄÅÔ ÏÔŒÅÔ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ Œ ÎÅÍ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÙÈ?

5. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ F_n.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n = F_1+F_2+· · ·+F_n. œÓÐÏÍÎÉÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÝÅ ÒÁÚ, ÞÔÏ F_1 + F_2 + : : : + F_n = F_{n+2} − 1.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ ÅÝÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ c_0 = 1, c_{n+1} = c_0c_n + c_1c_{n−1} + · · ·+c_nc_0. ïÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÁÓÓÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, c_n | ÜÔÏ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÓËÏÂÏÞÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ (Ô. Å. ÔÁËÉÈ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÚÁËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÓËÏÂÏË ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙŒÁÀÝÉÈ), ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÊ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ (n + 2)-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0) Œ ÔÏÞËÕ (n; n), ÉÄÕÝÉÈ ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ ÒÅÛÅÔËÉ ÔÏÌØËÏ ŒÐÒÁŒÏ É ŒŒÅÒÈ É ÎÅ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ŒÙÛÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ y = x.

6. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ. Â) îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

ðÏÄÓËÁÚËÁ. √ 1 − 2x = 1 − x − x^2 2! − 3!! · x^3 3! − 5!! · x^4 4! − · · · − (2n − 3)!! · x^n n! − · · · . Œ)^∗ ðÕÓÔØ C_{n;k} | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0) Œ ÔÏÞËÕ (n; n), ÉÄÕÝÉÈ ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ ÒÅÛÅÔËÉ ÔÏÌØËÏ ŒÐÒÁŒÏ É ŒŒÅÒÈ, ÞÔÏ ÒÏŒÎÏ 2k ÒÅÂÅÒ ÌÅÖÁÔ ŒÙÛÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ y = x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C_{n;k} = c_n. (ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Â).)

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f(x; y) = ∑ C_{n;k}x^ny^k.

7^∗. ðÕÓÔØ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, T_n = {k ∈ N; 1 ⩽ k ⩽ n : (k; n) = 1} | ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÙ ŒÓÅÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÓÕÍÍ ÅÓÔØ ÐÏÒÏŒÎÕ ÓÕÍÍ, ÄÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ s

2^s 2^s − 1 · 3^s 3^s − 1 · 5^s 5^s − 1 · 7^s 7^s − 1

· · · = 1 + 1 2^s + 1 3^s + 1 4^s + · · · (Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, Œ ÐÒÁŒÏÊ | ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÍ).

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÚÂÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏ- ÓÏÂÏŒ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. òÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ.

10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (a_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÏÊ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ŒÉÄÁ a_{n+k} = c_1a_{n+k−1} + · · · + c_ka_n: (2)

þÔÏ ÚÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÏÉÔ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ?

Â) ðÕÓÔØ (a_n) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n = a_1 + · · ·+ a_n ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÏÊ.

Œ) œÙŒÅÄÉÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÄÁÎ- ÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (2).