úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

óÏÓÔÁŒÉÔÅÌØ á. é. çÁÌÏÞËÉÎ

1. (äÉÓËÒÅÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ)

òÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. Á)^1_x +^1_y +^1_z = 1 Â) 4xy + 4yz + 4xz = 5xyz + 14 Œ) y^3 = x^3 + 9x^2 + 17 Ç) òÅÛÉÔØ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ (x^2 + y^2)(x + y − 3) = 2xy Ä) ðÕÓÔØ x; y; z; u; v; w | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x + 1 y + 2003 z = u + 1 v + 2003 w :

îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÒÁÚÎÏÓÔØ y − v. 2. (äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ É ÐÅÒÅÂÏÒ ÏÓÔÁÔËÏŒ) Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 7 | a^2 + b^2, ÔÏ 7 | a É 7 | b. Â) òÅÛÉÔÅ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 3x = 5y^2 + 4y − 1:

3. (äÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ) Á) œ ÞÉÓÌÅ 65432789 ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÃÉÆÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁŒÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 36. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 7 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ Ó ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÃÉÆÒÏÊ É ÕÄŒÏÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÃÉÆÒÏÊ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ 7. Œ) þÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1998. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÅÇÏ ÃÉÆÒÁÍÉ ŒÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÄÒÑÄ ÔÒÉ ÎÕÌÑ, ÔÏ ŒÎÏŒØ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 1998.

Ç) þÉÓÌÏ^5_{17} ÏÂÒÁÔÉÌÉ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ, ŒÙÞÅÒËÎÕÌÉ ÐÅÒŒÕÀ ÃÉÆÒÕ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ É ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÔÉÌÉ Œ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÕÀ ÄÒÏÂØ. ëÁËÁÑ ÄÒÏÂØ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ? Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ [2^n √ 2] ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

4. (ðÒÏÓÔÙÅ É ÓÏÓÔÁŒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ.) Á) äÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (a; b) = 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ u É v ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ au + bv = 1. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: Ç) åÓÌÉ c | ab; (c; a) = 1, ÔÏ c | b. Ä) åÓÌÉ a | c; b | c; (a; b) = 1, ÔÏ ab | c. Å) äÏËÁÖÉÔÅ Ö) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ; Ú) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ 4n − 1. É) îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p; q; r ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ p^q + q^p = r. Ë) óËÏÌØËÉÍÉ ÎÕÌÑÍÉ ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1000!? Ì) òÅÛÉÔÅ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 3 · 2^x + 1 = y^2. Í) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÞÉÓÌÏ 1 2 + 1 3 + · · · + 1 n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ.

5. (ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. íÅÔÏÄ ÓÐÕÓ- ËÁ.)

Á) òÅÛÉÔÅ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 + z^2 = 2xyz.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^4 + y^4 = z^2 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

õËÁÚÁÎÉÅ: éÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÉÄ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÉÆÁÇÏÒÁ.

6. (ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ äÉÒÉÈÌÅ.)

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (a; m) = 1; ÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ

a^x ≡ 1 (mod m):

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ

1 + x^2 + y^2 ≡ 0 (mod p)

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ

ax + by ≡ 0 (mod m); |x|; |y| ≤ √ m; |x| + |y| ≠ 0: Ç) ðÕÓÔØ m | ÎÅÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÐÑÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ É ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ m. 7. (íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ) Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 4n + 3 É p | a^2 + b^2, ÔÏ p | a É p | b. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ (p − 1)! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ). 8. (òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ Â)^3 √ 9; Œ)^3 √ 2 +^3 √ 3; Ç) tg 1^∘.

Ä) íÏÖÎÏ ÌÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ? Å) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^3 √ 2 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ.

Ö) óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x; y; z; u, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

(x + y √ 2)^2 + (u + v √ 2)^2 = 7 + 5 √ 2? Ú) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ p É q ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | | √ 2 − p q | | ¿ 1 4q^2 : 9. (ãÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ) Á) òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Â) x^2 = [3x];

Œ) [x] + [3x] + [5x] = 100; Ç) x^2 − 5[x] + 4 = 0 10. (ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ) Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËÕÂÏŒ ÐÑÔÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m^2 + mn + 9n^2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 35^2 (m; n ∈ Z), ÔÏ ÞÉÓÌÁ m É n ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 35.