ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ (11 ËÌÁÓÓ).

óÏÓÔÁŒÉÔÅÌØ ëÏÖÅŒÎÉËÏŒ ð. á.

1. þÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ l_1 É l_2, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞÅË B É C ÎÁ l_1 É l_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ BC É ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ŒÙÓÏÔÙ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ A, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

2. Á) ë ÄŒÕÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÏÂÝÁÑ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÁÑ A_1B_1 É ŒÎÅÛÎÑÑ ÏÂÝÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ A_2B_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ A_1A_2 É B_1B_2 ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÌÉÎÉÀ ÃÅÎÔÒÏŒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

Â) ë ÄŒÕÍ ÓÆÅÒÁÍ ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ÄŒÅ ÏÂÝÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ A_1B_1 É A_2B_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ A_1A_2 É B_1B_2 ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÌÉÎÉÀ ÃÅÎÔÒÏŒ ÓÆÅÒ.

3. ïÔÒÅÚÏË AB ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄŒÅ ÒÁŒÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÉÈ ÌÉÎÉÉ ÃÅÎ- ÔÒÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ AB Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÌÅÖÁÔ ÍÅÖÄÕ A É B. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë A, ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ B | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë B. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÏÂÅ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ŒÐÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

4. äŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ O. ðÏ ÜÔÉÍ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÑÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ O ÎÁÞÁÌÉ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÕÇÌÏŒÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ ÄŒÅ ÂÌÏ- ÈÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÂÌÏÈ, ŒÓÅÇÄÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

5. ôÏÞËÁ O | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÓÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ. A É B | ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÃÉÌÉÎÄÒÁ. C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ OAB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏŒ ÔÒÅÈÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ OABC (Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ O) ÒÁŒÎÁ 2ß.

6. äÉÁÇÏÎÁÌÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ K, Á ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ AB É CD | Œ ÔÏÞËÅ O. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ l É m, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ AC É BD ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ (ACO) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ m ŒÔÏÒÏÊ ÒÁÚ Œ ÔÏÞËÅ P , ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (BDO) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ l ŒÔÏÒÏÊ ÒÁÚ Œ ÔÏÞËÅ Q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P , Q, K ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÑÍ.

1. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÁ A_0 ÓÔÏÒÏÎÙ BC ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅ- ÎÁ ÏÔ ÐÒÏÅËÃÉÊ B^′ É C^′. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ A_0B_0B^′ É C^′C_0A_0 (B_0, C_0 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ A_0C_0, B_0A_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ).

úÁÄÁÞÁ ÓŒÑÚÁÎÁ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ŒÎÅ ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ AB_0C, BC_0A, CA_0B ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ i) ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ̸ (−−→B_0A; −−→B_0C),̸ (−−→C_0B; −−→C_0A) É̸ (−−→A_0C; −−→A_0B) ËÒÁÔÎÁ 2ß (ÞÅÒÅÚ̸ (−−→XY ; −−→XZ) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÕÇÏÌ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÏ 2ßn), ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ ÐÏ- ŒÅÒÎÕÔØ ŒÅËÔÏÒ −−→XY ), ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÔÁÌ ÓÏÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÍ Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ −−→XZ)).

ii)^{AB0}_{CB0} ·^{CA0}_{BA0} ·^{BC0}_{BA0} = 1.

ôÏÇÄÁ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A_0B_0C_0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÔÓÑ ËÁË ̸(−−−→ A_0B_0; −−−→A_0C_0) ≠ (−−→CB_0; −→CA)+̸ (−−→BA; −−→BC_0),̸ (−−−→B_0C_0; −−−→B_0A_0) ≠ (−−→AC_0; −−→AB)+̸ (−−→CB; −−→CA_0), ̸(−−−→ C_0A_0; −−−→

A_0B_0) ≠ (−−→BA_0; −−→BC) +̸ (−→AC; −−→AB_0).

éÄÅÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ R_A | ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ A_0, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ B Œ C, R_B | ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ B_0, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ C Œ A, ðÕÓÔØ R_C | ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ C_0, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ A Œ B. ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÊ i) É ii) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ R_A, R_B , R_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

2. òÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ ÄÅÌÉÔ ÐÏÐÏÌÁÍ ÏÂÝÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ.

3. îÅ ÎÕÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÓÔÉ. ðÒÏÝÅ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ŒÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ.

œÅÒÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÎÅÒÁŒÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É ÐÒÑÍÏÊ AB, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ.

äÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÓÏŒÍÅÝÁ- ÀÝÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

4. õÄÏÂÎÙÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ÄÌÑ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ | ŒÅËÔÏÒÙ. íÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ \ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ" ÂÁÚÉÓÙ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÃÅÎÔÒÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

5. OABC ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏ ÒÁŒÎÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

6. íÏÖÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. ðÒÉ ÐÏÄ- ÓÞÅÔÅ ÐÏÌÅÚÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÅËÕÝÉÈ.