éÎŒÅÒÓÉÑ

óÏÓÔÁŒÉÔÅÌØ óÐÉÒÉÄÏÎÏŒ ó. œ.

ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R. éÎŒÅÒÓÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ S ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ A, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ O, Œ ÔÏÞËÕ A^∗, ÌÅ- ÖÁÝÕÀ ÎÁ ÌÕÞÅ OA ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ OA^∗ =^{R2}_{OA} ÏÔ ÔÏÞËÉ O. éÎŒÅÒÓÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÎŒÅÒÓÉÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O É ÓÔÅÐÅÎØÀ R^2, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÉÎŒÅÒÓÉÉ.

1. (Á) œÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÝÉÅ ŒÎÕÔÒÉ, É ŒÎÅ S? œÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ O? (b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BOA ÐÏÄÏÂÅÎ ÔÒÅÇÏÌØÎÉËÕ A^∗OB^∗. (c) œÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?

2. (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÔÏÌÅÍÅÑ) äÁÎ 4-È ÕÇÏÌØÎÉË ABCD. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AB · CD + AD · BC ≥ AC · BD; ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ABCD | ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ.

3. äÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ! É ÈÏÒÄÁ AB. äŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÈÏÒÄÙ É ! É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ C É D. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ CD ÄÅÌÉÔ ÄÕÇÕ AB (ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ) ÐÏÐÏÌÁÍ.

4. œ ÓÅÇÍÅÎÔ ŒÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÈ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ.

5. äÁÎÙ 2 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ a É b. äŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ c É d ËÁÓÁÀÔÓÑ ÉÈ ŒÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÓÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ A. îÁÊÔÉ çíô A.

ðÕÓÔØ ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ A. õÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÎÉÍ Œ ÔÏÞËÅ A. (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ A É B, ÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ A ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ B.) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÏÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.

6. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎŒÅÒÓÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ.

(b) õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ABC É ABD ÒÁŒÅÎ ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÇÌÕ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ACD É BCD.

7. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S_1 É S_2 (ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÐÒÑÍÕÀ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÐÁÒÕ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

(b) (ÔÅÏÒÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S_1, S_2, ..., S_n, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ (S_n ËÁÓÁÅÔÓÑ S_{n−1} É S_1) É ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ R_1 É R_2, ÔÏ ÔÁËÉÈ ÃÅÐÏÞÅË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T_1, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ R_1 É R_2 (ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ R_1 É R_2 ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÏÄÎÁ Œ ÄÒÕÇÏÊ, ŒÎÅÛÎÉÍ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÚ n ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ T_1,T_2, ..., T_n. (c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ R_1 É R_2 ÃÅÐÏÞËÁ ÉÚ n ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ T_1 É T_2, ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ R_1 É R_2 Œ ÔÏÞËÁÈ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÒÑÍÏÊ ÓÏÅÄÅÎÑÀÝÅÊ ÃÅÎÔÒÙ, ÒÁŒÅÎ ÃÅÌÏÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÕÇÌÁ 360^∘=n.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÉÎŒÅÒÓÉÑ.

8*. óÆÅÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ABC ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ SABC ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÙ A, B É C É ŒÔÏÒÉÞÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÒÅÂÒÁ SA, SB É SC Œ ÔÏÞËÁÈ A_1, B_1 É C_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÓÆÅÒÙ Œ ÔÏÞËÁÈ A_1, B_1 É C_1, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ O. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O - ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ, ÏÐÉÓÁÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ SA_1B_1C_1.

9*. ðÕÓÔØ ! | ÓÆÅÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ E = (0; 0; 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ! ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ff = {z = 0}: ÔÏÞËÁ A ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÕ A^∗ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ NA É ff, ÇÄÅ N(0; 0; 2) | ÔÏÞËÁ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ! É ff. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÎÁ ÓÆÅÒÅ) ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

10**. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ, Ô.Å. ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ {!_ff}_{ff∈R}, ÔÁËÏÅ ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÅÖÁÌÁ ÂÙ ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ.

11***. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ËÕÂ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1.

12. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÐÌÏÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ Ó ÌÀÂÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÌÏÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ.