ôÅÏÒÅÍÁ 12.4. íÎÏÇÏÞÌÅÎ p_k(x) ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÐÒÉ x = 1; q; q^2; : : : ; q^k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

p_k(x) = c_kf_k(x) + c_{k−1}f_{k−1}(x) + : : : + c_1f_1(x) + c_0; (3)

ÇÄÅ c_0; c_1; : : : ; c_k | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÒÉÎÉÍÁ- ÅÔ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x = q^n (n � N).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_0; f_1; : : : ; f_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ k, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (3) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ c_0; c_1; : : : ; c_k � C . îÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ c_0; : : : ; c_k � Z. æÏÒÍÕÌÙ (2) ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ

p_k(1) = c_0;

p_k(q) = c_1 + c_0;

p_k(q^2) = c_2 + c_1f_1(q^2) + c_0; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

p_k(q^k) = c_k + c_{k−1}f_{k−1}(q^k) + : : : + c_1f_1(q^k) + c_0:

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c_0 � Z ⇒ c_1 � Z ⇒ : : : ⇒ c_k � Z: □

åÓÌÉ ÃÅÌÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞ- ËÁÈ 1; q; q^2; : : : É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÙÓÔÒÏ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ôÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ËÎÉÇÅ [çÅ2], Ó. 186{188.

13. ëÒÕÇÏŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

13.1. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÒÕÇÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

íÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘_n(x) = ∏ (x − e_k), ÇÄÅ e_1; : : : ; e_{f(n)} | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÒÕÇÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÐÏÒÑÄËÁ n. îÁÐÒÉÍÅÒ, ˘_1(x) = x − 1, ˘_2(x) = x + 1, ˘_3(x) = x^2 + x + 1, ˘_4(x) = x^2 + 1.

ðÒÉ n > 2 Œ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ) ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ±1. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ n > 2 ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n ÞÅÔÎÁ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ∏ d|n ˘_d(x) = x^n − 1:

ôÅÏÒÅÍÁ 13.1. ðÕÓÔØ n > 1 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ˘_{2n}(x) = ˘_n(−x):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ e_1; : : : ; e_{f(n)} | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ n, ÔÏ −e_1; : : : ; −e_{f(n)} | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ 2n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ˘_n(−x) = (−x − e_1) · : : : · (−x − e_{f(n)}); ˘_{2n}(x) = (x + e_1) · : : : · (x + e_{f(n)}):

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n ÞÅÔÎÁ. □

13.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∏ d|n ˘_d(x) = x^n − 1

ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ˘_n(x) ÞÅÒÅÚ x^d − 1, ÇÄÅ d ÐÒÏ- ÂÅÇÁÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÁÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ íčÂÉÕÓÁ

m(n) =

{ 1 ÐÒÉ n = 1;

(−1)^k ÐÒÉ n = p_1 : : : p_k; 0 ÐÒÉ n = p^2m.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.2 (íčÂÉÕÓ). åÓÌÉ F (n) = ∑ d|n f(d), ÔÏ

f(n) = ∑ d|n m(d)F (n=d) = ∑ d|n m(n=d)F (d):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n > 1 ŒÙ- ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∑ d|n m(d) = 0. ðÕÓÔØ n = p^{a1}_1 · : : : · p^{ak}_k . ôÏÇÄÁ ∑ d|n m(d) = ∑ d|p_1:::p_k

m(d) = 1 − (k 1 ) + (k 2 ) + : : : + (−1)^k = (1 − 1)^k = 0:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ∑ ab=n

F (a)m(b) = ∑ d_1d_2b=n

f(d_1)m(b) = ∑ d_1|n

f(d_1) ∑ d_2b=n=d_1

m(b) :

ðÕÓÔØ n=d_1 = m. ôÏÇÄÁ ∑ d_2b=m

m(b) = ∑ b|m m(b) = { 1 ÐÒÉ n = d_1; 0 ÐÒÉ n ≠ d_1.

ðÏÜÔÏÍÕ ∑ d_1|n

f(d_1) ∑ d_2b=n=d_1

m(b)

= f(n): □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ F (n) = ∏ d|n f(d), ÔÏ

f(n) = ∏ d|n F (n=d)^{m(d)} = ∏ d|n F (d)^{m(n=d)}:

äÌÑ ËÒÕÇÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ ÄÁÅÔ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ ˘_n(x) = ∏ d|n (x^d − 1)^{m(n=d)}:

ôÅÏÒÅÍÁ 13.3. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n(x) | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ∏ d|n(x^d − 1)^{m(n=d)} ÏÔÄÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó m = 1 É ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó m = −1. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ˘_n(x) = P (x)=Q(x), ÇÄÅ P É Q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ É ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ˘_n | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ m, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m˘_n ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ çÁÕÓÓÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ mP = (m˘_n)Q ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ m˘_n É Q, Ô. Å. ÏÎ ÒÁŒÅÎ 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ mP ÒÁŒÅÎ m. ðÏÜÔÏÍÕ m = ±1, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. □

13.3. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ËÒÕÇÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ ˘_n(x) | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.4. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘_n ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ˘_n = fg, ÇÄÅ f É g | ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ e | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f(e) = 0 É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏ- ÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ Ó n. ôÏÇÄÁ e^p | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ e^p | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e^p ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ˘_n = fgh, ÇÄÅ f É g | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 É f(e) = 0, g(e^p) = 0.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ x^n − 1 É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏ- ÒÅÎØ e, ÐÏÜÔÏÍÕ x^n − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f(x). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ x^n − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ g(x). á ÔÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ x^n − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ D ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^n −1 ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ R(f; g) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3.4 ÎÁ Ó. 34). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ D = ±n^n (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.1 ÎÁ Ó. 35). þÔÏÂÙ ÐÒÉÊÔÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R(f; g) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ( f(x)

)_p

≡ f(x^p) (mod p).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(x) = a_nx^n + : : : + a_1x + a_0. ôÏÇÄÁ ( f(x)

)_p = ∑ k_0 +:::+k_n=p p! k0! · : : : · kn! (a^nx n)^{kn} · : : : · (a_0)^{k0} :

þÉÓÌÏ p!=(k_0! · : : : · k_n!) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ k_0; : : : ; k_n ÒÁŒÎÏ p. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ( f(x)

)_p

≡ (a_nx)^p + : : : + (a_0)^p (mod p):

œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ a^p ≡ a (mod p) ÐÒÉ ŒÓÅÈ a, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅ- ÍÏÅ. □

ðÕÓÔØ y_1 = e^p, y_2, : : : , y_k | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ f(e^p) ≡ ( f(e)

)_p ≡ 0 (mod p), Ô. Å. f(y_1) = py(y_1), ÇÄÅ y | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó

ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f − py É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ y_1, ÐÏÜÔÏÍÕ f − py ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ g, Á ÚÎÁÞÉÔ, f(y_i) − − py(y_i) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

R(f; g) = ±f(y_1) · : : : · f(y_k) = ±p^ky(y_1) · : : : · y(y_k):

œÙÒÁÖÅÎÉÅ y(y_1) · : : : · y(y_k ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ô. Å. R(f; g) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^k.

éÔÁË, ÅÓÌÉ ˘_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f É e | ËÏÒÅÎØ f, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ Ó n, ÞÉÓÌÏ e^p ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, Ô. Å. f = ±˘_n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÊ ËÏÒÅÎØ w ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ e^m, ÇÄÅ (m; n) = 1. úÁ- ÐÉÛÅÍ m Œ ŒÉÄÅ m = p_1 · : : : · p_s, ÇÄÅ p_1; : : : ; p_s | ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (m; n) = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (p_i; n) = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. ðÏÜÔÏÍÕ e^{p1} ; e^{p1 p2} ; : : : ; e^{p1 :::ps} = w | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f. □

13.4. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ˘_{mn} ÞÅÒÅÚ ˘_n

ëÒÕÇÏŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘_{mn}(x) ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅ- ÒÅÚ ˘_n(x). íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ m = p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.5. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ

˘_{pn}(x) = { ˘_n(x^p) ÐÒÉ (n; p) = p; ˘_n(x^p)=˘_n(x) ÐÒÉ (n; p) = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. åÓÌÉ e | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ pn, ÔÏ w = e^p | ÐÒÉÍÉÔÉŒ- ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÒÎÀ w ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÏÒÎÉ e_1; : : : ; e_p ÔÁË, ÞÔÏ (x − e_1) · : : : · (x − e_p) = x^p − w. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

˘_{pn}(x) = ∏ e (x − e) = ∏ w=e^p

(x^p − w) = ˘_n(x^p):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ pn ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÎÁ p. ðÏÜÔÏÍÕ

˘_{pn}(x) = ∏ d|pn

(x^d − 1)^{m(pn=d)} = ∏ d|n (x^d − 1)^{m(pn=d)} ∏ d|n (x^{dp} − 1)^{m(n=d)}:

á ÔÁË ËÁË m(pn=d) = −m(n=d), ÔÏ

˘_{pn}(x) = ∏ d|n (x^d − 1)^{−m(n=d)} ∏ d|n (x^{dp} − 1)^{m(n=d)} = ( ˘_n(x) )_{−1} ˘_n(x^p): □

œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 13.5, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ˘_n(±1). îÁÞÎÅÍ Ó ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ˘_n(1). åÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 13.5 ˘_n(1) = ˘_{n=p}(1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ n = p^{a1}_1 · : : : · p^{ak}_k É m = p_1 · : : : · p_k, ÔÏ ˘_n(1) = ˘_m(1). ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ˘_m(1). åÓÌÉ m = p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ˘_p(1) = p. åÓÌÉ ÖÅ m = p_1 · : : : · p_k, ÇÄÅ k > 1, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ p = p_1 É n = m=p. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 13.5 ˘_m(1) = ˘_n(1)=˘_n(1) = 1.

éÔÁË, ÅÓÌÉ n > 1, ÔÏ

˘_n(1) = { p ÐÒÉ n = p^l; 1 ÐÒÉ n ≠ p^l.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ˘_n(−1). œÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ. 1) n > 1 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ˘_n(−1) = ˘_{2n}(1) = 1. 2) n = 2^k. ôÏÇÄÁ ˘_n(x) = (x^n − 1)=(x^{n=2} − 1) = (x^{n=2} + 1). ðÏÜÔÏÍÕ ˘_n(−1) = 0 ÐÒÉ n = 2 É ˘_n(−1) = 2 ÐÒÉ n = 2^k, ÇÄÅ k > 1.

3) n = 2m, ÇÄÅ m > 1 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ˘_n(−1) = = ˘_m(1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ˘_n(−1) = p, ÅÓÌÉ m = p^a, É ˘_n(−1) = p, ÅÓÌÉ Œ m ŒÈÏÄÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ.

4) n = 2^km, ÇÄÅ k > 1 É m > 1 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ m = = p^{a1}_1 · : : : · p^{at}_t . ôÏÇÄÁ ˘_n(x) = ˘_{2r}(x^s), ÇÄÅ r = p_1 · : : : · p_t É s = = 2^{k−1}p^{a1−1}_1 · : : : · p^{at−1}_t . ðÏÜÔÏÍÕ ˘_n(−1) = ˘_{2r}(1) = 1.

13.5. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘_n(x) Œ ŒÉÄÅ

˘_n(x) = ∏ d|n (x^d − 1)^{m(n=d)} = (x^n − 1) ∏ d|n; d≠n

(x^d − 1)^{m(n=d)}:

åÓÌÉ e | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n, ÔÏ

˘^′_n(e) = ne^{n−1} ∏ d|n; d≠n

(e^d − 1)^{m(n=d)}:

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n ÒÁŒÅÎ ∏ e | |˘^′_n(e) | | = n^{f(n)} ∏ d|n; d≠n ∏ e |1 − e^d|^{m(n=d)}:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ e^d | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n=d, Ô. Å. ∏ e (1 − e^d) = ( ˘_{n=d}(1)

)_{f(n)=f(n=d)} ;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ deg ˘_n Ë deg ˘_{n=d} ÒÁŒÎÏ f(n)=f(n=d).

úÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_{n=d}(x) ÐÒÉ x = 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 1 ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ n=d = p^l. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, m(n=d) ≠ 0 ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ n=d ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n=d | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÔÁË, ∏ e | |˘^′_n(e) | | = n^{f(n)} ∏ p|n p^{f(n)p−1} −1 :

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁË ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n. œÏÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_n ÎÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Á ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ f(n). œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁË ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ (−1)^{f(n)=2} (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3.5 ÎÁ Ó. 34).

13.6. òÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÐÁÒÙ ËÒÕÇÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ R(˘_n; x^m − 1). íÎÏÇÏÞÌÅÎ x^m − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ˘_1 = x − 1, ÐÏÜÔÏÍÕ R(˘_1; x^m − 1) = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ⩾ 2. ðÕÓÔØ d = (n; m), n_1 = n=d, x_1; x_2; : : : | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n, h_1; h_2; : : : | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n_1. ôÏÇÄÁ

R(˘_n; x^m − 1) = ∏ (x^m_i − 1) = ∏ (1 − x^m_i ) = = (∏ (1 − h_i)

)_{f(n)=f(n1)} = ( ˘_{n1} (1)

)_{f(n)=f(n1 )} : åÓÌÉ n_1 = 1, Ô. Å. ÅÓÌÉ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, ÔÏ ˘_{n1} (1) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ R(˘_n; x^m −1) = 0. åÓÌÉ ÖÅ n_1 ≠ 1, ÔÏ ˘_{n1} (1) = p ÐÒÉ n_1 = p^l É ˘_{n1} (1) = 1 ÐÒÉ n_1 ≠ p^l.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ R(˘_n; ˘_m), ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÃÅÌÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ËÁË ÞÉÓÌÁ R(˘_n; x^m − 1), ÔÁË É ÞÉÓÌÁ R(˘_m; x^n − 1). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, x^m − 1 = ˘_m(x)f(x), ÇÄÅ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ

R(˘_n; x^m − 1) = R(˘_n; ˘_mf) = R(˘_n; ˘_m)R(˘_n; f):

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ n > m > 1, ÔÏ

R(˘_m; ˘_n) = (−1)^{f(m)f(n)}R(˘_n; ˘_m) = R(˘_n; ˘_m)

É R(˘_m; ˘_n) > 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 0 ≠ R(˘_n; x^m − 1) = ∏ d|m R(˘_n; ˘_d);

ÐÏÜÔÏÍÕ R(˘_n; ˘_m) = ∏ d|m R(˘_n; x^d − 1)^{m(m=d)} > 0:

åÓÌÉ m ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n É n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m, ÔÏ ÞÉÓÌÁ m=d É n=d, ÇÄÅ d = (m; n), ÎÅ ÒÁŒÎÙ 1 É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁ R(˘_n; x^m − 1) É R(˘_m; x^n − 1) ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, R(˘_n; ˘_m) = 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. åÓÌÉ m = n, ÔÏ R(˘_n; ˘_m) = 0. åÓÌÉ m=n ≠ p^l, ÔÏ R(˘_m; x^n − 1) = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ R(˘_n; ˘_m) = 1. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ m=n = p^l. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

R(˘_n; ˘_m) = ∏ d|n R(˘_m; x^d − 1)^{m(n=d)}:

œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÒÁŒÎÙ 1, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÅÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ m=d = p^a.

åÓÌÉ (n; p) = 1, ÔÏ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÌÉÛØ ÐÒÉ d = = n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

R(˘_n; ˘_m) = R(˘_m; x^n − 1) = p^{f(m)=f(m=n)} = p^{f(n)}:

åÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÌÉÛØ ÐÒÉ d = n É ÐÒÉ d = n=p. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

R(˘_n; ˘_m) =

R(�m; x^n − 1) R(�m; x^{n=p} − 1)

= p^a;

ÇÄÅ a = f(m) f(m=n) − f(m) f(mp=n) = f(m) ( 1 p^{l−1}(p − 1) − 1 p^l(p − 1) ) = f(m) p^l

= f(n):

éÔÁË, ÅÓÌÉ m ⩾ n, ÔÏ

R(˘_n; ˘_m) =

{ 0 ÐÒÉ m = n;

p^{f(n)} ÐÒÉ m = np^l;

1 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

13.7. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÒÕÇÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

ðÒÉÍÅÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ˘_n(x) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ n ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ 0 É ±1. îÏ Œ ÒÁÂÏÔÅ [Suz] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÕÖÉÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ.

ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ t ⩾ 3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p_1 < p_2 < : : : < p_t, ÞÔÏ p_1 + p_2 > p_t.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ t ⩾ 3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p_1 < p_2 < : : : < p_t ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_1 + p_2 ⩽ p_t. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 2p_1 < p_t, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÅÖÄÕ 2^{k−1} É 2^k ÚÁËÌÀÞÅ- ÎÏ ÍÅÎÅÅ t ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ p(2^k) < kt (ÚÄÅÓØ p(s) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÖÄÕ 1 É s).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ þÅÂÙÛÅŒÁ (ÓÍ. [çîû], [äÜ] ÉÌÉ [þ]) p(x) > cx= ln x, ÇÄÅ c | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ c2^k= ln 2^k < kt, Ô. Å. c2^k < < k^2t ln 2. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. □

ðÕÓÔØ t ⩾ 3 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p_1 < < p_2 < : : : < p_t ÔÁË, ÞÔÏ p_1 + p_2 > p_t. ðÏÌÏÖÉÍ p = p_t. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘_n(x) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ x^{p+1}. ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ t

˘_{p1:::pt} =

(x^{p1} − 1) · : : : · (x^{pt} − 1) x − 1 · ∏ (x^{pipj pk} − 1) ∏ (x^{pipj} − 1) · : : :

îÏ x^{pipj} ≡ 0 (mod x^{p+1}), x^{pi pj pk} ≡ 0 (mod x^{p+1}) É Ô. Ä. ðÏÜÔÏÍÕ

˘_{p1:::pt} ≡ ±

(1 − x^{p1} ) · : : : · (1 − x^{pt} )

1 − x (mod x p+1):

òÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘_{p1:::pt} (0) = 1 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ ÚÎÁË ÐÌÀÓ. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p_i + p_j ⩾ p_1 + p_2 > p_t = p ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(1 − x^{p1} ) · : : : · (1 − x^{pt} ) ≡ (1 − x^{p1} − : : : − x^{pt} ) (mod x^{p+1}):

ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ (1 − x)^{−1} ≡ (1 + x + : : : + x^p) (mod x^{p+1}). ðÏÜÔÏÍÕ

˘_{p1 :::pt} ≡ (1 + x + : : : + x^p)(1 − x^{p1} − : : : − x^{pt} ) (mod x^{p+1}):

óÒÅÄÉ ÍÏÎÏÍÏŒ x^{pi} ; x^{pi +1}; : : : ; x^{pi +p} ÍÏÎÏÍ x^p ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, Á ÍÏÎÏÍÙ x^{p−1} É x^{p−2} ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i ≠ t. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^p Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_{p1:::pt} ÒÁŒÅÎ −t + 1, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^{p−2} ÒÁŒÅÎ −(t − 1) + 1 = −t + 2.

ëÏÇÄÁ t ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 3, ÞÉÓÌÁ −t + 1 É −t + 2 ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ŒÓÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ËÒÕÇÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÓÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘_{2p1:::pt} , ÇÄÅ p_1 ⩾ 3 É p_1 +p_2 > p_t. þÉÓÌÏ n = p_1 ·: : :·p_t ÎÅÞÅÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ˘_{2n}(x) = ˘_n(−x). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ˘_{2n} É ˘_n ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÁË ÐÒÉ x^p, ÔÁË É ÐÒÉ x^{p−2} ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ, Ô. Å. Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_{2p1 :::pt} ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^p É x^{p−2} ÒÁŒÎÙ t − 1 É t − 2, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

13.8. ôÅÏÒÅÍÁ œÅÄÄÅÒÂÅÒÎÁ

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ËÒÕÇÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ œÅÄÄÅÒÂÅÒÎÁ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÔÅÌÁ. ôÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ œÉÔÔ [Wt].

ôÅÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÌØÃÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ax = b É xa = b ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ≠ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.6 (œÅÄÄÅÒÂÅÒÎ). ëÏÎÅÞÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÔÅÌÏ R ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ e_1 É e_2 | ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ax = a É xa = a, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ae_1a = a^2 = ae_2a, ÐÏÜÔÏÍÕ ae_1 = ae_2 É e_1 = e_2 = e. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ be = b ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ xa = b. ôÏÇÄÁ be = xae = xa = b. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ eb = b.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÌÏ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ F_p, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 1 � R. ôÅÌÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p. ðÕÓÔØ r | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ R ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p^r ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÕÓÔØ Z | ÃÅÎÔÒ ÔÅÌÁ R, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ R, ËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ R. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Z | ÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F_p. ðÏÜÔÏÍÕ Z ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q = p^s ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÅÌÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z. åÓÌÉ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ R ÎÁÄ Z ÒÁŒÎÁ t, ÔÏ R ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q^t ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p^r = q^t = p^{st}. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R = Z, Ô. Å. t = 1.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x � R ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ N_x = = {y � R | xy = yx}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ N_x | ÐÏÄÔÅÌÏ Œ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Z. ó ÏÄ- ÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÅÌÏ N_x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z, ÐÏÜÔÏÍÕ N_x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q^d ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÅÌÏ R ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÔÅÌÏÍ N_x, ÐÏÜÔÏÍÕ q^t = (q^d)^k = q^{dk}, Ô. Å. d | t.

œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ R^∗ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ O_x = {yxy^{−1} | y � R^∗}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ O_x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

|O_x| = |R^∗|=|N^∗_x | = (q^t − 1)=(q^d − 1)

ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÒÂÉÔÙ ÒÁÚÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ R^∗ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Z^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

q^t − 1 = q − 1 + ∑ (q^t − 1)=(q^d − 1); (1)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ d ÞÉÓÌÁ t. ðÒÉ ÜÔÏÍ d < t (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d = t ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ x � Z^∗; ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÙÄÅÌÅÎÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_t(x) ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (1) ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ t = 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ x^t − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ ˘_t(x). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ d | t É d < t, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x^t − 1)=(x^d − 1) ÔÏ- ÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ ˘_t(x), ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x^d − 1 É ˘_t(x) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÉÓÌÁ q^t −1 É (q^t −1)=(q^d −1) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ˘_t(q). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ q − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ˘_t(q). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, |˘_t(q)| = ∏ |q − e_i| > q − 1, ÔÁË ËÁË |e_i| = 1 É e_i ≠ 1. □

13.9. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p = Z=pZ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.7. ðÕÓÔØ F_d(x) | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p . ôÏÇÄÁ x^{pn} − x = ∏ d|n F_d(x):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{pn} − x ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ p^nx^{pn−1} − 1 = −1, ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(x) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ÔÏ f(x) ÄÅÌÉÔ x^{pn} − x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d ÄÅÌÉÔ n.

ðÕÓÔØ a | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É K = F_p (a) | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÐÏÌÑ F_p . ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p^d ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ x^{pd} − x = 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÑ F_p ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË p^d − 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x � F_p ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ x^{pd−1} = 1.

ìÅÍÍÁ. Á) îÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^n − 1 ÄÅÌÉÔ x^m − 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÄÅÌÉÔ m.

Â) åÓÌÉ a ⩾ 2 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ a^n − 1 ÄÅÌÉÔ a^m − 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÄÅÌÉÔ m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Á) ðÕÓÔØ m = qn + r, ÇÄÅ 0 ⩽ r < n. ôÏÇÄÁ

x^m − 1 x^n − 1 = x r x^{qn} − 1 x^n − 1 + x^r − 1 x^n − 1 :

íÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{qn} − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^n − 1. ðÏÜÔÏÍÕ x^m − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^n − 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x^r − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^n − 1. îÏ r < n, ÐÏÜÔÏÍÕ x^r − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^n − 1 ÌÉÛØ ÐÒÉ r = 0.

Â) äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ d ÄÅÌÉÔ n. ôÏÇÄÁ p^d − 1 ÄÅÌÉÔ p^n − 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, x^{pd} − x ÄÅÌÉÔ x^{pn} − x. ëÏÒÅÎØ a ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^{pd} = x, ÐÏÜÔÏÍÕ f(x) ÄÅÌÉÔ x^{pd} −x.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ f(x) ÄÅÌÉÔ x^{pn} − x. ôÏÇÄÁ a^{pn} − a = 0. åÓÌÉ b_1a^{d−1} + b_2a^{d−2} + : : : + b_d | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ K, ÔÏ

(b_1a^{d−1} + : : : + b_d)^p = b_1(a^{pn} )^{d−1} + : : : + b_d = b_1a^{d−1} + : : : + b_d:

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ K ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ x^{pn} = x, Ô. Å. x^{pn} − x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^{pd} − x. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. □

ðÕÓÔØ N_d | ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p . ôÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F_d ÒÁŒÎÁ dN_d, ÐÏÜÔÏÍÕ p^n = ∑ d|n dN_d:

ðÒÉÍÅÎÉŒ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ

N_n = 1 n ∑ d|n m(n=d)p^d:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, N_n ≠ 0, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ∑ d|n m(n=d)p^d ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ p^{d1} ±

± p^{d2} ± : : : ± p^{dk} , ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ d_i ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

14. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ

14.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ T_n(x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÚÁÍÅÞÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ïÎÉ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÏÂÌÁ- ÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÏÔ ÔÅÏÒÉÉ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÄÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏ- ÓÔÙÅ, ÎÏ ŒÅÓØÍÁ ŒÁÖÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ cos nf ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ cos f, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T_n(x), ÞÔÏ T_n(x) = cos nf ÐÒÉ x = cos f. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÏÒÍÕÌÁ

cos(n + 1)f + cos(n − 1)f = 2 cos f cos nf

ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ T_n(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅÍ T_{n+1}(x) = 2xT_n(x) − T_{n−1}(x)

É ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ T_0(x) = 1 É T_1(x) = x, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÕÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ T_n(x) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛÅŒÁ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ T_n(x) = cos nf ÐÒÉ x = cos f, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |T_n(x)| ⩽ 1 ÐÒÉ x ⩽ 1. á ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ T_n(x) = 2^{n−1}x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_n, ÇÄÅ a_1; : : : ; a_n | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

14. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ 117

îÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ þÅÂÙÛÅŒÁ ÂÙÌÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ ÓÁÍÉÍ þÅÂÙÛÅŒÙÍ. ïÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.1. ðÕÓÔØ P_n(x) = x^n + : : : | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÏ

ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, ÐÒÉÞÅÍ |P_n(x)| ⩽ 1 2^{n−1} ÐÒÉ |x| ⩽ 1. ôÏÇÄÁ

P_n(x) = 1 2^{n−1} T^n(x). (éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 1 2^{n−1} T^n(x) | ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑÀÝÉÊÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [−1; 1] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÓÏ ÓÔÁÒ- ÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÉÛØ ÏÄÎÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ T_n(x) = 2^{n−1}x^n+: : : , Á ÉÍÅÎÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ T_n ( cos(kp=n) ) = cos kp =

= (−1)^k ÐÒÉ k = 0; 1; : : : ; n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) = 1 2^{n−1} T^n(x) − − P_n(x). åÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n − 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ 1 2^{n−1} T^n(x) É P^n(x) ÒÁŒÎÙ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ |P^n(x)| ⩽ 1 2^{n−1} ÐÒÉ |x| ⩽ 1, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÔÏÞËÅ x_k = cos(kp=n) ÚÎÁË ÞÉÓÌÁ Q(x_k) ÓÏŒÐÁÄÁ-

òÉÓ. 5

ÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÞÉÓÌÁ T_n(x_k ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÏÎÃÁÈ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [x_{k+1}; x_k ] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(x) ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ. þÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÕÖÎÙ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Q(x_k) = 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÂÏ x_k | ÄŒÕËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÌÉÂÏ ŒÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ [x_{k+1}; x_k] É [x_k; x_{k−1}] ÅÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÔÏÞËÁÈ x_{k+1} É x_{k−1} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ (ÒÉÓ. 5).

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ [x_{k+1}; x_k ] ÒÁŒÎÏ n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ n ËÏÒÎÅÊ. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n − 1

ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Ô. Å. P_n(x) = 1 2^{n−1} T^n(x). □ åÓÌÉ z = cos f + i sin f, ÔÏ z + z^{−1} = 2 cos f É z^n + z^{−n} = 2 cos nf.