íåôïäéþåóëéå íáôåòéáìù äìñ œùåúäîïê ûëïìù éÚÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ É ÐÅÄÁÌØÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC É ÔÏÞËÁ P . ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÏ- ÅËÃÉÑÍÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ABC, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÄÁÌØÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, Á ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÏËÒÕÇ ÎÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÄÁÌØÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ABC.

1. ðÕÓÔØ A_1, B_1, C_1 | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞËÉ P_1 ÎÁ BC, CA, AB, A_2, B_2, C_2 | ŒÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÐÅÄÁÌØÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ P_1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ Ë BC, CA, AB, ŒÏÓÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ A_2, B_2, C_2, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ P_2.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÑÍÙÅ AP_1 É AP_2, BP_1 É BP_2, CP_1 É CP_2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÇÌÏŒ ABC. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC É ÔÏÞËÁ P . ðÒÑÍÙÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ AP , BP , CP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÇÌÏŒ ABC ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ Ë P . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÅÄÁÌØÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

3. äÁÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD É ÔÏÞËÁ P . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ AP , BP , CP , DP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÇÌÏŒ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÉ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ É ÞÅÔŒÅÒÔÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ABCD ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

Œ^∗) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÃÅÎ- ÔÒÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

4. äÁÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD. ðÒÑÍÙÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ BD ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÕÇÌÏŒ B É D ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ P . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P A = P C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ABCD | ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ. (IMO 2004) 5. œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ÄŒÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÈÏÒÄÙ AB É CD. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ AC, BC, AD, BD ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. (õÓÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ 2004) 6. äÁÎ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÆÏËÕÓÁÍÉ F_1, F_2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÎÅÍÕ Œ ÔÏÞËÁÈ X_1, X_2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ P . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ̸ X_1P F_1 ≠ X_2P F_2.

7. äÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ. 8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. 9. ðÁÒÁÂÏÌÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÈ AB, BC, CA. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏËÕÓ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉ- ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

10. îÁÊÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÆÏËÕÓÁ ÜÌÌÉÐÓÁ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÎÅÍÕ. 11. òÅÛÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ É ÐÁÒÁÂÏÌÙ.