ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

óÏÓÔÁŒÉÔÅÌØ óÐÉÒÉÄÏÎÏŒ ó. œ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ff_1 É ff_2 | ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, l | ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ff_1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ff_2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ l ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÞËÅ A ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ff_1 ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ l_2, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ l É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ A, Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ff_2.

1. a) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. b) ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Œ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ. c) þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÄÅÌÑÝÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÄÁÎÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ff_1 É ff_2 | ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, O | ÔÏÞËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ff_1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ff_2 ÓÃÅÎ- ÔÒÏÍ O ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÞËÅ A_1 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ff_1 ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ OA_1 Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ff_2.

2. a) þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÂÏËÏŒÏÍ ÒÅÂÒÅ ÞÅÔÙÒ-ÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÓÅÞÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.

b) ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ 4-ÕÇÏÌØÎÉË Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏ- ÇÒÁÍÍ.

3. (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÐÐÁ) ôÏÞËÉ C É C^′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ AB É A^′B^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AB^′ É A^′B, BC^′ É B^′C, CA^′ É C^′A ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

4. Á) äÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÂÏËÏŒÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ P É Q, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ P Q ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÔÒÁÐÅÃÉÉ Œ ÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÁÈ.

b) äÁÎÙ ÄŒÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ É ÔÏÞËÉ A; B ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ AB.

c) (ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ âÒÉÁÎÛÏÎÁ) îÁ ÒÉÓÕÎËÅ BC ‖ A_1A, B_i = AB ∩ A_iC, A_{i+1} = OB_i ∩ A_1A (i = 1; 2; : : :).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A_nA = 1 n A_1A.

d) ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔ- ÒÅÚËÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ff ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ fi ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ É ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ff_1 = ff; ff_2; : : : ; ff_n = fi É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P_i ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ff_i É ff_{i+1}, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÐÒÉÞ-ÅÍ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ. åÓÌÉ ff = fi. ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

5. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ 4-ÕÇÏÌØÎÉË Œ ËŒÁÄÒÁÔ. 6. ôÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ. ðÒÑÍÙÅ a, b, c ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ O. œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ A_1B_1C_1 É A_2B_2C_2 ŒÅÒÛÉÎÙ A_1 É A_2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ a, B_1 É B_2 | ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ b, C_1 É C_2 | ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ c. A, B, C - ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ B_1C_1 É B_2C_2, A_1C_1 É A_2C_2, A_1B_1 É A_2B_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, B É C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. Á Ë

7*. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Á ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ŒÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ) | Œ ÃÅÎÔÒ ÏÂÒÁÚÁ.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØ, Á ÄÁÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ( ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ) | Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ.

Ó) ðÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏ- ÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.

d) äÉÁÍÅÔÒÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ !, ÎÁÚÏŒ-eÍ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ 2 ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë !, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ ÎÁ l. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ÐÅÒÅÓÅËÕÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ C.

8. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ! Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ O. ðÏÌÑÒÏÊ ÔÏÞËÉ A ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ OA É ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÏÂÒÁÚ A ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ !.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ B, ÔÏ ÔÏÞËÁ B ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ A. 1 b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÚÁÄÁÞÅ 7d ÐÒÑÍÁÑ l ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÏÊ Ë ÔÏÞËÅ C.

9* Á) äŒÏÊÎÏÅ (ÉÌÉ ÁÎÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ABCD) =^{AC}_{BC} :^{AD}_{BD} ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ (ÄÌÉÎÙ ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ + ÉÌÉ − Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ: AB = −BA).

b) ðÕÓÔØ Q, R | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AD É BC, AC É BD ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, K É L | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ QR É AB, QR É CD. ôÏÇÄÁ (QRKL) = −1.

10. (ïÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÚÁÒÇÁ) œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ A_1B_1C_1 É A_2B_2C_2 ŒÅÒÛÉÎÙ A_1 É A_2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ a, B_1 É B_2 | ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ b, C_1 É C_2 | ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ c. A, B, C - ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ B_1C_1 É B_2C_2, A_1C_1 É A_2C_2, A_1B_1 É A_2B_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÞËÉ A, B É C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ a, b, c ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ O.

11. ôÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ. ABCDEF - ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ 6-ÉÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ AD, BE É CF ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

12. ôÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ. ABCDEF - ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ 6-ÉÕÇÏÌØÎÉË. ðÕÓÔØ X = AE ⋂ F B; Y = BD ⋂ CE, Z = AD ⋂ CF: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X; Y; Z ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

2