íåôïäéþåóëéå íáôåòéáìù äìñ œùåúäîïê ûëïìù

ðÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚŒÉÔÉÑ Õ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ ÎÁŒÙËÏŒ ÒÅÛÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. ïÔÌÉÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÖÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ Œ ÓÐÉÓËÅ.

1. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, BC, CA ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ŒÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ C^′, A^′, B^′. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A^′B^′C^′ ÒÁŒÎÁ (AB^′ · BC^′ · CA^′ + AC^′ · CB^′ · BA^′)=4R, ÇÄÅ R | ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

2. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. äÌÑ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÞÅŒÉÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ^1 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ?

3. ABCD | ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË. M, N | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ AC, BD. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÇÌÙ ABD É CBM ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ÕÇÌÙ BCN É ACD ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÙ.

4. óÔÏÒÏÎÙ AB É CD ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ E, AD É BC | Œ ÔÏÞËÅ F . A^′B^′C^′D^′ | ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ABCD ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ EF . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ AC^′, BD^′, EF ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

5. ëÁËÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÓÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ- ÎÉË ABCD Á) ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ; Â)ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ?

6. äÁÎÙ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÄÏ 8 ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

7. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ŒÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ Œ ÔÏÞËÁÈ A^′, B^′, C^′. Q | ÓÅÒÅÄÉÎÁ A^′B^′. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ B^′C^′C É A^′C^′Q ÒÁŒÎÙ.

8. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC É ÄŒÅ ÉÚÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ P , Q. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ P É Q ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ABC ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

9. äÁÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD É ÔÏÞËÁ P . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ AP , BP , CP , DP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÇÌÏŒ ÞÅÔÙÒÅÈ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÉ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ É ÞÅÔŒÅÒÔÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.

1þÅŒÉÁÎÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AP É BC, BP É CA, CP É AB.

Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ P ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ABCD ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÃÅÎÔÒÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

10. äÁÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD. ðÒÑÍÙÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ BD ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓ- ÓÅËÔÒÉÓ ÕÇÌÏŒ B É D ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ P . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P A = P C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ABCD | ŒÐÉÓÁÎÎÙÊ. (IMO 2004)

11. äÁÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ xy = 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ ÔÏÞÅË A, B, C ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ, Á ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 9 ÔÏÞÅË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÃÅÎÔÒ.

Â) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ ÔÏÞÅË A, B, C, D ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AB É CD, AC É BD, AD É BC, É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÅËÃÉÉ D ÎÁ AB, BC, CA, ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.

12. ðÕÓÔØ A_1, B_1, C_1 | ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, A_2, B_2, C_2 | ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÅÇÏ ŒÙÓÏÔ, C^∗, B^∗, A^∗ | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ A_1A_2 É B_1B_2, C_1C_2 É A_1A_2, B_1B_2 É C_1C_2, A^′, B^′ | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ C^∗, Ó BC É AC, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á) ðÒÑÍÙÅ A^′B^∗, B^′A^∗ É AB ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ C^′. Â) ðÒÑÍÙÅ AA^′, BB^′ É CC^′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

Œ) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A^′B^′C^′ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. (ì. á. É ô. ì. åÍÅÌØÑÎÏŒÙ)

13. ðÕÓÔØ O, I | ÃÅÎÔÒÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ É ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÊ OI ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ABC, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.