óÏÞÅÔÁÎÉÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. þÉÓÌÏ ŒÓÅÈ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÏ^{n!}_{k!(n−k)!} . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ É ÅÓÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ËÎÉÖËÅ ÐÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. œ ÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÎÉ- ËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ?

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ËÁÖÄÙÍ ÞÅÔÙÒčÍ ŒÅÒÛÉÎÁÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÔÏÞËÁ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÄÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒčÈ ÔÏÞËÁÈ). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÒÅÄÉ n ŒÅÒÛÉÎ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ:

C^4_n = n(n − 1)(n − 2)(n − 3) 1 · 2 · 3 · 4 :

úÁÄÁÞÁ 1 (ûÁÒÙ É ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ). ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ n ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÛÁÒÏŒ É 25 ÑÝÉËÏŒ, ÑÝÉËÉ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÛÁÒÙ ÐÏ ÑÝÉËÁÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÐÕÓÔÙÈ ÑÝÉËÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x_1 + x_2 + · · · + x_k = n Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x_1 + x_2 + · · · + x_k ≤ n Œ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 4^∗. œ ËÌÁÓÓÅ ÉÚÕÞÁÀÔ 2n ÐÒÅÄÍÅÔÏŒ. œÓÅ ÕÞÅÎÉËÉ ÕÞÁÔÓÑ ÎÁ 4 É 5. îÉËÁËÉÅ 2 ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÕÞÁÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ, ÎÉ Ï ËÁËÉÈ ÄŒÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÕÞÉÔÓÑ ÌÕÞÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ (ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÅÄÍÅÔÁÍ ÏÃÅÎËÉ ÎÅ ÈÕÖÅ, ÞÅÍ Õ ŒÔÏÒÏÇÏ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÞÅÎÉËÏŒ Œ ËÌÁÓÓÅ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ C^n_{2n}.

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ C^k_n = C^k_{n−1} + C^{k−1}_{n−1}, C^k_n =^n_k C^{k−1}_{n−1}.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

∑_n

k=0 C^k_n = 2^n.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

∑_n

k=0(−1)^kC^k_n = 0.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

∑_n

k=0 C^k_n · C^{n−k}_n = C^n_{2n}.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

∑_n k=0 1 k+1 C^k_n =^{2n+1−1}_{n+1} .

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

∑_n

k=0 kC^k_n = n2^{n−1}.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ C^{k−2}_{n−2} + 2 · C^{k−3}_{n−3} + · · · + (n − k + 1) · C^{k−2}_{k−2} = C^k_n.

íÅÔÏÄ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ

äÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓŒÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÐÏÄÓÞÅÔÕ ÞÉÓÌÁ ÐÕÔÅÊ (ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÁÔ- ÞÁÊÛÉÈ ÐÕÔÅÊ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÅÔËÅ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0) Œ ÔÏÞËÕ (m; n), ÒÁŒÎÏ C^m_{m+n}.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m + n ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ m ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É n ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. òÁÚÎÙÅ ÐÕÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÞÅÒÅ- ÄÏŒÁÎÉÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÕÔÅÊ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚ m+n ÏÔÒÅÚËÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ n ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ C^m_{m+n}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ C^k_n = C^k_{n−1} + C^{k−1}_{n−1}.

úÁÄÁÞÁ 11 (ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ). œÏÚÌÅ ËÁÓÓÙ ÓÏÂÒÁÌÏÓØ 2n ÞÅÌÏŒÅË, ÐÒÉÞčÍ n ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÍÏÎÅÔÙ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÏÍ 50 ËÏÐ., Á ÄÒÕÇÉÅ n ÉÍÅÀÔ ÌÉÛØ ÐÏ ÒÕÂÌÀ. óÎÁÞÁÌÁ Œ ËÁÓÓÅ ÎÅÔ ÄÅÎÅÇ, ÂÉÌÅÔ ÓÔÏÉÔ 50 ËÏÐ. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ 2n ÐÏËÕÐÁÔÅÌÅÊ Œ ÏÞÅÒÅÄÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÉÎ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ ÎÅ ÖÄÁÌ ÓÄÁÞÉ?

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÖÄÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÅÊ Œ ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÌÏÍÁÎÕÀ A_0A_1 : : : A_{2n}, ŒÅÄÕÝÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0) Œ ÔÏÞËÕ (2n; 0), ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k A_k = (k; a_k). þÉ- ÓÌÏ a_k ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÑÔÉÄÅÓÑÔÉËÏÐÅÅÞÎÙÈ ÍÏÎÅÔ, ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ Œ ËÁÓÓÅ ÐÏÓÌÅ ÕÈÏÄÁ k-ÇÏ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÑ. A_0 = (0; 0). åÓÌÉ Õ k-ÇÏ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÑ ÍÏÎÅÔÁ Œ 1 Ò., ÔÏ ~A_{k−1}A_k = (1; −1), ÅÓÌÉ ÖÅ Õ k- ÇÏ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÑ ÍÏÎÅÔÁ Œ 50 Ë., ÔÏ ~A_{k−1}A_k = (1; 1). õÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÖÄÁÔØ ÓÄÁÞÉ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË Ó ÐÒÑÍÏÊ y = −1. ñÓÎÏ, ËÁË ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÞÅÒÅÄØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÉÎ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÖÄÁÔØ ÓÄÁÞÉ.

îÁÊÄčÍ ÞÉÓÌÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÕÀ y = −1, Á ÐÏÔÏÍ ŒÙÞÔÅÍ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÏÂ- ÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0) Œ ÔÏÞËÕ (2n; 0).

ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ô , ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÐÒÑÍÕÀ y = −1 ÉÌÉ ÉÍÅ- ÀÝÅÊ Ó ÎÅÊ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ÎÏŒÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ô^′ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÄÏ ÐÅÒŒÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÒÑÍÏÊ y = −1 ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ô^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ô , Á ÄÁÌÅÅ ô^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ô ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y = −1. œÓÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ô^′ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞ- ËÅ A^′_{2n} = (2n; −2), ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y = −1. õÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÕÀ y = −1, ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÌÏÍÁÎÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ ï É A^′_{2n} .üÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁŒÎÏ C^{n−1}_{2n} . ôÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÒÁŒÎÏ C^n_{2n} − C^{n−1}_{2n} =^1_{n+1} C^n_{2n}.

òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

úÁÄÁÞÁ 12. a) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÛÅÓÔÉ ÌÉÃ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÉÌÉ ÔÒÏÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÉÌÉ ÔÒÏÅ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ. b) åÓÌÉ 17 ÕÞčÎÙÈ ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÏ ÔÒčÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÁÕÞÎÙÍ ÔÅÍÁÍ, ÐÒÉÞčÍ ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÕÞčÎÙÈ ŒÅÄčÔ ÐÅÒÅÐÉÓËÕ ÌÉÛØ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÔÅÍÅ, ÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÏÅ ÕÞčÎÙÈ, ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÍÅ. äÏËÁÚÁÔØ. c^∗) ðÕÓÔØ a_n | ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÚÁËÏÎÕ:

a_1 = 2; a_{n+1} = (n + 1)a_n + 1:

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ a_n + 1 ÔÏÞÅË, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑ- ÍÏÊ. ëÁÖÄÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ n ÃŒÅÔÏŒ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÃŒÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 13. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏŒÅÄÅÎÏ n ÐÒÑÍÙÈ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. a) îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ. b) îÁ ÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÄÅÌÑÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ?

úÁÄÁÞÁ 14^∗. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÏŒÅÄÅÎÏ n ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÎÅ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÐÒÑÍÕÀ, ÎÉËÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ). îÁ ÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÄÅÌÑÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÜÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ?