çÒÕÐÐÁ ÂÒÏÎÚÙ, ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÓÔÁŒÉÔÅÌØ á. åÆÉÍÏŒ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ f : N → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ f(mn) = f(m)f(n) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m; n ∈ N.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. p ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ; a|b ÚÎÁÞÉÔ a ÄÅÌÉÔ b; ø(n) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÅ- ÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n; œ(n) | ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n; ’(n) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n (ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ).

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á) ÆÕÎËÃÉÉ ø(n), œ(n), ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙ; Â) ÆÕÎËÃÉÑ ’(n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ;

Œ) ÆÕÎËÃÉÑ g(n) =^n ∑ k=1 îïä(k; n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ

É ÎÁÊÔÉ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÓÅÈ 4 ÆÕÎËÃÉÊ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ (íÅÂÉÕÓÁ) ¯(n) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

¯(n) = { 0; ÅÓÌÉ p^2|n (−1)^k; ÅÓÌÉ n = p_1 : : : p_k, ÇÄÅ p_i | ÐÒÏÓÔÙÅ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ, k ⩾ 0

îÁÊÔÉ Á) ∑ d|n ¯(d); Â) ∑ d|n ’(d).

3. ðÕÓÔØ F (n) = ∑ d|n f(d). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Á) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ É ÆÕÎËÃÉÑ F (n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ; Â) ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F (n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ É ÆÕÎËÃÉÑ f(n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ; Œ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(n) = ∑ d|n ¯(d)F (^n_d ).

4. îÁÊÔÉ Á) ∑ d|n ¯(d)^n_d ; Â)^∞ ∑ n=1 ¯(n) 2^n−1 ; Œ) ∞∑ n=1 ’(n) 2^n−1 .

5. œÙÒÁÚÉÔØ Á)^∞ ∑ n=1 ø(n) n^s

ÞÅÒÅÚ ı(s) =^∞ ∑ n=1 1 n^s

ÐÒÉ s ¿ 1; Â)^∞ ∑ n=1 œ(n) n^{s+1}

ÞÅÒÅÚ ı(s); ı(s + 1);

ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ) ı(s) = ∏ p 1 1 − p^{−s}

; Ç) ÐÒÉ s ¿ 2 ÉÍÅÅÍ^∞ ∑ n=1 ’(n) n^s = ∏ p p^s − 1 p^s − p . 6. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ n^k, ÇÄÅ n, k ¿ 1.

îÁÊÔÉ ∑ x∈X 1 x−1 .

7 (ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Œ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞ- ËÁÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) ÓÔÅÐÅÎÉ n ÃÅÌÏÚÎÁÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ^n ∑ k=0 a_kC^k_t , ÇÄÅ ŒÓÅ a_k ÃÅÌÙÅ, C^k_t = t(t − 1) : : : (t − k + 1) k! ; Â) ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ C^k_t ÂÅÒÅÍ C^n_{t+k};

Œ) ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÙÌ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ Œ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ (n + 1) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÉÎÉÍÁÌ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ; Ç) ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n}^∞_{n=1} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (i) (m − n)|(a_m − a_n) ÐÒÉ m ¿ n;

(ii) |a_n| ¡ C · n^k ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ C É k, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ P (n) = a_n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ⩾ 1;