Ňěšőď şśřěďŋěŋĺ£

1. ă) Ďăŋż ďćă ŋăąőřă ćěłšőřőć ŋă ŕńőśłőśšĺ a_1, . . . , a_n ĺ b_1, . . ., b_m, ŕřĺů-ěň śşňňă ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ ćěłšőřőć ŕěřćőčő ŋăąőřă ŋă ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿ ŋě ąőńĳÿě śşňňż ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ ćěłšőřőć ćšőřőčő ŋăąőřă ŋă šş ęě ŕř£ňş¿. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ďńĺŋ ćěłšőřőć ŕěřćőčő ŋăąőřă ŋě ąőńĳÿě śşňňż ďńĺŋ ćěłšőřőć ćšőřőčő ŋăąőřă.

ą) Ůěňş řăćŋő śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ďńĺŋż ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă ŋă ŕř£ňş¿? (Ćěłšőř ĺ ŕř£ňă£ ńěęăš ć ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ).

2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ őďĺŋ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ńěęĺš ćŋşšřĺ ďřşčőčő, šő ŕěřĺňěšř ćŋşšřěŋŋěčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŕěřĺňěšřă ćŋěÿŋěčő.

3. Śşňňă ďńĺŋ ŋěśłőńĳłĺţ ćěłšőřőć ŋă ŕńőśłőśšĺ řăćŋă L. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğ ¡šĺţ ćěłšőřőć ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋěłőšőřőě ůĺśńő ćěłšőřőć (ňőęěš ążšĳ, šőńĳłő őďĺŋ) šăł, ůšő ďńĺŋă ĺţ śşňňż ąşďěš ŋě ňěŋĳÿě L/π.

4. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ďńĺŋż ćśěţ śšőřőŋ ĺ ďĺăčőŋăńěľ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ňěŋĳÿě d, šő ěčő ŕěřĺňěšř ňěŋĳÿě πd.

5. Ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż ůěšżřě ćěłšőřă a, b, c ĺ d, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă ŋşń¿. Ďőłăęĺšě, ůšő |a| + |b| + |c| + |d| ⩾ |a + d| + |b + d| + |c + d|. 6. Ćŋşšřĺ ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă A_1A_2 . . . A_n ćğ£šă šőůłă O šăł, ůšő −−→OA_1+· · ·+−−→OA_n = −→0 . Ŕşśšĳ d = OA1 + · · · + OA_n. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕěřĺňěšř ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋě ňěŋĳÿě 4d/n ŕřĺ ů-ěšŋőň n ĺ ŋě ňěŋĳÿě 4dn/(n^2 − 1) ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n.

7. Ďńĺŋă ŕřőěłűĺĺ ğăňłŋşšőľ ćżŕşłńőľ łřĺćőľ ŋă ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿ řăćŋă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ě-ě ďńĺŋă řăćŋă π.

8. Ďăŋő ŋěśłőńĳłő ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć, ŕřĺů-ěň ŋěńĳğ£ ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿ šăł, ůšőąż őŋă ŋě ŕěřěśěłăńă ŋĺ őďŋőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ĺ ŕő őąě śšőřőŋż őš ŋě-ě ńěęăń ţőš£ ąż őďĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺł. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ňőęŋő ğăłń¿ůĺšĳ ć ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ŕěřĺňěšř łőšőřőčő ŋě ŕřěćőśţőďĺš śşňňż ĺţ ŕěřĺňěšřőć.

9. ă) Śťőřňşńĺřşľšě ĺ řěÿĺšě ăŋăńőč ğăďăůĺ 1 ďń£ ćěłšőřőć ć ŕřőśšřăŋśšćě.

ą) Ůěňş řăćŋő śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ďńĺŋż ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă ŋă ŕř£ňş¿ ć ¡šőň śńşůăě?

10. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ őďĺŋ ćżŕşłńżľ ňŋőčőčřăŋŋĺł řăśŕőńőęěŋ ćŋşšřĺ ďřşčőčő ćżŕşłńőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă, šő ŕńőźăďĳ ŕőćěřţŋőśšĺ ćŋşšřěŋŋěčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ňěŋĳÿě ŕńőźăďĺ ŕőćěřţŋőśšĺ ćŋěÿŋěčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă.

11. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŕńőźăďĳ ń¿ąőľ ŕřőěłűĺĺ ćżŕşłńőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ŋě ŕřěćőśţőďĺš 1, šő ŕńőźăďĳ ěčő ŕőćěřţŋőśšĺ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 4.

12. Ŕşśšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě ďăŋż ćěłšőřż −→a_1, . . . , −→a_n, śşňňă ďńĺŋ łőšőřżţ řăćŋă L. Ďőłăęĺšě, ůšő śřěďĺ ŋĺţ ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋěśłőńĳłő ćěłšőřőć, ďńĺŋă śşňňż łőšőřżţ ŋě ňěŋĳÿě L/4.

13. Ŕşśšĳ őďĺŋ šěšřă¡ďř řăśŕőńőęěŋ ćŋşšřĺ ďřşčőčő šěšřă¡ďřă. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă őšŋőÿěŋĺě śşňňż ďńĺŋ řěąěř ćŋşšřěŋŋěčő šěšřă¡ďřă ł śşňňě ďńĺŋ řěąěř ćŋěÿŋěčő šěšřă¡ďřă ŋě ŕřěćőśţőďĺš 4/3, ŕřĺůěň ¡šő őšŋőÿěŋĺě ňőęěš ążšĳ śłőńĳ şčőďŋő ąńĺğłő ł 4/3. (Ć ůăśšŋőśšĺ, śşňňă ďńĺŋ řěąěř ćŋşšřěŋŋěčő šěšřă¡ďřă ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě śşňňż ďńĺŋ řěąěř ćŋěÿŋěčő šěšřă¡ďřă.)

14. Ŕşśšĳ ňŋőčőčřăŋŋĺł ś m ćěřÿĺŋăňĺ řăśŕőńőęěŋ ćŋşšřĺ ňŋőčőčřăŋŋĺłă ś n ćěřÿĺŋăňĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă őšŋőÿěŋĺě śşňňż ŕőŕăřŋżţ řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş ćěřÿĺŋăňĺ ćŋşšřěŋŋěčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ł śşňňě ŕőŕăřŋżţ řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş ćěřÿĺŋăňĺ ćŋěÿŋěčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ŋě ŕřěćőśţő- ďĺš m2 4(n − 1) ŕřĺ ůěšŋőň m ĺ m2 − 1 4(n − 1) ŕřĺ ŋěůěšŋőň m.

Ňěšőď şśřěďŋěŋĺ£ (řěÿěŋĺ£)

1. Ććěď-ěň śĺśšěňş łőőřďĺŋăš Oxy. Ŕşśšĳ l_φ | ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş O ĺ őąřăğş¿źă£ şčőń φ (0 < φ < π) ś őśĳ¿ Ox, š.ě. ěśńĺ šőůłă A ńěęĺš ŋă l_φ ĺ ćšőřă£ łőőřďĺŋăšă šőůłĺ A ŕőńőęĺšěńĳŋă, šő ∠AOx = φ; l_0 = l_π = Ox.

Ěśńĺ ćěłšőř a őąřăğşěš şčőń α ś őśĳ¿ Ox (şčőń őšśůĺšżćăěšś£ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ őš őśĺ Ox ł ćěłšőřş a), šő ďńĺŋă ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă a ŋă ŕř£ňş¿ l_φ řăćŋă |a| · |cos(φ − α)|. Ĺŋšěčřăń π∫ 0 |a| · |cos(φ − α)| dφ = 2|a| ŋě ğăćĺśĺš őš α. Ŕşśšĳ ćěłšőřż a_1, . . . , a_n, b_1, . . . , b_m őąřăğş¿š ś őśĳ¿ Ox şčńż α_1, . . . , α_n, β1, . . . , β_m. Šőčďă ŕő şśńőćĺ¿ |a1| · |cos(φ − α1)| + · · · + |a_n| · |cos(φ − α_n)| ⩽ |b1| · |cos(φ − β1)| + · · · + |b_m| · |cos(φ − β_m)| ďń£ ń¿ąőčő şčńă φ. Ĺŋšěčřĺřş£ ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă ŕő φ őš 0 ďő π, ŕőńşůăěň |a_1| + · · · + |a_n| ⩽ |b_1| + · · · + |b_m|. Ćěńĺůĺŋş^1_b�_a^b ∫ a f(x) dx ŋăğżćă¿š śřěďŋĺň ğŋăůěŋĺěň ťşŋłűĺĺ f ŋă őšřěğłě [a, b]. Řăćěŋśšćő π∫ 0 |a| · |cos(φ − α)| dφ = 2|a| őğŋăůăěš, ůšő śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ďńĺŋż ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă a řăćŋő 2|a|/π, šőůŋěě čőćőř£, śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ f(φ), řăćŋőľ ďńĺŋě ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă a ŋă ŕř£ňş¿ l_φ, ŋă őšřěğłě [0, π] řăćŋő 2|a|/π. 2. Śşňňă ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ śšőřőŋ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿ řăćŋă şďćőěŋŋőľ ďńĺŋě ŕřőěłűĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă ¡šş ŕř£ňş¿. Ŕő¡šőňş śşňňă ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ ćěłšőřőć śšőřőŋ ŋă ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿ ďń£ ćŋşšřěŋŋěčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋě ąőńĳÿě, ůěň ďń£ ćŋěÿŋěčő. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşňňă ďńĺŋ ćěłšőřőć śšőřőŋ, š.ě. ŕěřĺňěšř, ş ćŋşšřěŋŋěčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋě ąőńĳÿě, ůěň ş ćŋěÿŋěčő.

3. Ěśńĺ śşňňă ďńĺŋ ćěłšőřőć řăćŋă L, šő śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě śşňňż ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ ¡šĺţ ćěłšőřőć řăćŋő 2L/π.

Ťşŋłűĺ£ f ŋă őšřěğłě [a, b] ŋě ňőęěš ążšĳ ćś¿ďş ňěŋĳÿě śćőěčő śřěďŋěčő ğŋăůěŋĺ£ c, šăł łăł ĺŋăůě c = 1 b − a b∫ a f(x) dx < (b − a)c b − a = c. Ŕő¡šőňş ŋăľď-ěšś£ šăłă£ ŕř£ňă£ l, ůšő śşňňă ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ ĺśţőďŋżţ ćěłšőřőć ŋă ŋě-ě ŋě ňěŋĳÿě 2L/π. Ğăďăďĺň ŋă ŕř£ňőľ l ŋăŕřăćńěŋĺě. Šőčďă ńĺąő śşňňă ďńĺŋ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ŕřőěłűĺľ ŋă ¡šő ŋăŕřăćńěŋĺě, ńĺąő śşňňă ďńĺŋ őšřĺűăšěńĳŋżţ ŕřőěłűĺľ ŋě ňěŋĳÿě L/π. Ŕő¡šőňş ńĺąő ďńĺŋă śşňňż ćěłšőřőć, ďă¿źĺţ ŕőńőęĺšěńĳŋżě ŕřőěłűĺĺ, ńĺąő ďńĺŋă śşňňż ćěłšőřőć, ďă¿źĺţ őšřĺűăšěńĳŋżě ŕřőěłűĺĺ, ŋě ňěŋĳÿě L/π.

4. Őąőğŋăůĺň ŕřőěłűĺ¿ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă ŕř£ňş¿ l ůěřěğ AB. §śŋő, ůšő šőůłĺ A ĺ B £ćń£¿šś£ ŕřőěłűĺ£ňĺ ŋěłőšőřżţ ćěřÿĺŋ A_1 ĺ B_1 ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕő¡šőňş A_1B_1 ⩾ AB, š.ě. ďńĺŋă ŕřőěłűĺĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋě ąőńĳÿě A_1B_1, a A_1B_1 < d ŕő şśńőćĺ¿. Šăł łăł śşňňă ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă ŕř£ňş¿ l řăćŋă 2AB, őŋă ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2d.

Śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě śşňňż ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ śšőřőŋ řăćŋő 2P/π, čďě P | ŕěřĺňěšř. Śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ŋě ŕřěćőśţőďĺš ňăłśĺňăńĳŋőčő, śńěďőćăšěńĳŋő, 2P/π < 2d, š.ě. P < πd.

5. Ŋěřăćěŋśšćő |a| + |b| + |c| + |d| ⩾ |a + d| + |b + d| + |c + d| ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ďń£ ŕřőěłűĺľ ćěłšőřőć ŋă ŕř£ňş¿, š.ě. ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő a, b, c ĺ d | ćěłšőřż, ŕăřăńńěńĳŋżě őďŋőľ ŕř£ňőľ, š.ě. ŕřőśšő ůĺśńă, ŕřĺů-ěň a+b+c+d = 0. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő d ⩾ 0, šăł łăł ĺŋăůě ňőęŋő ĺğňěŋĺšĳ ğŋăłĺ ş ćśěţ ůĺśěń.

Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő a ⩽ b ⩽ c. Ŋşęŋő řăğőąřăšĳ šřĺ śńşůă£: 1) a, b, c ⩽ 0; 2) a ⩽ 0 ĺ b, c ⩾ 0 ĺ 3) a, b ⩽ 0, c ⩾ 0. Ćśě ćőğŋĺłă¿źĺě ŋěřăćěŋśšćă ŕřőćěř£¿šś£ ďőśšăšőůŋő ŕřőśšő. Ŕřĺ řăğąőřě šřěšĳěčő śńşůă£ ŋşęŋő őšďěńĳŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăĺ |d| ⩽ |b|, |b| ⩽ |d| ⩽ |a| ĺ |a| ⩽ |d| (ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ŋşęŋő şůěśšĳ, ůšő |d| = |a| + |b| − |c| ⩽ |a| + |b|).

6. Ŋěřăćěŋśšćő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ďń£ ŕřőěłűĺľ ćěłšőřőć ŋă ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿. Ŕşśšĳ ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřőć −−→OA_1, . . . , −−→OA_n ŋă ŕř£ňş¿ l řăćŋż (ś şů-ěšőň ğŋăłă) a_1, . . . , a_n. Řăğőąĳ-ěň ůĺśńă a_1, . . . , a_n ŋă ďćě čřşŕŕż: x_1 ⩾ x_2 ⩾ . . . ⩾ x_k ⩾ 0 ĺ y0_1 ⩽ y0_2 ⩽ . . . ⩽ y0_n�_k ⩽ 0. Ŕşśšĳ y_i = −y0_i. Šőčďă x_1 + · · · + x_k = y1 + · · · + y_n�_k = a, ă ğŋăůĺš, x1 ⩾ a/k ĺ y1 ⩾ a/(n − k). Ŕěřĺňěšřş ć ŕřőěłűĺĺ śőőšćěšśšćşěš ůĺśńő 2(x_1+y_1). Śşňňě ďńĺŋ ćěłšőřőć −−→OA_i ć ŕřőěłűĺĺ śőőšćěšśšćşěš ůĺśńő x_1+· · ·+x_k+y_1+· · ·+y_n�_k = 2a. Ă šăł łăł 2(x_1 + y_1) x1 + · · · + y_n�_k ⩾ 2 2a ( a k + a n − k ) = n k(n − k) , šő őśšă-ěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ćěńĺůĺŋă k(n − k) ňăłśĺňăńĳŋă ŕřĺ k = n/2 ďń£ ů-ěšŋőčő n ĺ ŕřĺ k = (n ± 1)/2 ďń£ ŋěů-ěšŋőčő n.

7. Ďńĺŋă łřĺćőľ | ŕřěďěń ŕěřĺňěšřőć ćŕĺśăŋŋżţ ć ŋě-ě ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć. Řăśśňőšřĺň ćŕĺśăŋŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ś ŕěřĺňěšřőň P ĺ ďńĺŋőľ ŕřőěłűĺĺ ŋă ŕř£ňş¿ l, řăćŋőľ d_l. Ŕşśšĳ 1 − ε < d_l < 1 ďń£ ćśěţ ŕř£ňżţ l. Ňŋőčőşčőńĳŋĺł ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăł, ůšőąż ε ążńő śłőńĳ şčőďŋő ňăńő. Šăł łăł ňŋőčőşčőńĳŋĺł ćżŕşłńżľ, šő śşňňă ďńĺŋ ŕřőěłűĺľ śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŋă ŕř£ňş¿ l řăćŋă 2d_l.

Śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ćěńĺůĺŋż 2d_l řăćŋő 2P/π, ŕő¡šőňş 2 − 2ε < 2P/π < 2, š.ě. π − πε < P < π. Şśšřěňń££ ε ł ŋşń¿, ŕőńşůăěň, ůšő ďńĺŋă łřĺćőľ řăćŋă π.

8. Ďőłăęěň, ůšő ŕěřĺňěšř ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ ćśěţ ćěřÿĺŋ ďăŋŋżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć ŋě ŕřěćőśţőďĺš śşňňż ĺţ ŕěřĺňěšřőć. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ŕő şśńőćĺ¿ ŕřőěłűĺĺ ďăŋŋżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć ŋă ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿ ŕőłřżćă¿š ŕřőěłűĺ¿ ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ.

9. Ł ćżůĺśńěŋĺ¿ śřěďŋěčő ğŋăůěŋĺ£ ďńĺŋż ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă ňőęŋő ŕőďőľšĺ ĺ ŕő-ďřşčőňş. İšőš ŋőćżľ ŕőďţőď ĺŋšěřěśěŋ ďń£ ŋăś šěň, ůšő šăłĺň ęě śŕőśőąőň ňőęŋő ąşďěš ćżůĺśńĺšĳ ĺ śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ďńĺŋż ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă ć ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕşśšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ łăęďőňş şčńş φ śőŕőśšă-

ćńěŋő ůĺśńő f(φ). Šőčďă śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ f řăćŋő 1 2π 2π∫ 0 f(φ) dφ. Čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń

¡šőčő ĺŋšěčřăńă śńěďş¿źĺľ. Ťĺłśĺřşěň ŋă ŕńőśłőśšĺ šőůłş O ĺ śőŕőśšăćĺň łăęďőňş şčńş φ łőŋěű X ěďĺŋĺůŋőčő ćěłšőřă −−→OX, ŋăŕřăćńěŋĺě łőšőřőčő śőőšćěšśšćşěš şčńş φ. Ć řěğşńĳšăšě łăęďőňş şčńş φ ąşďěš śőőšćěšśšćőćăšĳ šőůłă őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O, ŕřĺůěň řăğŋőśšĳ ďćşţ şčńőć ąşďěš řăćŋă ďńĺŋě śőőšćěšśšćş¿źěľ ďşčĺ. Řăğőąĳěň őłřşęŋőśšĳ ŋă ňěńłĺě ďşčĺ ĺ řăśśňőšřĺň śşňňş ∑ k f(φ_k )´l_k, čďě φ_k | ŋěłőšőřă£ šőůłă k-ľ ďşčĺ, ´l_k | ďńĺŋă ¡šőľ ďşčĺ. Ŕřĺ ĺğňěńĳůěŋĺĺ řăğąĺ-

ěŋĺ£ ¡šă śşňňă śšřěňĺšś£ ł^{2π} ∫ 0 f(φ) dφ. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ f, ¡šőš ĺŋšěčřăń

ŋşęŋő řăğďěńĺšĳ ŋă ďńĺŋş őłřşęŋőśšĺ, š. ě. ŋă 2π.

Šěŕěřĳ ňőęŋő ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň őŕřěďěńĺšĳ śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ďńĺŋż ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă ć ŕřőśšřăŋśšćě. Ťĺłśĺřşěň ć ŕřőśšřăŋśšćě šőůłş O ĺ śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ć ŕřőśšřăŋśšćě łőŋěű X ěďĺŋĺůŋőčő ćěłšőřă −−→OX, śőőšćěšśšćş¿źěčő ¡šőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň śťěřş řăďĺşśă 1 ś űěŋšřőň O. Ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś ťşŋłűĺ£ f řăćŋă ďńĺŋě ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă −→a ŋă ńşů OX. Ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ ěě śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě, ŋşęŋő řăğąĺšĳ śťěřş ŋă ďőśšăšőůŋő ňěńłĺě őąńăśšĺ ĺ řăśśňőšřěšĳ śşňňş ∑ k f(X_k )´S_k, čďě X_k | šőůłă k-ľ őąńăśšĺ, ´S_k | ŕńőźăďĳ ¡šőľ őąńăśšĺ. Ğăšěň ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŕřěďěń šăłĺţ śşňň ŕřĺ ĺğňěńĳůěŋĺĺ řăğąĺěŋĺ£ ĺ ŕőďěńĺšĳ ¡šőš ŕřěďěń ŋă ŕńőźăďĳ ŕőćěřţŋőśšĺ śťěřż, š. ě. ŋă 4π. Ćňěśšő řăğąĺěŋĺ£ śťěřż ŋă ňěńłĺě őąńăśšĺ ňőęŋő šăłęě řăśśňăšřĺćăšĳ ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ, ďőśšăšőůŋő ţőřőÿő ŕřĺąńĺęă¿źĺě ďăŋŋş¿ śťěřş. Ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ďń£ čřăŋĺ M_k šőůłă X_k őŕřěďěń£ěšś£ łăł łőŋěű ćěłšőřă −−→OX_k, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőčő M_k. Ć šăłőň śńşůăě f(X_k ) = a´S_k|cos φ_k|, čďě ´S_k | ŕńőźăďĳ čřăŋĺ M_k, φ_k | şčőń ňěęďş ćěłšőřăňĺ −→a ĺ −−→OX_k. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ´S_k|cos φ_k| = ´S0_k, čďě ´S0_k | ŕńőźăďĳ ŕřőěłűĺĺ čřăŋĺ M_k ŋă ŕńőśłőśšĳ, őřšőčőŋăńĳŋş¿ ćěłšőřş −→a . Šăłĺň őąřăğőň, řăśśňăšřĺćăěňă£ śşňňă ∑ k f(X_k )´S_k řăćŋă śşňňě ŕńőźăďěľ ŕřőěłűĺľ čřăŋěľ ňŋőčőčřăŋŋĺłă ŋă ŕńőśłőśšĳ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋş¿ ćěłšőřş −→a . Ć ŕřěďěńě ¡šă śşňňă řăćŋă şďćőěŋŋőľ ŕńőźăďĺ śěůěŋĺ£ śťěřż ŕńőśłőśšĳ¿, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ űěŋšř śťěřż. Šăłĺň őąřăğőň, śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ďńĺŋż ŕřőěłűĺĺ ćěłšőřă −→a ŋă ŕř£ňżě ć ŕřőśšřăŋśšćě řăćŋő 2aS_1/S_2, čďě S_1 | ŕńőźăďĳ ¡łćăšőřĺăńĳŋőčő śěůěŋĺ£ śťěřż, S_2 | ŕńőźăďĳ ŕőćěřţŋőśšĺ śťěřż. Ďń£ śťěřż ěďĺŋĺůŋőčő řăďĺşśă S_1 = π ĺ S_2 = 4π, ŕő¡šőňş śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě řăćŋő a/2.

14. Ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ ŋă őšřěğłě ďńĺŋőľ d řăśŕőńőęěŋő k šőůěł, ŕřĺůěň łőŋűż őšřěğłă ćţőď£š ć ¡šş śĺśšěňş k šőůěł. Šőčďă ňĺŋĺňăńĳŋă£ śşňňă ŕőŕăřŋżţ řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş ďăŋŋżňĺ šőůłăňĺ řăćŋă (k−1)d, ă ňăłśĺňăńĳŋă£ śşňňă ŕőŕăřŋżţ řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş šőůłăňĺ řăćŋă k^2d/4 ŕřĺ ůěšŋőň k ĺ (k2 − 1)d/4 ŕřĺ ŋěůěšŋőň k.

Ŕşśšĳ A ĺ B | łőŋűż řăśśňăšřĺćăěňőčő őšřěğłă. Ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ X ¡šőčő őšřěğłă ćżŕőńŋ£- ěšś£ řăćěŋśšćő AX +BX = d, ŕő¡šőňş śşňňă ŕőŕăřŋżţ řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş ďăŋŋżňĺ šőůłăňĺ řăćŋă (k − 1)d + ˚, čďě ˚ | śşňňă ŕőŕăřŋżţ řăśśšő£ŋĺľ ďń£ śĺśšěňż ĺğ k − 2 šőůěł, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ďăŋŋőľ śĺśšěňż šőůěł ŕőśńě ćżąřăśżćăŋĺ£ šőůěł A ĺ B. Ňĺŋĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě ˚ řăćŋő 0; őŋő ďőśšĺčăěšś£ ć šőň śńşůăě, łőčďă ćśě k − 2 šőůłĺ śőśřěďőšőůěŋż ć őďŋőň ĺğ łőŋűőć őšřěğłă AB. Ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě ˚ ňőęěš ŕőńşůĺšĳś£ ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă ć ŋőćş¿ śĺśšěňş ĺğ k − 2 šőůěł ćţőď£š őąě šőůłĺ A ĺ B (ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő k − 2 ⩾ 2). Śŋőćă ćżąřőśĺň šőůłĺ A ĺ B ĺ řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ĺğ k − 4 šőůěł ĺ š. ď. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň, ůšő ěśńĺ k = 2s, šő śşňňă ŕőŕăřŋżţ řăśśšő£ŋĺľ ňăłśĺňăńĳŋă ć šőň śńşůăě, łőčďă s šőůěł řăśŕőńőęěŋż ć őďŋőň łőŋűě őšřěğłă ĺ s šőůěł řăśŕőńőęěŋż ć ďřşčőň łőŋűě őšřěğłă; ¡šă śşňňă řăćŋă s^2d = k^2d/4. Ěśńĺ ęě k = 2s + 1, šő ć őďŋőň łőŋűě őšřěğłă ďőńęŋő ążšĳ řăśŕőńőęěŋő s šőůěł, ă ć ďřşčőň s + 1 šőůłă; ć ¡šőň śńşůăě śşňňă řăćŋă s(s + 1)d = (k^2 − 1)d/4.