îÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÁÖÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÅÒÎÕÌÌÉ: (1 + x)^n ≥ 1 + nx; ÐÒÉ x > −1. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ êÅÎÓÅÎÁ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → R ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ, t_1; : : : ; t_n ∈ (a; b); ¸_1; : : : ; ¸_n ≥ 0; ¸_1 + : : : + ¸_n = 1, ÔÏ

f(¸_1t_1 + : : : + ¸_nt_n ≤ ¸_1f(t_1) + : : : + ¸_nf(t_n):

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ: ÐÒÉ x_1; : : : ; x_n > 0^n √ x_1 : : : x_n ≤^{x1+:::+xn}_n :

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ-ûŒÁÒÃÁ:

(x_1y_1 + : : : + x_ny_n) ≤ √ (x^2_1 + : : : + x^2_n)(y^2_1 + : : : + y^2_n):

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ: √ x^2_1 + : : : + x^2_n + √ y^2_1 + : : : + y^2_n ≥ √ (x_1 + y_1)^2 + : : : + (x_n + y_n)^2:

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ þÅÂÙÛÅŒÁ: ÅÓÌÉ a_1 ≤ a_2 ≤ : : : ≤ a_n É b_1 ≤ b_2 ≤ : : : ≤ b_n, ÔÏ a_1 + : : : + a_n n · b_1 + : : : + b_n n ≤ a_1b_1 + : : : + a_nb_n n : îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ àÎÇÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x; y; a; b, ÇÄÅ 1=a + 1=b = 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

x^a a + x^b b ≥ xy:

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ a = m=n; ÔÏÇÄÁ b = m=(m − n), ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ëÏÛÉ Ë ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ x^mn É (m − n) ÞÉÓÅÌ y^{mm−n} :

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ çčÌØÄÅÒÁ: ÐÒÉ p; q > 0;^1_p +^1_q = 1; x_i; y_i ≥ 0

x_1y_1 + : : : + x_ny_n ≤ (x^p_1 + : : : + x^p_n)^{1p} (y^q_1 + : : : + y^q_n)^{1q} :

õËÁÚÁÎÉÅ. îÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x^p_1 +: : :+x^p_n = 1 É y^q_1 + : : : + y^q_n = 1. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ àÎÇÁ Ë x_1; y_1 É Ô.Ä.

úÁÄÁÞÉ.

0. óÒÁŒÎÉÔÅ ÞÉÓÌÁ Á) 31^{11} É 17^{14}. Â) 1234567 · 1234569 É 12345678^2. Œ) 1 5001 + 1 5002

+ : : : + 1 5100 É^1_{49} .

1. x^2 + y^2 + z^2 ≥ xy + xz + yz:

2*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ a; b > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a + b = 1, ŒÅÒÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a +^1_a )^2 + (b +^1_b )^2 ≥ 25=2.

3. óÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÁ 1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 0,01?

4. äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a; b; c ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a b + c + b a + c + c a + b

≥ 1:

5. a; b; c; d { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÏ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a^2 + b^2 + c^2 + d^2 + ab + ac + ad + bc + bd + cd ≥ 10:

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a; b; c: a^4 + b^4 + c^2 ≥ 2 √ 2abc.

7. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ a; b > 0 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 2 √ a + 3^3 √ b = 5^5 √ ab: 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a É b n+1√ ab^n ≤ a + nb n + 1 : 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

t^4 − t + 1 2 > 0:

10. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸_1; : : : ; ¸_n ∈ (0; ı) ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

sin ¸_1 + : : : + sin ¸_n n ≤ sin

¸_1 + : : : + ¸_n n :

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a É b ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ (a + b)^{50} ≤ 2^{50}(a^{50} + b^{50}):

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x^{12} − x^9 + x^4 − x + 1 > 0:

13*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 1 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ 2 < (1 + 1=n)^n < 3:

14*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n > 2^{n+1} √ n + 1 ≤^n √ n: 15*. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a; b; c ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ abc = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1 1 + a + b + 1 1 + b + c + 1 1 + c + a

≤ 1:

16*. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a; b; c ÒÁŒÎÁ 1, ÔÏ 1=a + 1=b + 1=c ≥ 9:

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_0; a_1; a_2 : : : ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ a(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + :::

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ:

(a_0+a_1x+a_2x^2+:::)+(b_0+b_1x+b_2x^2+:::) = (a_0+b_0)+(a_1+b_1)x+(a_2+b_2)x^2+:::;

Á ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÅ.

0. åÓÌÉ

(a_0 + a_1x + a_2x^2 + :::) · (b_0 + b_1x + b_2x^2 + :::) = c_0 + c_1x + c_2x^2 + :::;

ÔÏ c_n = a_0b_n + a_1b_{n−1} + : : : + a_{n−1}b_1 + a_nb_0:

1. (1 − x)(1 + x + x^2 + x^3 + : : :) = 1:

2. (1 + x)(1 + x^2)(1 + x^4)(1 + x^8) : : : = 1 + x + x^2 + : : : : 3. ðÕÓÔØ a(x) = a_0 +a_1x+: : : { ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É a_0 ≠ 0. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ b(x) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ a(x) · b(x) = 1: ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: b(x) =^1_{a(x)} :

4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ^1_{1−ax} É^1_{a−x} .

5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ 1 + x + x^2 + : : : + x^n, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ

1 + x + x^2 + : : : + x^n = (1 + x + x^2 + : : :) − (x^{n+1} + x^{n+2} + : : :):

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

1 + 2x + 3x^2 + 4x^3 + : : : = 1 (1 − x)^2 : 7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ^1_{(1−x)3} .

8. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ C^0_n; C^1_n; C^2_n; C^3_n : : : Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

C^0_nC^m_k + C^1_nC^{m−1}_k + : : : + C^m_n C^0_k = C^m_{n+k}:

9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^1_{(1−x)n} { ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ (ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ m Œ ÓÕÍÍÕ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ^1_{(1−x)n} :

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

(1 + x)^ff = 1 + ¸x +

¸(¸ − 1) 2! x^2 +

¸(¸ − 1)(¸ − 2) 3! x^3 + : : :

10*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸ É˛

(1 + x)^ff(1 + x)^fi = (1 + x)^{ff+fi}:

11*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

(1 + x)^{a1} (1 + x^2)^{a2} (1 + x^3)^{a3} : : :

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1; a_2; : : :

12. úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÍÅÎÅ ÍÏÎÅÔ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÕÂÌÅÊ, ÂÏÌØÛÅÅ 8, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÎÑÔØ ÍÏÎÅÔÁÍÉ ÐÏ 3 É ÐÏ 5 ÒÕÂÌÅÊ.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÚÍÅÎÁ ÐÏ 3 É ÐÏ 5 ÒÕÂÌÅÊ.

Œ) õ ËÁÓÓÉÒÁ ÅÓÔØ ÂÁÎËÎÏÔÙ ÐÏ 10, 50 É 100 ÒÕÂÌÅÊ Œ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÄÁÔØ ÓÄÁÞÕ Œ n ÒÕÂÌÅÊ.

Ç)* ðÕÓÔØ p É q ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. a_n = 1, ÅÓÌÉ n ÒÕÂÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ- ÍÅÎÑÔØ ÍÏÎÅÔÁÍÉ ÐÏ p ÒÕÂÌÅÊ É q ÒÕÂÌÅÊ, É a_n = 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_0; a_1; : : :

13*. õ ËÁÓÓÉÒÁ ÅÓÔØ ÍÏÎÅÔÙ ÐÏ p É q ÒÕÂÌÅÊ Œ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÅ, p É q ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ, ÔÏ ËÁÓÓÉÒ ÓÍÏÖÅÔ ÒÁÚ- ÍÅÎÑÔØ n ÒÕÂÌÅÊ.

Â) ëÁÓÓÉÒ ÓÍÏÖÅÔ ÒÁÚÍÅÎÑÔØ k ÒÕÂÌÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÒÁÚÍÅÎÑÔØ (p − 1)(q − 1) − k ÒÕÂÌÅÊ.

Œ) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÕÍÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÓÉÒ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÒÁÚÍÅÎÑÔØ. þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

F_0 = F_1 = 1; F_{n+1} = F_n + F_{n−1}; n ≥ 1:

14. ðÕÓÔØ F (x) = F_0 + F_1x + F_2x^2 + : : : œÙÞÉÓÌÉÔÅ (1 − x − x^2)F (x). 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (x) =^a_{1−Œ1x} +^b_{1−Œ2x} ; ÇÄÅ ffi_1 É ffi_2 { ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 − x − 1 = 0. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÁ a É b.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ F_n.

þÉÓÌÏ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÒÁÓ- ÓÔÁŒÉÔØ n ÐÁÒ ÓËÏÂÏË.

16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

c_n = c_0c_{n−1} + c_1c_{n−2} + : : : + c_{n−1}c_0:

17. ðÕÓÔØ Ó(x) { ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ xc^2(x) − c(x) + 1 = 0:

18. îÁÊÄÉÔÅ Ó(x) É ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ c_n.