Движения.





1. [Прас; №16.4] 7 баллов


� EMBED PBrush  ���


Докажите, что прямые, проведенные через середины сторон вписанного четырехугольника перпендикулярно противолежащим сторонам, пересекаются в одной  точке.


Пусть АВСD – четырехугольник, вписанный в окружность с центром О; E, F, G и H – середины его сторон (см. рис.), тогда (ОН)((AD). Так как EFGH – параллелограмм, то М = (EG)((FH) является серединой каждой из его диагоналей.


Пусть O’ = ZM(O), тогда F = ZM(H), то есть, O’FOH – параллелограмм, значит (O’F)((AD). Рассмотрев аналогично перпендикуляры OG, OF и OE к остальным сторонам АВСD и их образы при симметрии относительно точки М, получим, что они также проходят через точку О’, что и требовалось доказать.





2. [Прас; №17.1] 7 баллов
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На диаметре АВ окружности взята точка М. Хорда СD проходит через М под углом 45( к (АВ). Докажите, что |CM|2 + |DM|2 не зависит от выбора точки М.


Пусть C’ и D’ – образы точек С и D при симметрии относительно (АВ). Тогда (СМС’ = 90(, поэтому, из прямоугольного треугольника DMC’ получим: |CM|2 + |DM|2 = |C’M|2 + |DM|2 = |DC’|2. 


Так как независимо от положения точки М дуга С’D соответствует вписанному углу C’CD величиной 45(, то |DC’|2 не зависит от выбора точки М. Следовательно, |CM|2 + |DM|2 также не зависит от выбора точки М, что и требовалось доказать.





3. [Готман; №47 и №48] 8 баллов


На сторонах BC и CD квадрата АВСD, длина стороны которого равна а, взяты соответственно точки М и N так, что площадь треугольника АМN равна сумме площадей треугольников АВМ и АDN. Найдите (МАN и длину высоты треугольника АМN, проведенной из вершины А. 
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Ответ: (МАN = 45(; длина высоты равна а.


Рассмотрим поворот с центром А на 90(: образом точки N является точка Р, лежащая на луче СВ (см. рис.). Из условия задачи следует, что � EMBED Equation.2  ���. Так как в треугольниках MAN и MAP [AM] – общая сторона и |AN| = |AP|, то sin(PAM = sin(MAN. 


Учитывая, что эти треугольники – остроугольные и что (PAN = 90(, получим: (MAN = (PAM = 45(. Тогда, (PAM = (NAM (по двум сторонам и углу между ними), поэтому их соответствующие высоты равны: |AH| = |AB| = а.





4. [ЗМО; №4.49] 8 баллов
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На катетах a и b прямоугольного треугольника выбираются точки P и Q, из которых опускаются перпендикуляры PK и QH на гипотенузу. Найдите наименьшее значение суммы |KP| + |PQ| + |QH|.


Ответ: � EMBED Equation.2  ���.


Пусть в треугольнике АВС: (С = 90(; |BC| = a; |AC| = b; P([BC], [PK]([AB], K([AB] и Q([AC], [QH]([AB], H([AB] (см. рис.). Рассмотрим симметрию относительно (ВС): образами точек А и K являются точки K’ и А’ соответственно. Аналогично, при симметрии относительно (АС) образами точек В и H соответственно являются точки B’ и H’. Получим, что АB’A’B – ромб и |KP| + |PQ| + |QH| = |K’P| + |PQ| + |QH’|. 


Так как точки K’ и H’ лежат на параллельных прямых, причем [PK’]([A’B] и [QH’]([AB’], то наименьшее значение полученной суммы достигается тогда и только тогда, когда точки K’, P, Q и H’ принадлежат общему перпендикуляру к (АВ’) и (ВА’). Искомое значение суммы в этом случае равно расстоянию между этими прямыми, то есть, длине высоты ромба. � EMBED Equation.2  ���.





5. [Тургор_03] 8 баллов


В трапеции ABCD с основаниями AD и BC диагонали пересекаются в точке E. Докажите, что если трапеция описанная, то угол АЕD – тупой.
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Рассмотрим данную трапецию ABCD. При параллельном переносе на � EMBED Equation.2  ��� образом диагонали BD является [CK], причем |BD| = |CK| и (AED = (ACK (см. рис.). Образом стороны АВ при этом переносе является [CP], поэтому, |AB| = |CP|. 


Проведем [CM] – медиану треугольника ACK. Так как |AP| = |BC| = |DK|, то [CM] является и медианой треугольника РCD. Следовательно, � EMBED Equation.2  ���, так как данная трапеция – описанная. 


Рассмотрим окружность с диаметром AK. Точка M – ее центр и � EMBED Equation.2  ���, поэтому, точка С лежит внутри этой окружности, следовательно (ACK – тупой, значит: и (АЕD – тупой, что и требовалось доказать.





6. [Прас; №15.5] 9 баллов


В параллелограмме АВСD проведены высоты BK и BH; |KH| = a; |BD| = b. Найдите расстояние от вершины В до ортоцентра треугольника BKH.
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Ответ: � EMBED Equation.2  ���.


Пусть H’ – ортоцентр (BKH (см. рис.). Так как (HH’)((BK) и (KH’)((BH), то (HH’) || (AD) и (KH’) || (CD), то есть, HH’KD – параллелограмм. 


Рассмотрим параллельный перенос на � EMBED Equation.2  ���: образом точки K является точка D, а образом точки B – некоторая точка Р, лежащая на [BC]. Так как (PD) || (BK), то BPDK – прямоугольник, значит, |PK| = |BD| = b. Кроме того, так как (BH’)((KH), то (PH)((KH), причем |PH| = |BH’| (по определению параллельного переноса). Таким образом, (PKH – прямоугольный, поэтому, � EMBED Equation.2  ���.





7. [Прас; №18.13] 9 баллов


Правильный треугольник АВС вписан в окружность. Расстояния от вершин А и В до произвольной точки М этой окружности равны соответственно а и b. Найдите |CM|.


Ответ: a + b или |a – b|.
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Пусть точка M лежит на дуге АВ, не содержащей точку С (см. рис.). Рассмотрим  поворот с центром В на угол 60(, при котором точка А перейдет в точку С. Если M’ – образ точки М при таком повороте, то (BM’C = (BMA = 120(. 


Так как (МBM’ = 60( и |BM’| = |BM| = b, то (MBM’ – равносторонний, поэтому (BM’M = 60(. Из того, что (BM’C + (BM’M = 180( следует, что точка M’ лежит на [CM], значит, |CM| = |CM’| + |M’M| = |AM| + |BM| = a + b.


Аналогично, если M лежит на дуге АС, то b = a + |CM|, а если M лежит на дуге BС, то a = b + |CM|. Первый из этих случаев возможен, если b > a, а второй – если b < a.





8. [Прас; №18.2] 9 баллов


В треугольнике АВС проведены медиана СМ и высота СН. Прямые, проведенные через произвольную точку Р плоскости треугольника перпендикулярно СА, СМ и СВ, пересекают прямую СН в точках A’, M’ и B’. Докажите, что |A’M’| = |B’M’|.
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Рассмотрим поворот с центром в точке Р на 90(. При таком повороте образами прямых PA’, PB’ и A’B’ являются прямые, параллельные (СА), (СВ) и (АВ) соответственно. Следовательно, � EMBED Equation.2  ���, стороны которого соответственно параллельны сторонам данного треугольника. Значит, (PA’’B’’ ( (CAB, причем, если [PM’’] – медиана треугольника PA’’B’’, то (PM’’) || (CM), поскольку преобразование подобия сохраняет пропорциональность отрезков и величины углов. Так как � EMBED Equation.2  ���, то M’ – середина [A’B’], что и требовалось доказать.
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