Подобие и гомотетия.





1. [Прас; №1.8] 6 баллов


На диагонали BD параллелограмма ABCD взята точка K. Прямая AK пересекает прямые BC и CD в точках L и M соответственно. Докажите, что |AK|2 = |LK|(|KM|.


� EMBED PBrush  ���


Так как (АВK ( (MDK (по двум углам), то � EMBED Equation.2  ��� (см. рис.). Аналогично, (АDK ( (LBK (по двум углам), то � EMBED Equation.2  ���. Перемножив полученные равенства почленно, получим, что � EMBED Equation.2  ��� ( |AK|2 = |LK|(|KM|, что и требовалось доказать.





2. [Прас; №19.20] 7 баллов


� EMBED PBrush  ���


На стороне ВС треугольника АВС постройте точку М так, чтобы прямая, проходящая через основания перпендикуляров, опущенных из М на (AB) и (АС), была параллельна (ВС).


Пусть М – искомая точка; (MK)((AB), K([AB] и (ML)((AC), L([AC] (см. рис.). 


Первый способ. Рассмотрим гомотетию с центром А такую, что образом точки K будет являться точка В. Так как (KL) || (BC), то образом точки L при этой гомотетии будет являться точка С. Пусть P = HА(M), тогда (PB)((AB), (PC)((AC).


Таким образом, достаточно построить перпендикуляры к сторонам АВ и АС в точках В и С соответственно и соединить точку Р их пересечения с вершиной А. Искомая точка М = (AP)((BC).


Второй способ. Проведем перпендикуляры к сторонам АВ и АС данного треугольника, которые пересекутся в точке Р. Так как (ABР + (ACР = 180(, то четырехугольник BACP – вписанный, значит, (AРC = (ABC = (; (APB = (ACB = (. Следовательно, (BАP = 90( – (; (CАP = 90( – (.


Таким образом, построение сведется к откладыванию одного из найденных углов со стороной АР в нужную полуплоскость. Искомая точка М = (AP)((BC).


Задача имеет решение, если точка Р лежит между сторонами угла ВАС, то есть, если углы В и С данного треугольника являются острыми.





3. [Прас; №2.27] 7 баллов


Две окружности касаются внутренним образом в точке М. Хорда АВ большей окружности касается меньшей окружности в точке Р. Докажите, что МР – биссектриса угла АМВ.
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Пусть радиусы данных окружностей равны R и r. Тогда образом большей окружности при гомотетии с центром М и коэффициентом � EMBED Equation.2  ��� является меньшая окружность. Пусть � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, тогда � EMBED Equation.2  ���, где [A’B’] – хорда меньшей окружности, параллельная [AB]. Используя параллельность, свойства вписанных углов и углов между касательной и хордой получим, что (AMP = (A’B’P = (B’PB = (BMP. Следовательно, МР – биссектриса угла АМВ, что и требовалось доказать.














4. [ММР_00/01; 11_4.2] 8 баллов


В трапеции ABCD с основаниями AD и BC угол A – прямой, E – точка пересечения диагоналей, точка F – основание перпендикуляра, опущенного из E на сторону АB. Найдите (CFE, если (DFE = (.
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Ответ: (.


Первый способ. Построим трапецию ABC1D1, симметричную данной относительно прямой AB (см. рис.). Точка Е1 = [AC1]([BD1] симметрична точке Е. В любой трапеции отношение расстояний от точки пересечения диагоналей до оснований равно отношению длин этих оснований. Расстояния от точек Е и F до оснований BC и AD соответственно равны, кроме того, |BC| : |AD| = |C1C| : |D1D|, то есть, F является точкой пересечения диагоналей трапеции D1DCC1. Следовательно, (CFE = (D1FE1 = (DFE = (.


Второй способ. Так как треугольники ЕВС и EDA подобны и расстояния от точек Е и F до оснований BC и AD соответственно равны, то |BC| : |AD| = |BF| : |AF|. Следовательно, подобны также треугольники CBF и DAF, значит, (CFE = (BCF = (ADF = (DFE = (.





5. [Прас; №19.32] 8 баллов


На сторонах треугольника АВС внешним образом построены подобные треугольники: (A’BC ( (B’CA ( (C’AB. Докажите, что в треугольниках АВС и A’B’C’ точки пересечения медиан совпадают.
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Пусть P – поворотная гомотетия, переводящая � EMBED Equation.2  ��� в � EMBED Equation.2  ��� (см. рис.). Тогда из равенства соответствующих углов и пропорциональности соответствующих сторон подобных треугольников следует, что � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. 


Значит, � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


Пусть М – центр тяжести (ABC, тогда � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, � EMBED Equation.2  ���, то есть, М – центр тяжести (A’B’C’, что и требовалось доказать.





6. [MMO_01_округ_10.6] 8 баллов


Внутри квадрата ABCD взята точка Е. ET – высота треугольника АВЕ, К – точка пересечения прямых DT и AE, М – точка пересечения прямых СТ и ВЕ. Докажите, что отрезок КМ является стороной квадрата, вписанного в треугольник АВЕ.


Пусть, ЕТ = h, а сторона квадрата равна а. Из подобия треугольников ADK и ETK (см. рис. 1) следует, что � EMBED Equation.2  ���. Аналогично, из подобия треугольников BCM и ETM следует, что � EMBED Equation.2  ���. Из равенства � EMBED Equation.2  ��� следует, что � EMBED Equation.2  ���. Так как Е – общий угол треугольников АЕВ и КЕМ и � EMBED Equation.2  ���, то (АЕВ подобен (КЕМ. Из подобия этих треугольников следует что � EMBED Equation.2  ��� и равенство углов ВАЕ и МКЕ. Следовательно, отрезки КМ и АВ параллельны (см. рис.2), причем � EMBED Equation.2  ���. Проведя КК1 и ММ1 – перпендикуляры к АВ (см. рис.3), получим прямоугольник КК1М1М, вписанный в треугольник АВЕ. Из подобия треугольников DAT и KK1T следует, что � EMBED Equation.2  ���, то есть, � EMBED Equation.2  ��� Следовательно, КК1М1М – квадрат, что и требовалось доказать.
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Рис. 1             � EMBED PBrush  ���Рис. 2                  � EMBED PBrush  ��� Рис. 3








7. [Прас; №7.27] 9 баллов


Дан остроугольный треугольник АВС. Найдите геометрическое место центров прямоугольников PQRS таких, что точки Р и Q лежат на стороне АС, а точки R и S – на сторонах АВ и ВС соответственно.
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Ответ: [OM], где О – середина высоты, проведенной из вершины В, а М – середина [АС] (не включая точки О и М).


Пусть О – середина высоты [BH]; М – середина [АС]; D и E – середины сторон PQ и RS соответственно (см. рис.). Так как [RQ] || [BH] и A = (BR)((HQ), то существует гомотетия c центром в точке А, при которой образом [RQ] является [BH]. Поэтому, образом точки D при этой гомотетии является точка О, то есть, D([OA]. Аналогично доказывается, что E([OC].


Рассмотрим точку N – центр прямоугольника PQRS, которая также является серединой [DE]. Так как существует гомотетия с центром О, переводящая [DE] в [AC], то N([OM]. Обратное: для любой внутренней точки отрезка OM существует прямоугольник, удовлетворяющий условию, для которого она является центром.





8. [Прас; №19.41а и №19.42] 9 баллов


По двум пересекающимся прямым с постоянными, но не равными скоростями VA и VB соответственно, движутся точки А и В. Докажите, что существует такая точка O, что в любой момент времени |AO| : |BO| = VA : VB и объясните ее построение.
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Пусть А и В – положение точек в какой-то момент, а А’ и В’ – в другой момент, по прошествии промежутка времени t (см. рис.). Тогда, искомая точка O должна удовлетворять условию |AO| : |BO| = |A’O| : |B’O| = VAt : VBt = |AA’| : |BB’|. Следовательно треугольники AOA’ и BOB’ должны быть подобны, значит, (AOA’ = (BOB’. 


Это означает, что существует поворотная гомотетия, переводящая [AA’] в [BB’], причем О – ее центр.


Пусть P – точка пересечения данных прямых, ( – угол между ними. Так как при поворотной гомотетии с центром О образом точки А является точка В, то [AB] должен быть «виден» из точки О под углом (. Следовательно, О лежит на дуге окружности, описанной около треугольника АРВ. Аналогично, [A’B’] должен быть «виден» из точки О под углом (, значит, точка О лежит на дуге окружности, описанной около треугольника А‘РВ’. Таким образом, О – вторая точка пересечения этих окружностей.
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