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Rational approximations for the Euler-Gompertz

constant

Ïîñòîÿííîé Ýéëåðà-Ãîìïåðöà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

δ =

∫ ∞

0

e−x ln(x+ 1)dx = 0, 59634736 . . . .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíî èððàöèîíàëüíî, îäíàêî ýòîò ôàêò äî ñèõ ïîð
íå óñòàíîâëåí. Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîé
ïîñòîÿííîé óñèëèëñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ïîïûòêàìè äîêàçà-
òåëüñòâà èððàöèîíàëüíîñòè çíà÷åíèé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, ïîñòîÿí-
íîé Êàòàëàíà, Ýéëåðîâîé êîíñòàíòû è äð. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàáîòà
Â.Áîëáà÷àíà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè, ïðèâëåêàþùåé âíèìàíèå ïðîôåññè-
îíàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ. Óêàæåì ïîÿâèâèâøèåñÿ â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî
ëåò ðàáîòû À.È. Àïòåêàðåâà è åãî êîëëåã [1], À.È. Àïòåêàðåâà [2], Ò. Ðè-
âîàëÿ [3]-[5], Õ. è Ò. Õåññàìè Ïèëåðóä [6]-[8].

Ïðàêòè÷åñêè âñå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñåë îñ-
íîâàíû íà ñëåäóþùåé èäåå: åñëè äëÿ çàäàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

α ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð öåëûõ ÷èñåë pn, qn ñ óñëîâèÿìè

0 < |qnα − pn| = o(1) ïðè n → ∞, òî α èððàöèîíàëüíî. Êîíñòðóêöèÿ
òàêèõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé pn/qn åñòü âåñüìà òðóäíîå äåëî, çà-
âèñÿùåå îò èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé ÷èñëà, è ïðèäóìàòü åå íè äëÿ
îäíîãî èç óêàçàííûõ âûøå ÷èñåë, äà è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ, íå óäàëîñü.

Â ðåöåíçèðóåìîé ðàáîòå Â.Áîëáà÷àíà ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîå-
íèÿ ïðèáëèæåíèé ê ïîñòîÿííîé Ãîìïåðöà δ òàêèõ, ÷òî 0 < |α− pn/qn| =
o(1). Îí çàìåòèë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

I =

∫ ∞

0

P (x)e−x lnxdx = qδ − p, p, q ∈ Z. (1)

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èððàöèîíàëüíîñòè δ äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn(x), äëÿ êîòîðîé âñå èíòåãðàëû (1)
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ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Òàêóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäîáðàòü íå óäàëîñü, ýòîãî íèêòî â ìèðå äåëàòü íå
óìååò. Íî óäàëîñü ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé èíòåãðàë

(1), äåëåííûé íà q, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å.

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ → 0. Èíûìè ñëîâàìè

Â. Áîëáà÷àíó óäàëîñü ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèî-

íàëüíûõ ïðèáëèæåíèé
an
bn

ê ÷èñëó δ, ñì. ñëåäñòâèå 1.3. Ýòî è åñòü ñ ìîåé

òî÷êè çðåíèÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû Â. Áîëáà÷àíà.
Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî íåðåãóëÿðíàÿ öåïíàÿ äðîáü äëÿ δ âïåðâûå áûëà

íàéäåíà åùå Ñòèëòüåñîì. Ïîäõîäÿùèå äðîáè ýòîé öåïíîé äðîáè ñõîäÿòñÿ
ê δ. Áîëåå òîãî, èçâåñòíû àñèìïòîòèêè äëÿ âåëè÷èíû çíàìåíàòåëåé qn è
àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ðàçíîñòè pn− δqn, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü îöåíêó

äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äðîáåé
pn
qn

ê δ, ñì. [2]. Ìåòîä Áîëáà÷àíà, ïî

êðàéíåé ìåðå åãî ðåàëèçàöèÿ â ðàáîòå, íå ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè.

Íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ çàìå÷àíèé.
1. Â ðàáîòå ïðèñóòñòâóåò íåêîòîðûé ïàðàìåòð r. Íå î÷åíü ÿñíî åãî

íàçíà÷åíèå.
2. Íà ñòðàíèöå 3, â ñòðîêå 6- íóæíî óêàçàòü, ÷òî âû÷èñëÿåòñÿ âåðõíèé

ïðåäåë. Ïðè ε < −1 ôóíêöèÿ fε(u) íå îïðåäåëåíà.
3. Íà ñòðàíèöå 4, â ñòðîêå 5+, äâàæäû ïðîïóùåí ñèìâîë dx.
4. Íà ñòðàíèöå 5, ñòðîêà 3+, íóæíî óêàçàòü, ÷åìó ðàâíî ÷èñëî S−1.
Íà òîé æå ñòðàíèöå â ôîðìóëå (2) íóæíî óêàçàòü, ÷òî îáîçíà÷àåò

ñèìâîë f
(i)
ε (u).

5. Ñòðàíèöà 13, ñòðîêà 3+. Ôîðìóëà íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî.
Âåðîÿòíî, èìååòñÿ â âèäó ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà â òåîðåìå 1.1.

6. Ñòðàíèöà 14, ñòðîêè 4 è 6 ñíèçó. Âìåñòî kj! äîëæíî áûòü íàïèñàíî
k!j!.

ß íå ñòàë áû ïóáëèêîâàòü ðàáîòó â íàñòîÿùåì åå âèäå. Ìíå íå êà-
æóòñÿ îñîáåííî èíòåðåñíûìè òîæäåñòâà èç òåîðåìû 1.1 è ñëåäñòâèÿ 1.4.
Êàê ÿ óæå óêàçûâàë, îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ñ ìîåé òî÷êè çðåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿ 1.2 è 1.3. Îíè, ïîâèäèìîìó, ìîãóò áûòü äîêàçàíû ïðî-
ùå è ñ îöåíêàìè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Êðîìå òîãî, íóæíî ñðàâíèòü ýòè
ðåçóëüòàòû ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé öåïíîé äðîáè
Ñòèëòüåñà.

Â öåëîì ðàáîòà ïðîèçâåëà íà ìåíÿ õîðîøåå âïå÷àòëåíèå. Îíà ïîñâÿ-
ùåíà òðóäíûì òåîðåòèêî-÷èñëîâûì âîïðîñàì è íàõîäèòñÿ â ðóñëå ðàç-
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âèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Àâòîð ïðèäóìàë
íîâûé ïîäõîä, ïóñòü è äàþùèé ìåíåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû, ÷åì èçâåñò-
íûå. Ðàáîòà òåõíè÷åñêè î÷åíü ñëîæíà è ïîòðåáîâàëà îò Â. Áîëáà÷àíà
áîëüøèõ óñèëèé. ß ïîëàãàþ, ÷òî îí çàñëóæèâàåò êàêóþ-íèáóäü íàãðàäó.
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