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Ïóñòü p è q � äâà ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ðåáåð íåêîòîðîãî äåðåâà.
Ìíîæåñòâî p ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó (â ýòîì äåðåâå) îò q, åñëè p ∩ q = ∅, è äëÿ

ëþáûõ äâóõ êîíöîâ ðåáåð èç p ñîåäèíÿþùèé èõ ïóòü â äåðåâå ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî
ðåáåð èç q.

Íàáîðû p è q íå çàöåïëåíû (â ýòîì äåðåâå) åñëè p ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò q è q
ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò p.

Äëÿ âåðøèíû P ãðàôà îáîçíà÷èì ÷åðåç δP ìíîæåñòâî âûõîäÿùèõ èç P ðåáåð.
Ïóñòü K è K ′ � äâà äåðåâà ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ðåáåð. Îíè íàçûâàþòñÿ äðóæå-

ñòâåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ (ò.å., âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå) ìåæ-
äó èõ ðåáðàìè, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí P,Q ãðàôà K, ñîåäèíåííûõ ïóòåì
èç ÷åòíîãî ÷èñëà ðåáåð, íàáîðû ðåáåð â K ′, ñîîòâåòñòâóþùèå δP è δQ, íå çàöåïëåíû â
K ′.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô G èìååò âåðøèíû A,C3, C1, C2, A
′, C ′

3, C
′
1, C

′
2 è ðåáðà BB′, ACi,

A′C ′
i. À ãðàô H èìååò âåðøèíû B,D, P1, P2, P3, Q1, Q2, Q3 è ðåáðà BD,BPi, PiQi.

Òåîðåìà. Ãðàôû G è íå äðóæåñòâåííû.

Ýòî ðåøåíèå çàäà÷è 3(ñ) èç òåìû `Êàê ïåðåñåêàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå êðèâîëèíåéíûå
ñôåðû, èëè äâóìåðíûå ìåàíäðû' ñ Ëåòíåé Êîíôåðåíöèè Òóðíèðà Ãîðîäîâ 2012.

Äîïóñòèì, ÷òî ãðàôû G è äðóæåñòâåííû, òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó èõ ðåáðàìè
ñ âûøåóêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (n) îáðàç â ãðàôå ðåáðà n ãðàôà G, è ÷åðåç G(n) îáðàç â ãðàôå G
ðåáðà n ãðàôà H (ïðè îáðàòíîé áèåêöèè). Ïóñòü X - ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ð¸áåð .
Îáîçíà÷èì çà G(X) ãðàô, îáðàçîâàííûé îáðàçàìè ðåáåð èç X.

Óòâåðæäåíèå 1. Ãðàôû H1 := ({AC1, AC2, AC3}) è H({A′C ′
1, A

′C ′
2, A

′C ′
3}) ñâÿçíû. Äî-

êàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ H1, à äëÿ H({A′C ′
1, A

′C ′
2, A

′C ′
3}) äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî. Âåðøèíû A è C ′
1 íàõîäÿòñÿ íà ÷¸òíîì ðàññòîÿíèè. À çíà÷èò (A′C ′

1) íå ëåæèò
íè íà êàêîì ïóòè, ñîåäèíÿþùåì íåêîòîðóþ ïàðó ð¸áåð ãðàôà H1. Àíàëîãè÷íî (A′C ′

2) íå
ëåæèò íè íà êàêîì ïóòè, ñîåäèíÿþùåì íåêîòîðóþ ïàðó ð¸áåð ãðàôà H1. Âåðøèíû A è C ′

3

òàêæå íàõîäÿòñÿ íà ÷¸òíîì ðàññòîÿíèè. À çíà÷èò,
- ëèáî (C3C

′
3) è (A′C ′

3) íå ëåæàò íè íà îäíîì èç ïóòåé, ñîåäèíÿþùåì íåêîòîðóþ ïàðó
ðåá¸ð ãðàôà H1;

- ëèáî îáà ðåáðàH(C3C
′
3) èH(A′C ′

3) ëåæàò íà íåêîòîðîì ïóòè, ñîåäèíÿþùåì íåêîòîðóþ
ïàðó ðåáåð J1,J2 ãðàôà 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ãðàô 1 ñâÿçåí.
Âî âòîðîì ñëó÷àå J1,H(C3C

′
3),H(A′C ′

3),J2 îáðàçóþò ïóòü äëèíû 4. Íå óìåíüøàÿ îáù-
íîñòè ýòîò ïóòü åñòü Q1P1BP2Q2. Òîãäà ïóòü îò ðåáðà J1 ê ðåáðó H1 − J1 − J2 ïåðåñåêàåò
ëèøü îäíî èç ðåáåð H(C3C

′
3),H(A′C ′

3). ×åãî íå ìîæåò áûòü.
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Óòâåðæäåíèå 2. Âåðøèíà B ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà H(C3C
′
3).

Äîêàçàòåëüñòâî: Âåðøèíû B è Qi ëåæàò íà ÷åòíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. À çíà÷èò
G(BD,BP1, BP2, BP3) = G(δB) ñâÿçåí, òàê êàê åãî ðåáðà â G íå çàöåïëåíû íè ñ êàêèì
ðåáðîì G(PiQi).

Ñâÿçíûõ 4-ðåáåðíûõ ïîäãðàôîâ â G ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ãðàôà G âñåãî 2:
1)ïîäãðàô, èìåþùèé âåðøèíàìè C1, C2, C3, A, C

′
3 è ðåáðà âñå ðåáðà ãðàôà G ìåæäó ýòèìè

âåðøèíàìè. 2)ïîäãðàô, èìåþùèé âåðøèíû C1, A, C3, C
′
3, A

′ è ðåáðà âñå ðåáðà ãðàôà G
ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè.

Ðåáðî C3C
′
3 ïðèíàäëåæèò îáîèì ýòèì ïîäãðàôàì. À çíà÷èò H(C3C

′
3) ÿâëÿåòñÿ îäíèì

èç ðåáåð BD,BP1, BP2, BP3. QED

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ïî óòâåðæäåíèþ 1 ãðàô H −H(C3C
′
3) ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì äâóõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ïî 3 ðåáðà. Òîãäà èç òðåõ ðåáåð

1



PiQi äâà ëåæàò â îäíîì èç ýòèõ ãðàôîâ. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè P1Q1 è P2Q2 ëåæàò â
({AC1, AC2, AC3}) = H1. Íî ïóòü, ñîåäèíÿþùèé Q1 è Q2 èìååò äëèíó 4. ×åãî íå ìîæåò
áûòü ââèäó òîãî, ÷òî â H1 âñåãî òðè ðåáðà. QED
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