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Äàíà åäèíè÷íàÿ ñôåðà è íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæ-
íîñòåé íà íåé. Ïðè êàêîì óñëîâèè â øàðå, îãðàíè÷åííîì ýòîé ñôåðîé, ñóùåñòâóåò òàêîå æå
êîëè÷åñòâî ñôåð ñ äûðêàìè, êðàÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äàííûìè íàáîðàìè? Îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ ïðèâåäåí íèæå. Îí ïîëó÷åí â 2012 Ñ. Àââàêóìîâûì [A, ABRS].

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû � áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.
Ïóñòü M è N � äâà íàáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé íà ñôåðå S. Ïîêðàñèì ñâÿç-

íûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ S−N â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå êîìïîíåíòû áûëè ðàçíûõ
öâåòîâ. Íàáîð M ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó (íà ñôåðå) îò N , åñëè M ñîäåðæèòñÿ â îäèíàêîâî
îêðàøåííûõ êîìïîíåíòàõ äîïîëíåíèÿ S −N . Íàáîðû M è N íå çàöåïëåíû (íà ñôåðå), åñëè
M ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò N è N ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò M .

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè âëîæåíèÿ. Äëÿ íàáîðîâ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé

íà ñôåðå ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñôåðû ñ äûðêàìè, ëåæàùèå â øàðå, îãðàíè÷åííîì

ñôåðîé, ÷üè êðàÿ ñîâïàäàþò ñ äàííûìè íàáîðàìè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè íàáîðû

ïîïàðíî íå çàöåïëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè. Ïóñòü ñôåðà ñ äûðêàìè Pi ëåæèò â øàðå, îãðàíè÷åííîì
ñôåðîé S. Äîáàâèì `øàïî÷êó' (ãîìåîìîðôíóþ äèñêó) ñíàðóæè S ê êàæäîé îêðóæíîñòè èç

∂Pi òàê, ÷òîáû îáúåäèíåíèå ñôåðû Pi è åå 'øàïî÷åê' áûëî ñàìîíåïåðåñåêàþùåéñÿ ñôåðîé P̂i.
(Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S êðóãëàÿ ñôåðà, ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè ∂Pi êðóãëûå, è íè îäíà èç íèõ
íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàòîðîì. Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè ∂Pi âîçüìåì êðóãëóþ ñôåðó, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç íåå è öåíòð S. Âîçüìåì ÷àñòè òàêèõ ñôåð, ëåæàùèå ñíàðóæè S â êà÷åñòâå `øàïî÷åê'.)

Î÷åâèäíî, âñå îäèíàêîãî ïîêðàøåííûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ S−Mi = S−∂Pi

ëåæàò ñ îäíîé ñòîðîíû îò P̂i, à Pi è Pj íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà S ∩ Pj = Mj ëåæèò ïî îäíó

ñòîðîíó îò P̂i, ò.å. â îáúåäèíåíèè îäèíàêîãî ïîêðàøåííûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ S −Mi.
Òàêèì îáðàçîì Mj ïî îïðåäåëåíèþ ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò Mi, à Mi ëåæèò ïî îäíó

ñòîðîíó îò Mj. Òîãäà Mi è Mj íå çàöåïëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó îêðóæíîñòåé â
M1 t · · · t Mm. Ïóñòü p � îêðóæíîñòü èç M1 t · · · t Mm, îãðàíè÷èâàþùàÿ â S äèñê D,
íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ M1 t · · · tMm. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè p ⊂ M1. Ïóñòü M ′

1 îáúåäèíåíèå
îêðóæíîñòåé M1 − p (çàìåòèì, ÷òî M ′

1 ìîæåò áûòü ïóñòî).
ÍàçîâåìB çàêðûòûé øàð, îãðàíè÷åííûé S (ò.å. âíóòðåííþþ ÷àñòü S). ÌíîæåñòâàM ′

1,M2, . . . ,Mm

ïîïàðíî íå çàöåïëåíû. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñôåðû
ñ äûðêàìè P ′1, P2, . . . , Pm ⊂ B òàêèå ÷òî ∂Pi = Mi äëÿ âñåõ i = 2, . . . ,m è ∂P ′1 = M ′

1. Ïóñòü
D′ äèñê ïîëó÷åííûé èç çàìûêàíèÿ D íåáîëüøîé äåôîðìàöèåé òàê, ÷òîáû âíóòðåííÿÿ ÷àñòü
D′ áûëà âíóòðè B è ∂D′ = p. Ïî ñëåäóùåìó óòâåðæäåíèþ ëþáûå äâå òî÷êè èç M1 = M ′

1 t p
ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ïóòåì âíóòðè S íå ïåðåñåêàþùèì P2, . . . , Pm. Òàêèì îáðàçîì ìû ìî-
æåì ñâÿçàòü D′ è P ′1 ñ ïîìîùüþ òðóáêè, ëåæàùåé âíóòðè B è íå ïåðåñåêàþùåé P2, . . . , Pm,
ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ñôåðó ñ äûðêàìè. Íàçîâåì åå P1. Èìååì ∂P1 = p t ∂P ′1 = M1, P1 ⊂ B è P1

íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ P2, . . . , Pm. Øàã èíäóêöèè äîêàçàí.

Óòâåðæäåíèå. Íàáîð pm ëåæèò â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ B− (P1t· · ·t
Pm−1).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì ëþáûå äâå òî÷êè
A,B ∈ pm èç ðàçíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ B − (P1 t · · · t Pm−1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

l ïóòü âíóòðè S, ñîåäèíÿþùèé A è B, è ïðè ýòîì l := #(l ∩
m−1⊔
i=1

Pi) ìèíèìàëüíî (ìèíèìóì

1



ïî âñåì òàêèì l, îáúåêòû A,B, pm, S, P1, . . . , Pm−1 ôèêñèðîâàíû). Òîãäà l > 0 (èíà÷å A è B
ëåæàëè áû â îäíîé êîìïîíåíòå). Òàê êàê pm ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò ∂Pi, òî÷êè A è B
ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ B−Pi, è #(l∩Pi) ÷åòíî äëÿ âñåõ i. Òîãäà #(l∩Pi) ≥ 2
äëÿ íåêîòîðîãî i. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q è R ïîñëåäîâàòåëüíûå (íà l) òî÷êè l ∩ Pi. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Q′ òî÷êó l ÷óòü ïåðåä Q è çà R′ òî÷êó l ÷óòü ïîñëå R. Òàê êàê Pi ñâÿçíî, Q è R ìîæíî
ñîåäèíèòü ïóòåì Pi. Çíà÷èò Q′ è R′ ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì l′, äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê Pi, íî
íå ïåðåñåêàþùèì Pi. Ïóòü l′ íå ïåðåñåêàåò íè÷åãî èç P1, . . . , Pm−1, òàê êàê îí äîñòàòî÷íî
áëèçîê ê Pi, à P1, . . . , Pm−1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çàìåíèì ÷àñòü ïóòè l îò Q′ äî R′ íà l′.
Ïîëó÷åííûé ïóòü íàçîâåì l′′. Òåïåðü l′′ = l−2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè l. Ïîýòîìó
l íå ïåðåñåêàåò P1 t · · · t Pm−1, çíà÷èò A è B äîëæíû ëåæàòü â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
äîïîëíåíèÿ B − (P1 t · · · t Pm−1).
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