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Àííîòàöèÿ

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïîèñêà íåâèäèìûõ ôèãóð íà ïëîñêîñòè è ïî-
âåðõíîñòåé. Â ðàáîòå áóäåò ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ ïîâåðõíîñòè, íåâèäèìîé èç çàäàí-
íîé òî÷êè (òåîðåìà 1), à òàêæå äîêàçàí ôàêò î êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà (ãèïîòåçà 2).
Â íà÷àëå ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàíî îïðåäåëåíèå íåâèäèìûõ èç òî÷êè
ïîâåðõíîñòåé è ôèãóð.

1 Ìîòèâèðîâêà.

Âïåðâûå çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïîâåðõíîñòè íàèìåíüøåãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïîñòàâèë Èñà-
àê Íüþòîí â 1687 ãîäó â ñâîåé êíèãå "Principia" [1]. Íüþòîí ðåøèë ýòó çàäà÷ó ïðè
ñëåäóþùèõ, âïîëíå åñòåñòâåííûõ, ïðåäïîëîæåíèÿõ: ïîâåðõíîñòü âûïóêëà è ïîëó÷åíà
ïóòåì âðàùåíèÿ ïëîñêîé ôèãóðû âîêðóã îñè.

Îêàçàëîñü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò íåñêîëüêî ïàðàäîêñàëüíóþ ôîðìó:
îíà èìååò "òóïîé êîíåö" , áåç çàîñòðåíèÿ. Íüþòîí ïîëó÷èë ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ýòîé
ïîâåðõíîñòè. Áîëåå 300 ëåò íèêòî íå ïîäâåðãàë ñîìíåíèþ ðåøåíèå Íüþòîíà. Ëèøü â
íà÷àëå XXI âåêà âûÿñíèëîñü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ
ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ. Íàïðèìåð, ó, òàê íàçûâàåìîé "îòâåðòêè" [3] , ñîïðîòèâëåíèå
ìåíüøå, ÷åì ó ïîâåðõíîñòè Íüþòîíà. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàë â 2009 ã. [2] À.Þ.Ïëàõîâ,
ñðåäè íåâûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé åñòü òàêèå, ó êîòîðûõ ñîïðîòèâëåíèå ñêîëü óãîäíî
ìàëî, à òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîâåðõíîñòè ñ íóëåâûì ñîïðîòèâëåíèåì. Â ôèçè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêèå ïîâåðõíîñòè, ñäåëàííûå èç çóïðóãîãî ìàòåðèàëà,
áóäóò ïðîïóñêàòü, íå îòêëîíÿÿ, ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ÷àñòèö.

Â ñòàòüÿõ [4] è [5] ïðÿâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå, íåâèäèìûõ
äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà ñâåòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ïîâåðõíîñòè, íå îòêîíÿþùèå ïà-
ðàëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà ïî íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ. Íåäàâíî áûë ïîñòðîåí ðåàëüíûé
ïðîòîòèï òàêîé ïîâåðõíîñòè, îäíàêî âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãî-
ñÿ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà ìåòðà, òàêîé îáúåêò âèäèì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîâåðõíîñòü
èñêàæàåò çðèòåëüíóþ êàðòèíó. Òîãäà Ñ.Ï.Òàðàñîâ óêàçàë íà âîçìîæíóþ ïðè÷èíó: íåâè-
äèìûå ïîâåðõíîñòè, ðàññìîòðåííûå ðàíåå, áûëè íåâèäèìûìè òîëüêî äëÿ ïàðàëëåëüíîãî
ïó÷êà ëó÷åé, òî åñòü äëÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ.

Â ýòîé ðàáîòå áóäåò ïîñòðîåíà ïîâåðõíîñòü, íåâèäèìàÿ äëÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿ-
ùåãîñÿ â íåêîòîðîé çàäàííîé òî÷êå. Ïðè ïîñòðîåíèè áóäóò èñïîëüçîâàíû áóäóò èñ-
ïîëüçîâàíû íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë, êîòîðûå, âîçìîæíî,
ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
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2 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû, íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ
îáùåèçâåñòíûõ ïîíÿòèé, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ.

Îïðåäåëåíèÿ.

Ôèãóðîé áóäåì íàçâàòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå äóã ãëàäêèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè1.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôèãóðó ϕ. Òðàåêòîðèåé â ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ëîìàíàÿ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çâåíî ëîìàíîé ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè ëó÷åé, íå ïåðåñåêàþùèõ
ϕ;

• âñå âåðøèíû ëîìàíîé, êðîìå êîíöîâ, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ϕ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
êàñàòåëüíàÿ ê ϕ;

• ñîñåäíèå çâåíüÿ ëîìàíîé îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ êàñàòåëüíîé ê ϕ, ïðîâåäåííîé
â èõ îáùåé âåðøèíå.

Òðàåêòîðèÿ íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùåé íàïðàâëåíèå, åñëè åå íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå
çâåíüÿ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïóñòü òî÷êà A íå ïðèíàäëåæèò ϕ. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïåðåñåêàþùàÿ ϕ îêðóæíîñòü
ω ñ öåíòðîì A. Ëó÷è ñ íà÷àëîì â A âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì B íà ω
(∃!B = AB ∩ ω).

Íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ (Ïî Ëåáåãó) òî÷åê B, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ϵ > 0 ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îòêðûòûõ äóã (äóãà ñ èñêëþ÷åííûìè êîíöàìè)
íà îêðóæíîñòè ω, ñóììàðíàÿ äëèíà êîòîðûõ ìåíüøå ϵ, òàêèõ ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîë-
íåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè îêðóæíîñòè, íå ëåæàùåé â îáúåäèíåíèè ýòèõ äóã.

Ôèãóðà ϕ íàçûâàåòñÿ íåâèäèìîé èç òî÷êè A, åñëè äëÿ ïî÷òè ëþáîé òî÷êè B ýòîé
îêðóæíîñòè ëó÷ ÀÂ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çâåíî òðàåêòîðèè â ïëîñêî-
ñòè.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê B ìåðû íóëü (ïî Ëåáåãó), òî ìíîæåñòâî òî÷åê
B′ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ω1 ñ öåíòðîì A òàêèõ, ÷òî B′ = ω1 ∩AB, òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

Ïóñòü ϕ � ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå E3.
Òðàåêòîðèåé â ïðîñòðàíñòâå E3 íàçûâàåòñÿ ëîìàíàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

• íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çâåíî ëîìàíîé ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè ëó÷åé, íå ïåðåñåêàþùèõ
ϕ;

• âñå âåðøèíû ëîìàíîé, êðîìå êîíöîâ, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ϕ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ϕ;

• ñîñåäíèå çâåíüÿ ëîìàíîé îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ íîðìàëüþ ê êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè ê ϕ, ïðîâåäåííîé â èõ îáùåé âåðøèíå.

1Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ôèãóðû, ñîñòîÿùèå èç êîíèê.
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Ïóñòü òî÷êà A íå ïðèíàäëåæèò ϕ. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïåðåñåêàþùàÿ ϕ ñôåðà ω ñ
öåíòðîì A. Ëó÷è ñ íà÷àëîì â A âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì B íà ω
(∃!B = AB ∩ ω).

Íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ (ïî Ëåáåãó) òî÷åê B, åñëè äëÿ ëþáîãî
ϵ > 0 ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îòêðûòûõ êðóãîâ (âíóòðåííîñòü êðóãà) íà ñôåðå
ω, ñóììàðíàÿ ïëîùàäü êîòîðûõ ìåíüøå ϵ, òàêèõ ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé
òî÷êè ñôåðû, íå ëåæàùåé â îáúåäèíåíèè ýòèõ êðóãîâ.

Ôèãóðà ϕ íàçûâàåòñÿ íåâèäèìîé èç òî÷êè A, åñëè äëÿ ïî÷òè ëþáîé òî÷êè B ýòîé
ñôåðû ëó÷ ÀÂ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çâåíî òðàåêòîðèè.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê B ìåðû íóëü (ïî Ëåáåãó), òî ìíîæåñòâî òî÷åê
B′ íà åäèíè÷íîé ñôåðå ω1 ñ öåíòðîì A òàêèõ, ÷òî B′ = ω1 ∩ AB, òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, íåâèäèìàÿ èç íåêîòîðîé òî÷êè.2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, âêëþ÷àÿ ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè, ïðèâåäåíî â ñëåäóþ-
ùåì ïàðàãðàôå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ãèïîòåçû.

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü äàíà íåâèäèìàÿ ôèãóðà èç òî÷êè A íà ïëîñêîñòè, ñèììåòðè÷-
íàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé m, A ∈ m. Òîãäà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ýòîé
ôèãóðû âîêðóã m ÿâëÿåòñÿ íåâèäèìîé èç òî÷êè A.

Ãèïîòåçà 2. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè E2 äàí ýëëèïñ Υ ñ ôîêóñàìè F è F ′ (F ̸= F ′).
Îáîçíà÷èì a � áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà. Îáîçíà÷èì m - ïðÿìàÿ, FF ′ ⊂ m; p - ñå-
ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê FF ′. Îáîçíà÷èì d - ïîëóïëîñêîñòü îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
p, F ∈ d. Îáîçíà÷èì C ′, C � òî÷êè íà ýëëèïñå, C /∈ {p,m, d}, C ′ /∈ {p,m, d}. Òîãäà
ëó÷ FC ′ ñèììåòðè÷åí ëó÷ó FC îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∃M : M = FC ′ ∩F ′C (ïðÿìûõ), C ′ è C � â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî m è
âûïîëíåíî óñëîâèå: FM − F ′M = FF ′2

2a
.

3 Ïîñòðîåíèå è íàáðîñêè äîêàçàòåëüñòâ.

Ïîñòðîåíèå ôèãóðû, íåâèäèìîé èç òî÷êè íà ïëîñêîñòè.

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà A. Ïîñòðîèì ôèãóðó, íåâèäèìóþ èç òî÷êè A íà ïëîñêî-
ñòè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü E2, A ∈ E2. Äàëåå â ïîñòðîåíèè âñå îáúåêòû
áóäóò íàõîäèòüñÿ â ïëîñêîñòè E2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ m : A ∈ m. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó F : F ∈ m,F ̸= A.

Îáîçíà÷èì: l - ïðÿìàÿ, A ∈ l, l ⊥ AF .
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëëèïñ, ôîêóñàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè A è F . Ïóñòü

a - áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà.

2Êîãäà ðàáîòà íàä ñòàòüåé áûëà çàâåðøåíà, àâòîð óçíàë, ÷òî òåîðåìà 1 áûëà äîêàçàíà íåçàâèñèìî
(è ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî) â ðàáîòå [6]. Ïðè ýòîì êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â [6], âåñüìà ñõîæà
ñ íàøåé. Àâòîð áåçóñëîâíî ïðèçíàåò, ÷òî ïåðâåíñòâî â èçîáðåòåíèè äàííîé êîíñòðóêöèè, ðàâíî êàê è
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, ïðèíàäëåæèò àâòîðàì ðàáîòû [6].
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Äàëåå áóäåì íàçûâàòü ýòîò ýëëèïñ "Ý1". Îáîçíà÷èì ýêñöåíòðèñèòåò Ý1:

ϵ =
AF

2a
.

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëó, ñîôîêóñíóþ ñ Ý1 ñî ñëåäóþùèì ïàðàìåòðîì:

a′ = aϵ2 − äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíó âåòâü ãèïåðáîëû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â îäíîé
èç ïîëóïëîñîñòåé îòíîñèòåëüíî l. Íàçîâåì ýòó âåòâü "Ã1".

Ñîôîêóñíûå ýëëèïñ è ãèïåðáîëà ïåðåñåêàþòñÿ â 4 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Òîãäà Ý1 è Ã1
ïåðåñåêàþòñÿ â 2 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ïóñòü ýòî òî÷êè C è C ′. AF ⊂ m, ïîýòîìó C è C ′

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî m.
Ðàññìîòðèì òî÷êó D íà Ã1 òàêóþ, ÷òî ∠CAF < ∠DAF .
Íàçîâåì ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò D îòíîñèòåëüíî m ïîëóïëîñêîñòüþ d.
Îáîçíà÷èì: B = AD ∩ Ý1. Ëó÷ èç ôîêóñà ïåðåñåêàåò ýëëèïñ â åäèíñòâåííîé òî÷êå,

ïîýòîìó òî÷êà B åäèíñòâåííàÿ. Òî÷êè C,C ′ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîôîêóñíûõ ýëëèïñà
è ãèïåðáîëû, ïîýòîìó AD > AB. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B′ òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ B îòíîñè-
òåëüíî m.

Ðàññìîòðèì òî÷êó F ′, ãîìîòåòè÷íóþ F îòíîñèòåëüíî A ñ êîýôôèöèåíòîì ãîìîòåòèè:

k =
AD

AB
.

Ïîñòðîèì ýëëèïñ, ãîìîòåòè÷íûé Ý1 îòíîñèòåëüíî A ñ êîýôôèöèåíòîì ãîìîòåòèè k.
Íàçîâåì íîâûé ýëëèïñ "Ý2". Î÷åâèäíî, A è F ′ - ôîêóñû Ý2. Òàêæå,

a
Ý2

= k · a.

Ïîñòðîèì âåòâü ãèïåðáîëû, ãîìîòåòè÷íóþ Ã1 îòíîñèòåëüíî A ñ êîýôôèöèåíòîì ãî-
ìîòåòèè k. Íàçîâåì íîâóþ ãèïåðáîëó "Ã2". Î÷åâèäíî, A è F ′ - ôîêóñû Ã2. Òàêæå,

a
Ã2

= k · a′.

Îïðåäåëèì òî÷êó E óñëîâèåì
−→
AE = k ·

−→
AC. Èç ñâîéñòâ ãîìîòåòèè, òàê êàê C =

Ã1 ∩ Ý1, òî E = Ã2 ∩ Ý2.
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç îäèí èç ôîêóñîâ ãèïåðáîëû, ïåðå-

ñåêàåò êàæäóþ âåòâü ãèïåðáîëû íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå. Òîãäà D - åäèíñòâåííàÿ
îáùàÿ òî÷êà Ã1 è ïðÿìîé AB. Òîãäà èç ñâîéñòâ ãîìîòåòèè ∃!G : G = Ã2 ∩ AD.

Ïóñòü D′, E ′, G′ - òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå ñîîòâåòñòâåííîD, E, G îòíîñèòåëüíîm. Òàê
êàê AF ⊂ m, AF ′ ⊂ m, òî èç ñâîéñòâ ãîìîòåòèè, à òàêæå ñâîéñòâ ñèììåòðèè ýëëèïñà è
ãèïåðáîëû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé ÷åðåç ôîêóñû:

−−→
AD′ = k ·

−−→
AB′;

−−→
AE ′ = k ·

−−→
AC ′;

−−→
AG′ = k ·

−−→
AD′;

E ′ ∈ Ã2 ∩ Ý2 (E ′ /∈ d).
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Äàëåå, èç ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòîâ Ý1, Ý2, Ã1, Ã2 îñòàâèì ëèøü íåêîòîðûå ÷àñòè. Òî
åñòü, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì ñëåäóþùèì
ìíîæåñòâ:

â Ý1: äóãà BC, äóãà B′C ′;
â Ã1: äóãà CD, äóãà C ′D′;
â Ý2: äóãà DE, äóãà D′E ′;
â Ã2: äóãà EG, äóãà E ′G′.

Î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè Ý1 è Ý2, Ã1 è Ã2 ãîìîòåòè÷íû (íàïðèìåð, BC
ãîìîòåòè÷íà DE).

Ýòî ìíîæåñòâî â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü Q
E2
è íàçûâàòü "ôèãóðîé Q

E2
". Íà

ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíà ôèãóðà Q
E2
.

Ðèñ. 2

Çàìå÷àíèå. Â ïîñòðîåíèè ìîæíî ðàññìîòðåòü ãîìîòåòèþ Ý2 è Ã2 ñ êîýôôèöèåíòîì:

k′ > k =
AD

AB
.

Ýòî íå ïîâëèÿåò íà ñâîéñòâî íåâèäèìîñòè, íî ôèãóðà ñòàíåò ðàçðûâíîé â òî÷êàõ D
è D′. Îáîçíà÷èì òî÷êè ðàçðûâà íà Ã1: D1 è D′

1, íà Ý2: � D2 è D′
2. Òîãäà â Ã1 îñòàâèì

äóãè CD1 è C ′D′
1, íà Ý2 � D2E, D

′
2E

′.
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Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, íåâèäèìîé èç òî÷êè â ïðîñòðàí-

ñòâå E3

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà A. Ïîñòðîèì ïîâåðõíîñòü, íåâèäèìóþ èç òî÷êè A â
ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî E3, A ∈ E3. Ïóñòü m � ïðÿìàÿ, m ∈ E3, A ∈ m.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü α ⊂ E3,m ⊂ α. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
F : F ∈ m, F ̸= A.

Ïðîâåäåì ïîñòðîåíèå íåâèäèìîé ôèãóðû Q
E2
â ïëîñêîñòè α äëÿ òî÷åê A è F . Ïóñòü

m - îñü ñèììåòðèè ôèãóðû Q
E2
.

Ïîâåðõíîñòüþ Q îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ôèãóðû Q
E2
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

m.

Ìû çàêîí÷èëè ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè Q, íåâèäèìîé èç çàäàííîé òî÷êè A. Òåïåðü
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Q äåéñòâèòåëüíî
íåâèäèìà èç òî÷êè A. Ìû íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåç 1 è 2, ñôîðìóëèðîâàííûõ
â §2.

Íàáðîñêè äîêàçàòåëüñòâ.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 1.

Íàçîâåì äàííóþ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ Ω, äàííóþ íåâèäèìóþ ôèãóðó � Ω
E2
.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëó÷ ñâåòà èç òî÷êè A, äâèãàþùèéñÿ ïî ëó÷ó AX, ãäå X -
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ñôåðû ñ öåòðîì â òî÷êå A. Åñëè ëó÷ AX íå ïåðåñåêàåò
ïîâåðõíîñòü, òî è ëó÷ ñâåòà, èäóùèé ïî ëó÷ó AX íå ïðåòåðïèò îòðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì ëó÷ ñâåòà, äâèãàþùèéñÿ ïî ëó÷ó AX, ïðè ýòîì AX ∩ Ω.
Îáîçíà÷èì: l0 � ïðÿìàÿ, AX ⊂ l0. Åñëè l0 ̸= m, òî ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü α : m ⊂

α, l0 ⊂ α, èíà÷å ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ α,m ⊂ α. Âõîäÿùèé ëó÷ äâèãàåòñÿ ïî ëó÷ó
AX, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïëîñêîñòè α.

Äîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ëó÷à ïîëíîñòüþ ëåæèò â α.
Ïóñòü ëó÷ ñâåòà â íåêîòîðûé ìîìåíò ïðåòåðïèò îòðàæåíèå îò Ω â òî÷êå M . Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç l ïðÿìóþ, âäîëü êîòîðîé äâèãàëñÿ ëó÷ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä îòðàæåíèåì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå M ñóùåñòâóåò β � êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê Ω. Òàê êàê Ω
ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ, òî β ⊥ α. Ïóñòü ïîñëå îòðàæåíèÿ ëó÷ ñâåòà äâèæåò-
ñÿ ïî ïðÿìîé l′. Òàê êàê l ⊂ α, β ⊥ α, òî ïî ñâîéñòâàì îòðàæåíèÿ ëó÷à ñâåòà, l′ ⊂ α.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ ëó÷à ïîëíîñòüþ ëåæèò â α.

Ôèãóðà Ω
E2
íåâèäèìà èç òî÷êè A íà ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ëó÷ ñâåòà ïîñëå âñåõ îòðà-

æåíèé ïðîäîëæèò äâèãàòüñÿ ïî ëó÷ó AX.
Òàê êàê ñå÷åíèåì ïëîñêîñòüþ α ïîâåðõíîñòè Ω ÿâëÿåòñÿ Ω

E2
, à Ω � ïîâåðõíîñòü

âðàùåíèÿ, òî â òî÷êå M íå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Ω

E2
íå èìååò êàñàòåëüíîé â òî÷êå M . Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê M

÷åðåç T .
Ðàññìîòðèì ôèãóðó Ω

E2
. Ïóñòü M � òî÷êà, ëåæàùàÿ â Ω

E2
, â òî÷êå M íå ñóùåñòâó-

åò êàñàòåëüíîé ê Ω
E2
. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê M ÷åðåç T

E2
. Òî÷êà M

ïðè âðàùåíèè îòíîñèòåëüíî m ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì ρ(M,m).
Òàêèì îáðàçîì, T - ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé. Åñëè äëÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà T

E2
òðåáó-

åòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî äóã ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñóììàðíîé ïëîùàäüþ, òî ïðîåêöèåé
ìíîæåñòâà T

E2
íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê. Çíà÷èò,
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ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà T íà åäèíè÷íóþ ñôåðó ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì îêðóæíî-
ñòåé. À èõ ïîæíî ïîêðûòü ñ÷åòíûì ÷èñëîì îòêðûòûõ êðóãîâ ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé
ïëîùàäüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, T - ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ìåðû íóëü (ïî Ëåáåãó).

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîâåðõíîñòü Ω ÿâëÿåòñÿ íåâèäèìîé èç òî÷êè A.
Ãèïîòåçà 1 äîêàçàíà.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 2.

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Îáîçíà÷èì ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ϵ = FF ′

2a
, a′ = aϵ2.

Äîêàæåì ïðÿìîå óòâåðæäåíèå. Äàíî, ÷òî ëó÷ FC ′ ñèììåòðè÷åí ëó÷ó F ′C îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîém. Òàê êàê ëó÷ FC ′ ïåðåñåêàåò ýëëèïñ â åäèíñòâåííîé òî÷êå (â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ ñ ïîëþñîì â òî÷êå F òî÷êà ýëëèïñà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àçèìóòîì), à
C ′ ∈ Υ, òî C ′ ñèììåòðè÷íà C îòíîñèòåëüíî m; C ′ ∈ d, òàê êàê m ⊥ d, C ′ è C - â ðàçíûõ
ïîëóïëîñêîñòÿõ, îòíîñèòåëüíî m.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∃M : M = FC ′ ∩ F ′C. Ïðåäïîëîæèì, FC ′ ∥ F ′C. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ω ïîëóïëîñêîñòü îòíîñèòåëüíî m, â êîòîðîé ëåæèò òî÷êà C. Òîãäà C ′ /∈ ω.

Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ôîêóñ ïàðàëëåëüíû, åñëè îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-
íî öåíòðà ýëëèïñà (öåíòðà FF ′). Òîãäà ïðÿìûå F ′C è FC ′ ïåðåñåêàåò ýëëèïñ â äâóõ
òî÷êàõ. Ïóñòü ïðÿìàÿ F ′C ïåðåñåêàåò ýëëèïñ â òî÷êå C ′′ ̸= C. Òîãäà C ′′ /∈ ω, òàê êàê
F ∈ m, C ∈ ω. Ïðÿìàÿ FC ′ ïåðåñåêàåò ýëëèïñ â äâóõ òî÷êàõ, îäíà èç êîòîðûõ ñèììåò-
ðè÷íà C îòíîñèòåëüíî öåíòðà ýëëèïñà � çíà÷èò, ëåæèò â d � à äðóãàÿ ñèììåòðè÷íà C ′′

� çíà÷èò, ëåæèò â w. Íî C ′ - îäíà èç ýòèõ òî÷åê, C ′ /∈ d, C ′ /∈ w � ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, FC ′ ∦ F ′C ⇒ ∃M : M = FC ′ ∩ F ′C.
Ïóñòü C ′ íà îòðåçêå FM . Â äðóãîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ðàññìîòðèì

△FCM íà ðèñóíêå 3. Òàê êàê C ′ ñèììåòðè÷íà C îòíîñèòåëüíîm, òî ∠C ′FF ′ = ∠CFF ′.
Òîãäà â íåì FF ′ - áèñåêòðèññà. Ïî ñâîéñòâó áèñåêòðèññû:

FC

FM
=

F ′C

F ′M
. (1)

Ôîðìóëà áèñåêòðèññû èìååò âèä:

(FF ′)2 = (FC · FM)− (F ′C · F ′M). (2)
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Ïî ñâîéñòâó ýëëèïñà, FC + F ′C = 2a = const. Èç (1) èìååì:

FC =
2a

1 + F ′M
FM

=
2a · FM

F ′M + FM
,

F ′C =
2a · F ′M

F ′M + FM
.

Ïîäñòàâèì â (2):

FF ′2 =
2a · FM

F ′M + FM
FM − 2a · F ′M

F ′M + FM
F ′M = 2a(FM − F ′M),

FM − F ′M = 2a′ =
FF ′2

2a
=

4c2

2a
= 2aϵ2 = const.

Ïðÿìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå FM − F ′M = 2a′ = const
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè M ëåæàò íà âåòâè îäíîé ãèïåðáîëû, ñîôîêóñíîé ñ ýëëèïñîì. Äåé-
ñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü ýòîé ãèïåðáîëû ðàâíà a′.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî FM −F ′M > 0, ïîýòîìó M /∈ d. Òàê êàê M ëåæèò íà ëó÷å FC ′,
âñå òî÷êè êîòîðîãî, íå ëåæàùèå â d, ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî m. Íî
C è C ′ ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî m, ñëåäîâàòåëüíî, M è C òàêæå
ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî m.

Òàê êàê M ∈ FC ′, òî ëó÷ FM ñèììåòðè÷åí ëó÷ó FC.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Äàíî:

FM − F ′M =
FF ′2

2a
, (3)

FC + F ′C = 2a.

Ïðåäïîëîæèì, C ′ íå ñèììåòðè÷íà C. Òîãäà ðàññìîòðèì C ′′, ñèììåòðè÷íóþ C ′. Î÷å-
âèäíî, C ′′ /∈ {d,m, p}, C ′′ è C � â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíîm. Òîãäà èç ïðÿìîãî
óòâåðæäåíèÿ ãèïîòåçû 2 ñëåäóåò, ÷òî

∃X = FC ′ ∩ F ′C ′′;

FX − F ′X = 2a′. (4)

Äîêàæåì, ÷òî X = M . Óðàâíåíèÿ (3) è (4) ïîêàçûâàþò, òî÷êè M è X ëåæàò íà
âåòâè ãèïåðáîëû (ïî îïðåäåëåíèþ ãèïåðáîëû), â ïîëóïëîñêîñòè òî÷êè F ′ îòíîñèòåëüíî
p. Òàêèì îáðàçîì,

Îáîçíà÷èì O � öåíòð FF ′. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ôîêóñû ãèïåðáîëû, ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó ëèáî â äâóõ, ëèáî íè
â îäíîé òî÷êå, ïðè÷åì ýòè òî÷êè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî O. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òàêàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò âåòâü ãèïåðáîëû íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå, ñëåäîâàòåëüíî,X = M .

Ëó÷è C ′′F è CF èìåþò äâå îáùèå òî÷êè: òî÷êà F è òî÷êà M . Ïðè ýòîì òî÷êè C ′′ è
C ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî m. Òîãäà C ′′ = C è C ′ ñèììåòðè÷íà C.
Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ëó÷ FC ñèììåòðè÷åí FC ′.

Çàìåòèì, ÷òî M ∈ d,M ∈ FC ′, ïîýòîìó M íà ëó÷å FC ′. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ FM
ñèììåòðè÷åí FC.
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Ãèïîòåçà 2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.

Â ãèïîòåçå 2 áóäåì íàçûâàòü òî÷êó M îáðàçîì òî÷êè C. Èç ãèïîòåçû 2 ñëåäóåò, ÷òî
îáðàç òî÷êè C îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé òî÷êè C íà ýëëèïñå, íå ëåæàùåé íà ïðÿìûõ m è
p. Íàçîâåì òî÷êè X íà ýëëèïñå, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåí îáðàç äîïóñòèìûìè òî÷êàìè.
Ïðîîáðàçîì òî÷êè M áóäåì íàçûâàòü òàêóþ äîïóñòèìóþ òî÷êó X, îáðàçîì êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà M .

Çàìå÷àíèå 2.

Â ïðÿìîì óòâåðæäåíèè ãèïîòåçû 2: M = FC ′ ∩F ′C. Ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â åäèñò-
âåííîé òî÷êå, ïîýòîìó îáðàç òî÷êè C åäèíñòâåííûé.

Ðàññìîòðèì Υ - ïðîèçâîëüíûé ýëëèïñ, íå ÿâëÿþùèéñÿ îêðóæíîñòüþ. Ïóñòü Ω �
ãèïåðáîëà, íà êîòîðîé ëåæàò îáðàçû äîïóñòèìûõ òî÷åê Υ (ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæå-
íèå îïðåäåëåíî â çàìå÷àíèè 1). Òàêàÿ ãèïåðáîëà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïî ãèïîòåçå
2. Îáîçíà÷èì: m � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêóñû ýëëèïñà. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
òî÷åê T = {X : X ∈ Ω, X /∈ m}.

Ñëåäñòâèå 1.

Êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà T èìååò åäèíñòâåííûé ñîîòâåòñòâóþùèé åé ïðîîá-
ðàç, à êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ òî÷åê ýëëèïñà � åäèíñòâåííûé ñîîò-
âåòñòâóþùèé åé îáðàç.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X ∈ T . Îáîçíà÷èì ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê
îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó ôîêóñû ýëëèïñà (ãèïåðáîëû) ÷åðåç p, ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ
ôîêóñû ÷åðåçm. Îáîçíà÷èì ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êàX îòíîñèòåëüíî
p ÷åðåç d. Îáîçíà÷èì ôîêóñû ÷åðåç F, F ′, ïðè ýòîì F ′ ∈ d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O ñåðåäèíó
FF ′. Òàê êàê T ⊂ Ω, òî FX − F ′X = 2a′, ãäå a′ - äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü ãèïåðáîëû.
Ïóñòü a � áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà, ϵ = FF ′

2a
< 1; ϵ′ = FF ′

2a′
> 1.

Ðàññìîòðèì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ F � ïîëþñ, FF ′ � îñü. Îáîçíà÷èì:
α = ∠XFF ′. Óðàâíåíèå ãèïåðáîëû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

r(α) =
a′(ϵ′2 − 1)

ϵ′ cosα− 1
.

Èç ãèïîòåçû 2 ïàðàìåòðû ãèïåðáîëû èìåþò âèä: a′ = aϵ2 ⇒ ϵ′ = FF ′

2a′
= 1

ϵ
. Òîãäà

r(α) =
aϵ2( 1

ϵ2
− 1)

1
ϵ
cosα− 1

=
aϵ(1− ϵ2)

cosα− ϵ
. (5)

Òî÷êà ãèïåðáîëû îïðåäåëåíà, åñëè (|α| < arccos ϵ < π
2
). Ìíîæåñòâî T íå âêëþ÷àåò â

ñåáÿ òî÷êè ãèïåðáîëû ïðè α = 0, |α| = π (−π < α 6 α) è âêëþ÷àåò âñå îñòàëüíûå òî÷êè.
Ãèïåðáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî m è p, ïîýòîìó ðàññìîòðèì α: 0 < |α| < arccos ϵ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëó÷ èç F , ïåðåñåêàþùèé ýëëèïñ â ïîëóïëîñêîñòè d. Î÷å-
âèäíî, îí ïåðåñå÷åò ýëëèïñ â åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Çàìåòèì, ÷òî ëó÷, íàêëîíåííûé ê FF ′ ïîä óãëîì φ = arccos ϵ = arccos FF ′

2a
ïåðåñå÷åò

ýëëèïñ â òî÷êå, ëåæàùåé íà ïðÿìîé p, à ëó÷, íàêëîíåííûé ïîä íóëåâûì óãëîì, ïåðåñå÷åò
ýëëèïñ â òî÷êå, ëåæàùåé íà ïðÿìîé m. Òîãäà ëþáîé ëó÷ èç F , çàêëþ÷åííûé ìåæäó
ýòèìè äâóìÿ ëó÷àìè, ïåðåñå÷åò ýëëèïñ â íåêîòîðîé åäèíñòâåííîé òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ
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äîïóñòèìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à FX ñ ýëëèïñîì. Ëó÷ FX
ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ ïðÿìîé m, ïîýòîìó A′ � äîïóñòèìàÿ òî÷êà.

Òîãäà ðàññìîòðèì òî÷êó A, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå A′ (ðèñóíîê 4). Îíà òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ äîïóñòèìîé è èìååò îáðàç íà ëó÷å l = FX. Èç çàìå÷àíèÿ 2: îáðàç òî÷êè A
åäèíñòâåííûé, ïðè÷åì ýòî òî÷êà X. Òîãäà X èìååò ïðîîáðàç � òî÷êà A′.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè X åäèíñòâåííûé. Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò äî-
ïóñòèìàÿ òî÷êà A′′, îòëè÷íàÿ îò A, îáðàçîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà X. Â ãèïîòåçå 2
ïîêàçàíî, ÷òî îáðàç òî÷êè A′′ è ñàìà òî÷êà A′′ ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé p. Òîãäà A′′ ∈ d, ïîòîìó ÷òî X ∈ d. Ïóñòü FA′′ ñîñòàâëÿåò óãîë β ñ
FF ′. Òîãäà îáðàç òî÷êè A′′ ëåæèò íà ëó÷å l′′, ñèììåòðè÷íîì ëó÷ó FA′′ îòíîñèòåëüíî
m, òî åñòü ëó÷ l′′ òàêæå ñîñòàâëÿåò óãîë β ñ ïðÿìîé m. ×òîáû X ÿâëÿëàñü îáðàçîì A′′

íåîáõîäèìî, ÷òîáû X ∈ l′′. Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè α = β, ïîòîìó ÷òî åñëè ëó÷è
FX è l′′ îòëè÷íû, òî îíè èìåþò íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè, êîòîðîé óæå ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà F . Íî òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ A′′ ñîâïàäàåò ñ A � ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà T èìååò åäèíñòâåííûé ñîîòâåòñòâóþùèé
åé ïðîîáðàç, à êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ òî÷åê ýëëèïñà - åäèíñòâåííûé
ñîîòâåòñòâóþùèé åé îáðàç.

Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ñëåäñòâèå 2.

Ïóñòü äàí ýëëèïñ, íå ÿâëÿþùèéñÿ îêðóæíîñòüþ. Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå
ðàçëè÷íûå äîïóñòèìûå òî÷êè íà ýëëèïñå � òî÷êè C1 è C2, íàõîäÿùèåñÿ â îäíîé ïîëó-
ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî p, à òàêæå â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, îòíîñèòåëüíî m.

Ïóñòü òî÷êè M1, M2 - îáðàçû òî÷åê C1 è C2.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C0 íà äóãå ýëëèïñà C1C2, C0 ̸= C1, C0 ̸= C2. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç M0 îáðàç òî÷êè C0. Òîãäà M ëåæèò íà äóãå âåòâè ãèïåðáîëû M1M2,
M0 ̸= M1,M0 ̸= M2.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 2.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó ôîêóñû ýëëèïñà
÷åðåç p, ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ ôîêóñû ÷åðåç m. Îáîçíà÷èì ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé
íàõîäèòñÿ òî÷êà C îòíîñèòåëüíî p ÷åðåç d. Îáîçíà÷èì ôîêóñû ÷åðåç F, F ′, ïðè ýòîì
F ′ ∈ d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O ñåðåäèíó FF ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé
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ëåæèò òî÷êà C îòíîñèòåëüíî m. Îáîçíà÷èì: a � áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà, ϵ = FF ′

2a
< 1

� ýêñöåíòðèñèòåò.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ

N
óãîë CNFF ′, N ∈ {0, 1, 2}. ×òîáû CN ∈ d, CN ∈ ω íåîáõîäèìî,

÷òîáû (0 < φ
N

< arccos ϵ), N ∈ {0, 1, 2}. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè φ1 < φ2 . Òàê
êàê ïðîèçâîëüíûé ëó÷ èç òî÷êè F , õàðàêòåðèçóåìûé àçèìóòîì α ïåðåñåêàåò ýëëèïñ
â åäèíñòâåííîé òî÷êå, òî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ â
ñîîòâåòñòâèå àçèìóòó α òî÷êó íà ýëëèïñå. Òàê êàê òî÷êà C0 ëåæèò âíóòðè äóãè C1C2,
ñëåäîâàòåëüíî φ1 6 φ0 6 φ2 . Íî ýòà ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííà íà îòðåçêå [φ1 ;φ2 ],
ïîýòîìó

φ1 < φ0 < φ2 .

Òàê êàê C1, C2 � äîïóñòèìûå òî÷êè íà ýëëèïñå, íàõîäÿùèåñÿ â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî m è p, òî êàæäàÿ òî÷êà äóãè ýëëèïñà C1C2 � äîïóñòèìàÿ òî÷êà, ñëåäîâà-
òåëüíî, C0 � äîïóñòèìàÿ òî÷êà, à çíà÷èò, èìååò îáðàç.

Òî÷êà íà ýëëèïñå è åå îáðàç íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî m
è â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî p. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî MN ∈ ω, MN ∈ d,
N ∈ {0, 1, 2}. Òàêæå, àçèìóò òî÷êè MN ïðîòèâîïîëîæåí àçèìóòó CN , òàê ëó÷ FCN

ñèììåòðè÷åí ëó÷ó FMN îòíîñèòåëüíî m, N ∈ {0, 1, 2}.
Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (5).
Ôóíêöèÿ r(α) íåïðåðûâíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå

(− arccos ϵ; 0) è óáûâàåò ïî α. Òàê êàê MN ëåæàò íà âåòâè ãèïåðáîëû, N ∈ {0, 1, 2}, òî
− arccos ϵ < α

N
< 0, òî åñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−α2 ;−α1 ]. Ôóíêöèÿ r(α)

ñòðîãî ìîíîòîííà íà ýòîì îòðåçêå. Òîãäà íà ýòîì îòðåçêå ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ îáðà-
òèìàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå àçèìóòó α òî÷êó íà ãèïåðáîëå.
Òàê êàê α1 < α0 < α2 , òî M0 ëåæèò íà äóãå M1M2, M0 ̸= M1,M0 ̸= M2.

Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.

Ãèïîòåçà 3. Ðàññìîòðèì ôèãóðó Q
E2
. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëó÷ ñâåòà, îò-

ðàçèâøèéñÿ îò Ý1 â òî÷êå, ãäå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê Ý1. Ïóñòü ëó÷ ñâåòà äâè-
ãàëñÿ â íà÷àëå äâèæåíèÿ ïî ëó÷ó l, A ∈ l. Òîãäà ëó÷ ñâåòà îòðàçèòñÿ îò Ã1, ïðè÷åì
ïîñëå îòðàæåíèÿ îí áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ëó÷ó, ñèììåòðè÷íîìó l.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 3.

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ëó÷à ñâåòà, âûøåäøåãî èç òî÷êè A. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî åñëè

∠(l,m) < ∠CAF, ëèáî

∠(l,m) > ∠BAF,

òî ëó÷ ñâåòà íå ïðåòåðïèò îòðàæåíèÿ îò Ý1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ëó÷, êîòîðûé ïðåòåðïåâàåò õîòÿ áû îäíî îòðàæåíèå. Òîãäà:

∠CAF 6 ∠(l,m) 6 ∠BAF.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ l ïåðåñåêàåò äóãó Ý1 â íåêîòîðîé òî÷êåX1, à äóãó Ã1 â íåêîòîðîé
òî÷êå X2. Ïî ïîñòðîåíèþ, C, C

′ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà è âåòâè ãèïåðáîëû. Òîãäà
AX1 6 AX2, ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, åñëè B,B′, C, C ′ /∈ l.

Ý2 è Ã2 ãîìîòåòè÷íû Ý1 è Ã1 ñ k > 1, ïîýòîìó åñëè îáîçíà÷èòü X3 = l ∩ Ý2,
X4 = l ∩ Ã2, òî AX3 > AX1, AX4 > AX1.

Ðàñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëó÷ ñâåòà, äëÿ êîòîðîãî ∠CAF < ∠(l,m) < ∠BAF .
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Òîãäà ïåðâîå îòðàæåíèå òàêîãî ëó÷à áóäåò î Ý1, ïîòîìó ÷òî äóãè BC, B′C ′ ïðè-
íàäëåæàò Ý1. Îáîçíà÷èì òî÷êó îòðàæåíèÿ îò Ý1 ÷åðåç X. Äóãà Ý1 íåïðåðûâíà âî
âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ (à òàêæå äèôôåðåíöèðóåìà, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ýëëèï-
ñà), ïîýòîìó îòðàæåíèå â òî÷êå X îïðåäåëåíî. Òîãäà ëó÷ ñâåòà ïîñëå îòðàæåíèÿ áóäåò
äâèãàòüñÿ ïî ëó÷ó XF .

Ïóñòü ϵ � ýêñöåíòðèñèòåò Ý1, a � áîëüøàÿ ïîëóîñü.
Ïóñòü a′ � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü Ã1. Ïî ïîñòðîåíèþ a′ = AF 2

2a
.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî Ã1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îáðàçîâ òî÷åê äóã BC,B′C ′ íà
Ý1. Ïðè ýòîì îáðàçîì òî÷êè B ÿâëÿåòñÿ D′, C − C ′, B′ − D,C ′ − C. Òî÷êà X ëåæèò
âíóòðè îäíîé èç äóã Ý1. Òîãäà ëó÷ XF ïåðåñåêàåò Ã1 â òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè
îäíîé èç äóã (ïî ñëåäñòâèþ 2).

Ïî ïîñòðîåíèþ k > AD
AB

. Åñëè k â òî÷íîñòè ðàâíî ýòîìó îòíîøåíèþ, òî Ý2 èìååò
ñ Ã1 äâå îáùèå òî÷êè � D,D′. Äëÿ ëþáîé òî÷êè X2, ëåæàùåé íà îäíîé èç äóã Ã1,
AX2 < AX3, åñëè AX2 ∩ Ý2 = X3. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî r

Ã1
(|α|) âîçðàñòàåò ïî |α|, à

r
Ý2
(|α|) óáûâàåò ïî |α| íà îòðåçêå [∠CAF ;∠BAF ] â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîëþñîì

A è îñüþ OF . Åñëè k > AD
AB

, òî AX3 > AX2 ïðè |α| ∈ [∠CAF ;∠BAF ].
Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùåå îòðàæåíèå áóäåò î Ã1. Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó X ′. Äâèæå-

íèå ëó÷à ñâåòà ïðîèñõîäèò ïî ëó÷ó XF , à XF ∩ Ã1 = X ′, ïðè ýòîì X ′ � îáðàç òî÷êè
X. Òîãäà X ′ ñèììåòðè÷íà X, çíà÷èò ëåæèò âíóòðè äóãè ãèïåðáîëû. Òîãäà îòðàæåíèå
â òî÷êå X ′ îïðåäåëåíî è, ïî ñâîéñòâó ãèïåðáîëû, ïîñëå îòðàæåíèÿ ëó÷ áóäåò äâèãàòüñÿ
ïî ëó÷ó AX ′. Îäíàêî X ′ ñèììåòðè÷íà X îòíîñèòåëüíî m, ñëåäîâàòåëüíî, AX ′ ñèììåò-
ðè÷åí AX. Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíû ïåðâûå äâà îòðàæåíèÿ.

Îòðàæåíèÿ â òî÷êàõ B,B′, C, C ′ íå îïðåäåëåíû, ïîýòîìó ñëåäóåò ðàññìàòèâàòü òîëü-
êî ëó÷è, äëÿ êîòîðûõ ∠CAF < ∠(l,m) < ∠BAF .

Ãèïîòåçà 3 äîêàçàíà.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ôèãóðó Q
E2
è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåâèäèìîé.

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ëó÷à ñâåòà, âûøåäøåãî èç òî÷êèA. Ïóñòü l - ëó÷, ïî êîòîðîé
íà÷àë äâèæåíèå ëó÷ ñâåòà, A � íà÷àëî ëó÷à. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè

∠(l,m) < ∠CAF, ëèáî

∠(l,m) > ∠BAF,

òî ëó÷ ñâåòà íå ïðåòåðïèò íè îäíîãî îòðàæåíèÿ. Åñëè ëó÷ íå ïðåòåðïåâàåò íè îäíîãî
îòðàæåíèÿ, òî îí íå ìåíÿåò ñâîåãî íàïðàâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëó÷, êîòîðûé ïðåòåðïåâàåò õîòÿ áû îäíî îòðàæåíèå. Òîãäà, åñëè

∠CAF < ∠(l,m) < ∠BAF,

òî ïî ãèïîòåçå 3 ëó÷ ñâåòà ïîñëå äâóõ îòðàæåíèé äâèæåòñÿ ïî ëó÷ó, ñèììåòðè÷íîìó l.
Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç ãèïîòåçû 3.

Ëó÷ ñâåòà äâèãàåòñÿ ïî ëó÷ó AX ′, ∠(AX ′;m) = α. Ïóñòü AX ′ ∩Ý2 = Y . Òàê êàê Ý2
ãîìîòåòè÷åí Ý1, òî Y ëåæèò âíóòðè îäíîé èç äóã Ý2.

Ðàññìîòðèì òî÷êó F ′ :
−−→
AF ′ = k ·

−→
AF . Åñëè äëÿ òî÷åê A,F ′ ïîñòðîèòü ôèãóðó Q

E2
ñ

ïàðàìåòðàìè ìàëîãî ýëëèïñà a′ = k · a, òî ýëëèïñ Ý1' íîâîé ôèãóðû ñîâïàäåò ñ Ý2, à
ãèïåðáîëà Ã1' ñîâïàäåò ñ Ã2. Òîãäà ïî ãèïîòåçå 3 ëó÷ ñâåòà, äâèãàþùèéñÿ ïî ëó÷ó AX ′
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ïîñëå äâóõ îòðàæåíèé áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ëó÷ó AX ′′ (X ′′ � òî÷êà îòðàæåíèÿ ëó÷à ñâåòà
îò Ã2), ñèììåòðè÷íîìó AX ′, òî åñòü, ñîâïàäàþùåìó ñ AX.

Èòàê, ëþáîé ëó÷, âûïóùåííûé ïî ëó÷ó l, ïåðâîå îòðàæåíèå êîòîðîãî áûëî îïðåäå-
ëåíî, ïîñëå îòðàæåíèé äâèæåòñÿ ïî ëó÷ó l.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëó÷è ñâåòà, äëÿ êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ ïîñëå ïåðâîãî îòðàæåíèÿ
íå îïðåäåëåíà. Èç ðàññóæäåíèé âûøå, òðàåêòîðèþ ëþáîãî ëó÷à ñâåòà, òî÷êà ïåðâîãî
îòðàæåíèÿ êîòîðîãî íå ñîâïàäàåò ñ B,C,B′, C ′ ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü. Òàêèì
îáðàçîì, íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè òî÷êè A ñóùåñòâóþò 4 òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâî
íåâèäèìîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ. À èõ, î÷åâèäíî, ìîæíî ïîêðûòü äóãàìè ñêîëü óãîäíî
ìàëîé äëèíû.

Òîãäà ôèãóðà Q
E2
ïî îïðåäåëåíèþ íåâèäèìà èç òî÷êè A íà ïëîñêîñòè.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ôèãóðà Q
E2

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî m, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõ-
íîñòü Q, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì âðàùåíèÿ ôèãóðû Q

E2
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé m ÿâëÿåòñÿ

íåâèäèìîé èç òî÷êè A â ïðîñòðàíñòâå E3 (ïî ãèïîòåçå 1).
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå çíà÷åíèå óãëà φ = ∠DAF = ∠D′AF . Â ñëåä-
ñòâèè 2 ïîêàçàíî, ÷òî òî÷êà ãèïåðáîëû îïðåäåëåíà ïðè φ < arccos(ϵ), ãäå ϵ � ýêñöåíòðè-
ñèòåò Ý1 (è Ý2, òàê êàê ýëëèïñû ïîäîáíû).

Ðàññìîòðèì òî÷êó C ïåðåñå÷åíèÿ Ý1 è Ã1. Ïóñòü a � áîëüøàÿ ïîëóîñü Ý1, a′ = aϵ2

� äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü ãèïåðáîëû. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû:

{
AC + FC = 2a; ⇐⇒
AC − FC = 2aϵ2.

{
AC = a(1 + ϵ2);

FC = a(1− ϵ2).

Ïî îïðåäåëåíèþ ýêñöåíòðèñèòåòà: AF = 2aϵ.
Çàïèøåì òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ ∠CAF = β â òðåóãîëüíèêå CAF :

FC2 = AF 2 + AC4 − 2 · AF · AC cos β

a2
(
1− ϵ2

)2
= 4ϵ2a2 + a2

(
1 + ϵ2

)2 − 4ϵa2(1 + ϵ2) cos β

1 + ϵ4 − 2ϵ2 = 4ϵ2 + 1 + ϵ4 + 2ϵ2 − 4ϵ(1 + ϵ2) cos β

(1 + ϵ2) cos β = 2ϵ

β = arccos
2ϵ

1 + ϵ2

Äëÿ ýëëèïñà ϵ < 1, ïîýòîìó:

arccos
2ϵ

1 + ϵ2
< arccos(ϵ)

Òîãäà:

arccos
2ϵ

1 + ϵ2
< φ < arccos(ϵ).
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