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Неравенство Йенсена (общий случай): 

∑ 𝑓(𝑥𝑗)

𝑛

𝑗=1

≥ 𝑛𝑓(𝑥0), 

где x0, x1, x2, …, xnI, ∑ 𝑙(𝑥𝑗)𝑛
𝑗=1 = 𝑛 ⋅ 𝑙(𝑥0).  

 

Baltic way, 2011, задача 4. Пусть даны положительные числа a, b, c, d 

такие, что a+b+c+d=4. Докажите неравенство 
𝑎

𝑎3 + 8
+

𝑏

𝑏3 + 8
+

𝑐

𝑐3 + 8
+

𝑑

𝑑3 + 8
≤

4

9
. 

Пример 1. ([3], стр. 31, упр. 1.2.9) Пусть даны положительные числа a, 

b, c такие, что a2+b2+c2=3. Докажите неравенство 
1

𝑎3+2
+

1

𝑏3+2
+

1

𝑐3+2
≥ 1. 

Пример 2. ([3], стр. 55, упр. 3.1.4) Пусть даны неотрицательные числа 

a, b, c, d, e такие, что 
1

4 + 𝑎
+

1

4 + 𝑏
+

1

4 + 𝑐
+

1

4 + 𝑑
+

1

4 + 𝑒
= 1. 

 Докажите, что 
𝑎

4 + 𝑎2 +
𝑏

4 + 𝑏2 +
𝑐

4 + 𝑐2 +
𝑑

4 + 𝑑2 +
𝑒

4 + 𝑒2 ≤ 1. 

Пример 3. (Китай, 2005, [1], стр. 196, задача 132) Пусть даны 

положительные числа a, b, c, сумма которых равна 1. Докажите неравенство 

10(𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3) − 9(𝑎5 + 𝑏5 + 𝑐5) ≥ 1. 

Пример 4. ([1], стр. 196, задача 124) Пусть даны положительные числа 

a, b, c такие, что a2+b2+c2=12. Найдите наибольшее значение выражения 

𝐴 = 𝑎 ⋅ √𝑏2 + 𝑐23
+ 𝑏 ⋅ √𝑐2 + 𝑎23

+ 𝑐 ⋅ √𝑎2 + 𝑏23
. 

Пример 5. (Baltic Way, 2002, задача 4, [4]) Путь дано целое 

положительное число n. Для любых чисел 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ≥ 0  таких, что 

∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1 = 1, докажите неравенство  

∑ 𝑥𝑘(1 − 𝑥𝑘)2 ≤ (1 −
1

𝑛
)

2𝑛

𝑘=1

. 

 Определение 1. Пусть дана числовая функция f, определенная на 

некотором промежутке I. Непрерывная функция g: IR называется 

локальной опорной кривой к графику f в точке x0I, если f(x0)=g(x0) и 

существует >0 такое, что выполнено одно из следующих условий 

 

1) для всякого 𝑥 ∈ 𝐼 ∩ (𝑥0 − 𝛿; 𝑥0 + 𝛿)  справедливо неравенство 

f(x)≥g(x); 



2) для всякого 𝑥 ∈ 𝐼 ∩ (𝑥0 − 𝛿; 𝑥0 + 𝛿)  справедливо неравенство 

f(x)≤g(x). 

  

 Лемма 1 (частный случай теоремы Ферма). Пусть даны числовые 

функции f и g, определенные на промежутке I. Пусть также функции f и g 

дифференцируемы в точке х0I и f(x0)=g(x0). Если существует >0 такое, 

что для всякого xI(x0 –; x0 + ) выполнено неравенство f(x)≥g(x), то                  

f (x0)=g (x0). 

 

 Лемма 2. Пусть даны многочлены P, Q и g, промежуток I, точка x0I 

такие, что f(x0)=g(x0), 𝑓′(𝑥0) = 𝑔′(𝑥0) , где 𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
. Пусть также для 

всякого xI выполнено неравенство Q(x)>0. Тогда разность                    

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) представима в виде 
(𝑥−𝑥0)2⋅𝑇(𝑥)

𝑄(𝑥)
, где Т – многочлен. 

 Теорема 1 (достаточные условия выполнения неравенства 

Йенсена). Пусть даны числовые функции f и l, определенные на промежутке 

I. Пусть также функции f и l дифференцируемы в точке х0I. Если для 

каждого xI выполнено неравенство 

𝑓(𝑥) ≥ 𝑘 ⋅ 𝑙(𝑥) + 𝑚, 

где 𝑘 = {
0, если 𝑙′(𝑥0) = 0,    

𝑓′(𝑥0)

𝑙′(𝑥0)
, если 𝑙′(𝑥0) ≠ 0,

 𝑚 = 𝑓(𝑥0) − 𝑘 ⋅ 𝑙(𝑥0) , то для функции f 

справедливо неравенство Йенсена в точке х0. 

 

 Теорема 2 (достаточные условия выполнения неравенства 

Йенсена). Пусть даны числовые функции f и l, определенные на промежутке 

I, и множество G, x0I/G. Пусть также функции f и l дифференцируемы в 

точке х0 и на множествах G и I функция f достигает своего наименьшего 

значения. Если 

min
𝐺

𝑓 + (𝑛 − 1) min
𝐼

𝑓 ≥ 𝑛𝑓(𝑥0) 

и для каждого xI/G выполнено неравенство 

𝑓(𝑥) ≥ 𝑘 ⋅ 𝑙(𝑥) + 𝑚, 

где 𝑘 = {
0, если 𝑙′(𝑥0) = 0,    

𝑓′(𝑥0)

𝑙′(𝑥0)
, если 𝑙′(𝑥0) ≠ 0,

 𝑚 = 𝑓(𝑥0) − 𝑘 ⋅ 𝑙(𝑥0) , то для функции f 

справедливо неравенство Йенсена в точке х0. 

 

Определение 2. Пусть даны положительные числа x1, x2, …., xn. Если 

число  отлично от нуля, то средним степенным чисел x1, x2, …., xn 

называется число 



𝑐𝛼(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = (
∑ 𝑥𝑗

𝛼𝑛
𝑗=1

𝑛
)

1
𝛼

. 

Если =0, то  

𝑐0(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = √𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ … ⋅ 𝑥𝑛
𝑛 . 

Справедлива 

 

 Теорема 3 (достаточные условия для выполнения неравенство 

Йенсена). Пусть даны число , положительное число х0 и натуральное число 

n≥2. Пусть дана функция f, определенная на множестве всех 

положительных чисел, и дифференцируема в точке x0. Если                        

(𝛼 − 1) ⋅ 𝑓′(𝑥0) ≤ 0  и для всякого положительного числа x такого, что     

𝑥𝛼 < 𝑛𝑥0
𝛼 выполнено 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0), то  

 

∑ 𝑓(𝑥𝑗)

𝑛

𝑗=1

≥ 𝑛𝑓(𝑥0), 

 

где x1, x2, …, xn>0 и 𝑐𝛼(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑥0. 

 

 Теорема 4 (достаточные условия для выполнения неравенство 

Йенсена). Пусть даны число ≠0, положительное число х0 и натуральное 

число n≥2. Пусть дана функция f, определенная на множестве всех 

положительных чисел, и дифференцируема в точке x0. Если                                   

(𝛼 − 1) ⋅ 𝑓′(𝑥0) ≥ 0  и для всякого положительного числа x такого, что            

𝑥 < 𝑛𝑥0 выполнено 𝑓(𝑥) ≥
𝑓′(𝑥0)

𝛼⋅𝑥0
𝛼−1

(𝑥𝛼 − 𝑥0
𝛼) + 𝑓(𝑥0), то 

∑ 𝑓(𝑥𝑗)

𝑛

𝑗=1

≥ 𝑛𝑓(𝑥0), 

где x1, x2, …, xn>0 и 𝑥1 + 𝑥2+. . . +𝑥𝑛 = 𝑛𝑥0. 

 

 Теорема 5. Пусть дан многочлен P(x)=ax3+bx2+cx+d, a≠0, натуральное 

число n и положительное число х0. Пусть даны неотрицательные числа x1, 

x2, …, xn, сумма которых равна nx0. Если 2ax0+b≥0 и (n+2)ax0+b≥0, то 

справедливо неравенство Йенсена в точке х0. 

  

 Задача-подарок. Пусть даны положительные числа a, b, c такие, что 

ab+bc+ca=1. Докажите неравенство 
𝑎2

𝑏+𝑐
+

𝑏2

𝑐+𝑎
+

𝑐2

𝑎+𝑏
≥

√3

2
. 
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