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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà öâåòàìè èç

ìíîæåñòâà C = {1, 2, 3}, ñîãëàñîâàííûå ñ ñèñòåìîé çàïðåòîâ íà ðåáðàõ ýòîãî

ãðàôà. Äëÿ äàííîãî ðåáðà AB îòîáðàæåíèå f : {A,B} → C, ãäå f(A) ̸= f(B),

íàçîâåì çàïðåòîì äëÿ ýòîãî ðåáðà, åñëè ïðè ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà íåëü-

çÿ îäíîâðåìåííî êðàñèòü âåðøèíó A â öâåò f(A) è âåðøèíó B � â öâåò f(B).

Ãðàô íàçûâàåòñÿ (3, x)-ðàñêðàøèâàåìûì äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ N, åñëè ïðè ëþáîì
âûáîðå äëÿ êàæäîãî åãî ðåáðà ìíîæåñòâà èç x çàïðåòîâ ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà

âåðøèí ãðàôà â öâåòà èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3}, íå íàðóøàþùàÿ íè îäèí èç ýòèõ

çàïðåòîâ. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå (3, x)-ðàñêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ ïðè êàæ-

äîì çíà÷åíèè x = 2, 3, . . . , 6. Âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, êàê îïèñûâàåòñÿ êëàññ

âñåõ (3, 1)-ðàñêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ.

Ââåäåíèå

Ïóñòü G = G(V,E) � êîíå÷íûé ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàñêðàñêîé âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå

c : V → C, ãäå C � ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî öâåòîâ, ò.å. âûáîð äëÿ êàæäîé

âåðøèíû A åå öâåòà c(A) ∈ C. Ðàñêðàñêà c íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé åñëè c(A) ̸= c(B)

ïðè AB ∈ E, ò.å. íèêàêèå äâå ñìåæíûå âåðøèíû ãðàôà íå îêðàøåíû â îäèí è òîò

æå öâåò.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðàô íàçûâàåòñÿ k-ðàñêðàøèâàåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïðàâèëü-

íàÿ ðàñêðàñêà åãî âåðøèí â k öâåòîâ, ò.å. òàêàÿ ÷òî |C| = k.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü AB ∈ E � ðåáðî ãðàôà G. Îòîáðàæåíèå f : {A,B} → C,

ãäå f(A) ̸= f(B), íàçîâåì çàïðåòîì, äëÿ ðåáðà AB, åñëè ïðè ðàñêðàñêå âåðøèí G

çàïðåùàåòñÿ îäíîâðåìåííî îêðàøèâàòü âåðøèíó A â öâåò f(A) è âåðøèíó B � â öâåò

f(B). Ïóñòü f(A) = X, f(B) = Y . Åñëè äëÿ ðåáðà çàôèêñèðîâàíî îáîçíà÷åíèå AB

(ñîîòâåòñòâåííî, BA), òî çàïðåò áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé öâåòîâ

(X, Y ) (ñîîòâåòñòâåííî, (Y,X)).

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì íàçûâàòü ãðàô íàãðóæåííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî åãî

ðåáðà çàäàíî ñâîå ìíîæåñòâî çàïðåòîâ, ãäå C = {1, 2, . . . , k} � ìíîæåñòâî öâåòîâ.

Îáû÷íûå ãðàôû áóäóò ÿâëÿòüñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàãðóæåííûõ ãðàôîâ ïðè ïóñòîì

ìíîæåñòâå çàïðåòîâ. Äëÿ ðåáðà e ∈ E íàãðóæåííîãî ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç r(e)

êîëè÷åñòâî çàïðåòîâ íà ðåáðå e. Íàãðóæåííûé ãðàô G íàçîâåì x-íàãðóæåííûì, èëè

ãðàôîì ñ x çàïðåòàìè íà ðåáðàõ, åñëè r(e) = x äëÿ ëþáîãî e ∈ E.
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Îïðåäåëåíèå 5. Ïðàâèëüíîé (k, x)-ðàñêðàñêîé x-íàãðóæåííîãî ãðàôà íàçîâåì òà-

êóþ ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó åãî âåðøèí öâåòàìè èç ìíîæåñòâà C = {1, 2, . . . , k}, ÷òî
íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà íå íàðóøåí íè îäèí èç x çàïðåòîâ äëÿ ýòîãî ðåáðà.

Îïðåäåëåíèå 6. Îáûêíîâåííûé ãðàô G íàçîâåì (k, x)-ðàñêðàøèâàåìûì, åñëè

äëÿ ëþáîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó x-íàãðóæåííîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ

(k, x)-ðàñêðàñêà åãî âåðøèí.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñòàíäàðòíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðàôîâ: öåïè, öèêëû è äåðåâüÿ

(ñì. [5]). Öåïü ñ n âåðøèíàìè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êàê Pn, öèêë äëèíû n � êàê Cn.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äàþùàÿ ïîëíîå

îïèñàíèå ñâÿçíûõ (3, x)-ðàñêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè x = 2, 3, . . . , 6:

Òåîðåìà. Ïóñòü G � îáûêíîâåííûé ñâÿçíûé ãðàô.

à) Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ (3, 6)-ðàñêðàøèâàåìûì ⇔ G = P1;

á) Åñëè x ∈ {4, 5}, òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ (3, x)-ðàñêðàøèâàåìûì ⇔ G ∈ {P1, P2};
â) Åñëè x ∈ {2, 3}, òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ (3, x)-ðàñêðàøèâàåìûì⇔ G ∈ {P1, P2, P3}.
Îòíîñèòåëüíî (3,1)-ðàñêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ ìû âûñêàçûâàåì ñëåäóþùóþ ãèïî-

òåçó, ÷åðíîâîé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîé èìååòñÿ ó àâòîðîâ è â íàñòîÿùåå

âðåìÿ äîðàáàòûâàåòñÿ.

Ãèïîòåçà. Ñâÿçíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ (3,1)-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óäàëåíèè èç G âñåõ âåðøèí ñòåïåíè 1 ïîëó÷àåòñÿ

îäèí èç ñëåäóþùèõ ãðàôîâ:

1) îäíîâåðøèííûé ãðàô;

2) öèêë;

3) ãðàô âèäà G1 (ðèñ. 1), ïðè÷åì äëèíà íè îäíîãî èç öèêëîâ íå ðàâíà 3n + 1,

n ∈ N;
4) ãðàô âèäà G2 (ðèñ. 1), íàçûâàåìûé òýòà-ãðàôîì, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) äëèíû âñåõ öåïåé áîëüøå 1 è íå äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè

íà 3;

á) îäíà öåïü èìååò äëèíó 1, à äëèíû äâóõ äðóãèõ íå êðàòíû 3.

Ðèñóíîê 1.

Ïðèâåäåì êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïðåäøåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ è ìîòèâà-

öèþ äëÿ ïîñòàâëåííîé íàìè çàäà÷è. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èññëåäîâàííàÿ çàäà÷à îá

îïèñàíèè ãðàôîâ, ðàñêðàøèâàåìûõ â òðè öâåòà è èìåþùèõ çàïðåùåííûå ïàðû öâå-

òîâ íà ðåáðàõ, ÿâëÿåòñÿ íîâîé, îíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåò êëàññè÷åñêóþ

òåìàòèêó ïðåäïèñàííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ.
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Ïîíÿòèå ïðåäïèñàííîé ðàñêðàñêè ãðàôà âïåðâûå âîçíèêëî â 1976 ãîäó ó Â.Ã.

Âèçèíãà [1] è îïðåäåëÿëîñü êàê ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà ñ çàäàííûìè ïðåäïèñàíè-

ÿìè (íàáîðàìè äîïóñòèìûõ öâåòîâ) â êàæäîé âåðøèíå. Â 1979 ã. âûøëà èçâåñòíàÿ

ðàáîòà Ï. Ýðäåøà, À. Ðóáèíà è Õ. Òýéëîðà [2] ïî ïðåäïèñàííîìó õðîìàòè÷åñêîìó

÷èñëó. Â 1994 ãîäó Ê. Òîìàñåííîì [3] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î ïðåäïèñàííîé 5-

ðàñêðàøèâàåìîñòè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Îòäåëüíàÿ ñòðàíèöà, ïîñâÿùåííàÿ ðàñêðàñ-

êàì ãðàôîâ ñ ïðåäïèñàíèÿìè â âåðøèíàõ, åñòü â àíãëèéñêîé Âèêèïåäèè [4].

Íàðÿäó ñ ïðåäïèñàííûìè ðàñêðàñêàìè âåðøèí, Å. Äèíèöåì, Ô. Ãàëâèíîì, Äæ.

Êàíîì [5], [6] è äðóãèìè àâòîðàìè áûëè îïðåäåëåíû è èçó÷åíû ïðåäïèñàííûå ðàñ-

êðàñêè ðåáåð ãðàôîâ è ìóëüòèãðàôîâ. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ãèïîòåçà

î ñîâïàäåíèè îáû÷íîãî è ïðåäïèñàííîãî õðîìàòè÷åñêîãî èíäåêñîâ ãðàôà è ïîäòâåð-

æäåíèå ýòîé ãèïîòåçû Ãàëâèíîì [5] äëÿ êëàññà äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

Îòëè÷èå ðàññìîòðåííîé â äàííîé ðàáîòå çàäà÷è îò ðàíåå èññëåäîâàííûõ ñîñòîèò

â òîì, ÷òî êðàñÿòñÿ âåðøèíû ãðàôà, îäíàêî ïðåäïèñàíèÿ (çàïðåòû) çàäàþòñÿ íå â åãî

âåðøèíàõ, à íà ðåáðàõ. Òåì ñàìûì ââåäåííóþ íàìè ðàñêðàñêó â íåêîòîðîì ñìûñëå

ìîæíî íàçâàòü �ãèáðèäíîé� ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäïèñàííûì ðàñêðàñêàì âåðøèí è

ðåáåð.

Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà ñ çàïðåòàìè íà ðåáðàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò

â ñëåäóþùåé ïðèêëàäíîé çàäà÷å. Ïóñòü âåðøèíû ãðàôà îáîçíà÷àþò ðàáîòû íåêîòî-

ðîãî ïðîåêòà, à öâåòà âåðøèí � ðàáîòíèêîâ, âûïîëíÿþùèõ ýòè ðàáîòû. Ðåáðî ìåæäó

âåðøèíàìè A è B îçíà÷àåò ñâÿçàííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò, òî åñòü ÷òî ðàáîò-

íèêè, âûïîëíÿþùèå ðàáîòû A è B, â ïðîöåññå èõ âûïîëíåíèÿ äîëæíû ñîòðóäíè÷àòü.

Òîãäà çàïðåò (X, Y ) íà ðåáðå AB îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòíèê X, âûïîëíÿÿ ðàáîòó A, íå

ìîæåò ñîòðóäíè÷àòü ñ ðàáîòíèêîì Y , âûïîëíÿþùèì ðàáîòóB (â ñèëó íåñîîòâåòñòâèÿ

ïðîôåññèîíàëüíûõ íàâûêîâ, ëè÷íûõ êà÷åñòâ èëè êàêèõ-òî äðóãèõ ïðè÷èí). Â ýòîì

ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ñ çàïðåòàìè íà ðåáðàõ îçíà÷àåò, ÷òî

ìîæíî íàçíà÷èòü ðàáîòíèêîâ íà âñå ðàáîòû (èçáåãàÿ êîíôëèêòîâ è íåñîîòâåòñòâèé)

è óñïåøíî âûïîëíèòü ïðîåêò.

Äàííóþ ðàáîòó ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðâûì øàãîì íà ïóòè èññëåäîâàíèÿ îáùåé çàäà÷è

ñ ïðåäïèñàíèÿìè íà ðåáðàõ: ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì öâåòîâ, áåç óñëîâèÿ ïðàâèëüíî-

ñòè, áåç ôèêñàöèè ñïèñêà öâåòîâ, îáùåãî äëÿ âñåõ âåðøèí ãðàôà.

1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Çäåñü è äàëåå ðàñêðàñêîé áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó íàãðóæåííîãî

ãðàôà ñ x çàïðåòàìè íà ðåáðàõ, à k-ðàñêðàøèâàåìûì ãðàôîì � (k, x)-ðàñêðàøè-

âàìûé ãðàô, åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷åìó ðàâíî x. Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ

áóäóò (3, x)-ðàñêðàøèâàåìûå ãðàôû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñâÿçíûå ãðàôû,

ïîñêîëüêó ðàñêðàñêà è çàïðåòû ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íèêàê íå âëèÿþò

äðóã íà äðóãà.

ßñíî, ÷òî äëÿ ðàñêðàñêè â 3 öâåòà îïðåäåëåíèå 5 èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè 0 ≤ x ≤
6, ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûõ çàïðåòîâ íà îäíîì ðåáðå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 6. Ïðè x = 0

ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè îïðåäåëåíèå îáû÷íîé ïðàâèëüíîé 3-ðàñêðàñêè âåðøèí.
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Ëåììà. Â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå ñ íå ìåíåå òðåìÿ âåðøèíàìè åñòü ïîäãðàô P3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå åñòü õîòÿ áû òðè âåðøèíû, òî ñòåïåíü

õîòÿ áû îäíîé èç íèõ íå ìåíüøå äâóõ, à çíà÷èò, ìû ìîæåì âûäåëèòü ïîäãðàô P3.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Èç äàííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ

(3, x)-ðàñêðàøèâàåìûì, òî îí ÿâëÿåòñÿ (3, y)-ðàñêðàøèâàåìûì ïðè ëþáîì 0 ≤ y < x.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

à) Î÷åâèäíî, ÷òî îäíîâåðøèííûé ãðàô P1 ÿâëÿåòñÿ (3,6)-ðàñêðàøèâàåìûì. Ïóñòü

â ãðàôå G åñòü õîòÿ áû äâå âåðøèíû. Â ñèëó ñâÿçíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íåì åñòü

õîòÿ áû îäíî ðåáðî e. Òîãäà íàëîæèì íà ýòî ðåáðî çàïðåòû (1,2), (1,3), (2,3), (2,1),

(3,1), (3,2). Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàãðóæåííîãî ãðàôà íå ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêè,

ïîñêîëüêó ìû íå ñìîæåì ïîêðàñèòü êîíöû ðåáðà e, íå íàðóøèâ íè îäíîãî çàïðåòà.

á) Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ à) è ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (3,5)-ðàñêðàøèâàåìîñòü ãðàôà P2, è äîêàçàòü, ÷òî âñå ñâÿçíûå

ãðàôû ñ íå ìåíåå òðåìÿ âåðøèíàìè íå ÿâëÿþòñÿ (3,4)-ðàñêðàøèâàåìûìè.

Åñëè G � ýòî P2, òî õîòÿ áû îäíîé êîìáèíàöèè öâåòîâ íå áóäåò ñðåäè çàïðåòîâ

äëÿ åãî åäèíñòâåííîãî ðåáðà, à çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèé íàãðóæåííûé ãðàô ìîæíî

ðàñêðàñèòü. Ïîýòîìó ãðàô P2 (3,5)-ðàñêðàøèâàåì. Ïî çàìå÷àíèþ âûøå îí è (3,4)-

ðàñêðàøèâàåì.

Åñëè ñâÿçíûé ãðàô G ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå òðè âåðøèíû, òî ïî ëåììå â

íåì íàéäåòñÿ ïîäãðàô P3. Óæå ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà èç 4 è 2 çàïðåòîâ ïîêàçûâàåò,

÷òî ïîäãðàô P3 è, ñîîòâåòñòâåííî, âåñü ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ (3,4)-ðàñêðàøèâàåìûì

(îñòàâøèåñÿ 2 çàïðåòà íà ðåáðå ñïðàâà âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî):

Ðèñóíîê 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó íà îáà ðåáðà öåïè íàëîæåíû çàïðåòû (3,1) è (3,2), òî ëåâàÿ

è öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà öåïè íå ìîãóò áûòü îêðàøåíû â öâåò 3. Çíà÷èò, êîíöû ëåâîãî

ðåáðà îêðàøåíû â êàêóþ-òî èç ïàð öâåòîâ (1,2) èëè (2,1), íî îáå ýòè ïàðû âõîäÿò â

íàáîð çàïðåòîâ äëÿ ýòîãî ðåáðà.

â) Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ á), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (3,3)-ðàñêðàøèâàåìîñòü ãðàôà P3,

è íå (3,2)-ðàñêðàøèâàåìîñòü ñâÿçíûõ ãðàôîâ, îòëè÷íûõ îò P1, P2 è P3.

Äîêàæåì, ÷òî ãðàô P3 ÿâëÿåòñÿ (3,3)-ðàñêðàøèâàåìûì. Ïóñòü B � ñðåäíÿÿ âåð-

øèíà P3. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ðàññìîòðèì öâåòà, âñòðå÷àþùèåñÿ â òðåõ çàïðåòàõ íà

ýòîì ðåáðå ïðè âåðøèíå B íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà òàêèõ öâåòîâ

áóäåò íå ìåíüøå äâóõ, çíà÷èò, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäåòñÿ öâåò c, âñòðå÷àþùèéñÿ

â çàïðåòàõ íà ðàñêðàñêó âåðøèíû B íà îáîèõ ðåáðàõ íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïîêðàñèì

âåðøèíó B â öâåò c. Ïî âûáîðó öâåòà c êðàéíèå âåðøèíû öåïè ìîæíî ïîêðàñèòü õîòÿ

áû â îäèí öâåò, íå íàðóøàÿ çàïðåòîâ.

Äîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñâÿçíûõ (3, 2)-ðàñêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ, îòëè÷íûõ îò

P1, P2, P3. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò (3, 2)-ðàñêðàøèâàåìûé ãðàô
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F /∈ {P1, P2, P3}. Òîãäà F ïî ëåììå ñîäåðæèò ïîäãðàô P3. Òàê êàê F ñâÿçåí è F ̸= P3,

òî â F áóäåò êàê ìèíèìóì åùå îäíî ðåáðî, ñîçäàþùåå öèêë C3, èëè åùå îäíà âåðøèíà

D, ñîåäèíåííàÿ õîòÿ áû îäíèì ðåáðîì ñ ïîäãðàôîì P3. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî, êîãäà

D ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ öåíòðàëüíîé âåðøèíîé èëè ñ îäíîé èç êðàéíèõ âåðøèí öåïè

P3.

Ðàññìîòðèì âñå òðè âàðèàíòà ïîäãðàôîâ è íàëîæèì çàïðåòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ðèñóíîê 2.

Äîêàæåì, ÷òî âñå ãðàôû íà ðèñóíêå 2 ñ óêàçàííûìè çàïðåòàìè íà ðåáðàõ íå

ÿâëÿþòñÿ ðàñêðàøèâàåìûìè. Áåç ó÷åòà çàïðåòîâ ñóùåñòâóåò 6 ðàçëè÷íûõ ïðàâèëü-

íûõ ðàñêðàñîê ãðàôà C3. Òàê êàê êàæäûé èç 6 çàïðåòîâ íà ðåáðàõ çàïðåùàåò îäíó

èç ýòèõ ðàñêðàñîê, è ëþáûå äâà çàïðåòà çàïðåùàþò ðàçíûå ðàñêðàñêè, òî íè îäíà

èç ðàñêðàñîê íå óäîâëåòâîðÿåò âñåì çàïðåòàì. Âî âòîðîì ãðàôå äëÿ êàæäîãî öâå-

òà X ñóùåñòâóåò âûõîäÿùåå èç öåíòðàëüíîé âåðøèíû A ðåáðî ABX ñ çàïðåòàìè

(X, Y ), (X,Z). Åñëè A ïîêðàøåíà â öâåò X, òî BX íå ìîæåò áûòü ïîêðàøåíà â X

èç-çà ïðàâèëüíîñòè, à â öâåòà Y, Z � èç-çà çàïðåòîâ. Òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷àåì,

÷òî íè îäíà èç äâóõ âíóòðåííèõ âåðøèí òðåòüåãî ãðàôà íå ìîæåò áûëü ïîêðàøåíà â

öâåò 2. Èç-çà óñëîâèÿ ïðàâèëüíîñòè ýòè âåðøèíû äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû â öâåòà

1 è 3, íî òàêèå ðàñêðàñêè çàïðåùåíû íà öåíòðàëüíîì ðåáðå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ñ.Â.Àâãóñòèíîâè÷ó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ. Ðà-

áîòà âûïîëíåíà ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Í. Ãëåáîâà è Â.Þ.Ãóáàðåâà.
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