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Abstract.
Theorem. There are general position points A,B,C, P on the projective plane. Let AP be the
intersection point of lines AP and BC. Analogously de�ne BP and CP . Take any points A1, B1, C1

on AP , BP , CP , respectively. Let WC be the intersection point of A1BP and B1AP . Analogously
de�ne points WA and WB. Then lines CWC , AWA and BWB pass through one point.
We also generalize this theorem and �nd interesting related properties.

Ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ çàäà÷ âîçíèêëà â îáñóæäåíèÿõ ñ Èâàíîì Ôðîëîâûì. Òàê æå àâòîð ñòàòüè
î÷åíü áëàãîäàðåí Àíäðåþ Ñåðãóíèíó, ñôîðìóëèðîâàâøåìó òåîðåìó 1.6.
Îòäåëüíî õîòåëîñü áû ïîáëàãîäàðèòü Ô.À.Èâëåâà è À.Á.Ñêîïåíêîâà çà ïîääåðæêó è ïîëåç-
íûå çàìå÷àíèÿ.

Â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ áàçîâûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Ïîäðîáíóþ èí-
ôîðìàöèþ î íèõ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [1] è [2].
Ñîãëàøåíèÿ.
1) Âñå òåîðåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
2) n-óãîëüíèê � n òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïëîñêîñòè (n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî).
3) Ñòîðîíà n-óãîëüíèêà � ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ ñòîðîíó n-óãîëüíèêà â îáû÷íîì åå ïîíèìà-
íèè.
Ïðèìå÷àíèå. Â òåêñòå ðàáîòû êàæäàÿ èç òåîðåì, ðèñóíîê ê íåé è åå äîêàçàòåëüñòâî ðàñïî-
ëîæåíû äðóã çà äðóãîì äëÿ óäîáñòâà ïîíèìàíèÿ ñàìèõ òåîðåì.

Îïðåäåëåíèÿ. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, íå ëåæàùàÿ íà
ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC. AP , BP , CP � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AP , BP è CP ñî
ñòîðîíàìè BC, AC, AB ñîîòâåòñòâåííî. Íà AP , BP , CP ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàíû
ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè A1, B1, C1. ×åðåç WC îïðåäåëèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ A1BP è B1AP .
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè WA è WB. W � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AWA è BWB.

Òåîðåìà 1.1 (Òåîðåìà î ãàëñòóêå). Ïðÿìàÿ CWC ïðîõîäèò ÷åðåç W .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Äëÿ òðîåê òî÷åê A, A1, AP è B, B1, BP ïðèìåíèì òåîðåìó
Ïàïïà (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî C, WC è JC , òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AB1 è BA1, ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè JA è JB (è ïðèìåíèì òåîðåìó Ïàïïà äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïàð òðîåê òî÷åê). Ïî îáðàòíîé òåîðåìå Áðèàíøîíà êîíèêó ìîæíî âïè-
ñàòü â AC1BA1CB1 . Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà AC1BA1CB1 ÿâëÿþòñÿ
ñòîðîíàìè øåñòèóãîëüíèêà AJCBJACJB, à çíà÷èò, êîíèêà, âïèñàííàÿ â AC1BA1CB1, âïèñà-
íà è â AJCBJACJB. Òîãäà ïî òåîðåìå Áðèàíøîíà AJA, BJB, CJC ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé
òî÷êå W . QED
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Ðèñ. 1: Ãàëñòóê
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü òåïåðü A′
P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé AP . ×åðåç W ′

B îïðåäåëèì
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ A1BP è B1A

′
P . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì W ′

C . Îáîçíà÷èì ÷åðåç N òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ BW ′

B è CW ′
C . Òîãäà òî÷êè A, B, C, W , A1 è N ëåæàò íà îäíîé êîíèêå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1. Íà ïëîñêîñòè äàíû ïÿòü òî÷åê A, B, C, D, E, è ÷åðåç E ïðîâåäåíû 3 ïðÿìûå l1,
l2, l3, íå ñîäåðæàùèå îñòàâøèåñÿ 4 òî÷êè (ñì. ðèñ. 2). Íà ïðÿìîé l3 îòìåòèëè ïðîèçâîëüíî
òî÷êó P . Îïðåäåëèì òî÷êè A′, B′ è X òàê: A′ = CP

∩
l1, B

′ = DP
∩
l2, X = AA′ ∩BB′. Òîãäà

òî÷êà X âñåãäà ëåæèò íà êîíêðåòíîé êîíèêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A, B è E.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Îïðåäåëèì ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå f ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñïðîåöèðóåì ñ öåíòðîì â òî÷êå C ïðÿìóþ l1 â ïðÿìóþ l2 è A ïåðåâåäåì â ñåáÿ, à
çàòåì ñïðîåöèðóåì l2 ñ öåíòðîì â D â ïðÿìóþ l3 è îñòàâèì îïÿòü A íà ìåñòå, à çàòåì îñòàâèì
ïðÿìóþ l3 íà ìåñòå è A ïåðåâåäåì â B. Î÷åâèäíî, ÷òî òàê ìîæíî ñäåëàòü, ò. ê. ñîõðàíÿþòñÿ
äâîéíûå îòíîøåíèÿ è ïî 4 òî÷êàì çàäàåòñÿ ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîé
òî÷êè P f(AA′) = BB′ è f(A) = f(B), à çíà÷èò, â ñèëó ëåììû Ñîëëåðòèíñêîãî (ñì. [1]),
òî÷êà X ïðèíàäëåæèò âñåãäà íåêîòîðîé êîíèêå, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç A è B. Òî÷êà E
ïðèíàäëåæèò ýòîé êîíèêå, ò. ê. åñëè P = E, òî ñîîòâåòñòâóþùèé X = E. QED

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Òîãäà, î÷åâèäíî, òåîðåìà 1.2 ñëåäóåò èç ëåììû 1. Òî÷-
êàì B,C,A1 èç òåîðåìû 1.2 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè A, B, E èç ëåììû 1. Òî, ÷òî äëÿ òî÷åê B
è W íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæåíèÿ A′

P , ÷òî N ñîâïàäåò ñ íèìè ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1. QED

Ðèñ. 2: Ëåììà 1

3



Òåîðåìà 1.3. Îïðåäåëèì ÷åðåç TA òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿWA1 è BC. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
òî÷êè TB, TC . Òîãäà ïðÿìûå ATA, BTB, CTC ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå T (ñì. ðèñ. 3).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3. Êàê ìû óæå çíàåì, C, WC è JC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
ïî òåîðåìå Ïàïïà. Çíà÷èò, òî÷êè C, W è JC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà ïî òåîðåìå
Äåçàðãà òðåóãîëüíèêè ATBB1 è BTAA1 ïåðñïåêòèâíû, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû
ïåðåñêàþòñÿ â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òðåóãîëüíèêè BTBB1 è
ATAA1 ïåðñïåêòèâíû. Çíà÷èò,W , P è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ATA è BTB ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ïîñêîëüêó àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ BTB è CTC , ATA è CTC ,
òî ATA, BTB, CTC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. QED

Ðèñ. 3: Òåîðåìà 1.3
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Òåîðåìà 1.4. Çà GA ïðèìåì òî÷êó ïåðñå÷åíèÿ WAP è BC. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè
GB è GC . Òîãäà AGA, BGB è CGC ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå G.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå WAAP , WBBP è WCCP ïåðåñåêàþòñÿ
â íåêîòîðîé òî÷êå. Â øåñòèóãîëüíèê APB1CPA1BPC1 ìîæíî âïèñàòü êîíèêó ïî îáðàòíîé
òåîðåìå Áðèàíøîíà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòà êîíèêà âïèñàíà â APWBCPWABPWC . Çíà÷èò, ïî
òåîðåìå Áðèàíøîíà óêàçàííûå âûøå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ýòó
òî÷êó ÷åðåç R.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ APGB è GABP , CPGB è GCBP , APGC è
GACP ëåæàò íà ïðÿìîé RP . Åñëè ìû ýòî äîêàæåì, òî ïî îáðàòíîé òåîðåìå Ïàñêàëÿ øåñòè-
óãîëüíèê APGABPGBCPGC áóäåò âïèñàí â íåêîòîðóþ êîíèêó, à çíà÷èò, AGA, BGB è CGC

êîíêóðåíòíû. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ APGB è GABP ëåæèò íà RP , à äëÿ îñòàëü-
íûõ òî÷åê äîêàçàòåëüñòâî áóäåò àíàëîãè÷íûì. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïàñêàëÿ, ïîëó÷èì, ÷òî
äàííîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî APWAGABPWBGB âïèñàí â íåêîòîðóþ êîíèêó.
À ýòî ïî îáðàòíîé òåîðåìå Ïàñêàëÿ äåéñòâèòåëüíî òàê, ïîòîìó ÷òî C1, P, C ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.
Ñëåäñòâèå. Òî÷êà G ëåæèò íà ïðÿìîé RP .

Ðèñ. 4: Òåîðåìà 1.4
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Îïðåäåëåíèÿ.
1) (A,B,C,D) � äâîéíîå îòíîøåíèå òî÷åê A,B,C,D.
2) (l1, l2, l3, l4) � äâîéíîå îòíîøåíèå ïðÿìûõ l1, l2, l3, l4.

Òåîðåìà 1.5. Òî÷êè A, B, C, P , G(èç òåîðåìû 1.4) è T (èç òåîðåìû 1.3) ëåæàò íà îäíîé
êîíèêå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó äâîé-
íûõ îòíîøåíèé ñëåäóþùèõ ÷åòâåðîê ïðÿìûõ: (AB,AG,AP,AT ) è (CB,CG,CP,CT ). Äàííîå
ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî (B, GA, AP , TA)=(B, GC , CP , TC) (òàê áóäåì
îáîçíà÷àòü äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòâåðêè òî÷åê). Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî.
Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî PJA

∩
BC = TA (âåðíû è ñèììåòðè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ äðóãèõ

âåðøèí òðåóãîëüíèêà). Äëÿ ýòîãî äîñòàòîíî çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà Äåçàðãà âåðíà äëÿ òðå-
óãîëüíèêîâ PBA1 è JACW ââèäó êîëëèíåàðíîñòè A,B1, JC .
Îïðåäåëèì B1C

∩
BA = CU , B1A

∩
BC = AU , BP

∩
CW = CB, BP

∩
AW = AB. Òîãäà, ñäå-

ëàâ ïðîåêöèè ñ öåíòðîì â òî÷êå P ñ ïðÿìûõ BC,BA íà AW,CW ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó-
÷èì, ÷òî (B, GA, AP , TA)=(AB,WA, A, JA) è (B, GC , CP , TC)=(CB,WC , A, JC). Òåïåðü ñ öåí-
òðîì â òî÷êå B1 ñäåëàåì ïðîåêöèè ñ ïðÿìûõ AW è CW íà BA è BC ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ïîëó÷èì, ÷òî (AB,WA, A, JA)=(B,CP , A, CU) è (CB,WC , A, JC)=(B,AP , C, AU). Òåïåðü çàìå-
òèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ AAPAU è CCPCU âåðíà òåîðåìà Äåçàðãà ââèäó êîëëèíåàðíîñòè
B,P,B1. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî (B,CP , A, CU)=(B,AP , C, AU). Çíà÷èò, (B, GA, AP , TA)=(B, GC ,
CP , TC). QED

Ðèñ. 5: Òåîðåìà 1.5
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Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î ãàëñòóêå (Òåîðåìà 1.6). Q � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ
íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC. AQ, BQ, CQ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ QA1, QB1 è QC1

ñ BC,AC,AB ñîîòâåòñòâåííî. VC � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AQB1 è BQA1. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè VA, VB. Òîãäà AVA, BVB, CVC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6. A1BQC1AQB1CQ � îïèñàííûé øåñòèóãîëüíèê ïî îáðàòíîé
òåîðåìå Áðèàíøîíà. Òîãäà êîíèêà, âïèñàííàÿ â íåãî, âïèñàíà è â A1VBC1VAB1VC . Ñëåäîâà-
òåëüíî ïî òåîðåìå Áðèàíøîíà A1VA, B1VB, C1VC ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì
åå ÷åðåç T .
Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AA1VA è BVBB1 ïåðñïåêòèâíû ñ öåíòðîì â CQ. Òîãäà ïî òåî-
ðåìå Äåçàðãà òî÷êà T ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ
AVA è BB1, AA1 è BVB, êîòîðûå îïðåäåëèì êàê BA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïàð òðåóãîëüíèêîâ AA1VA è CVCC1, CC1VC è BVBB1 è îïðåäåëÿÿ
äëÿ íèõ òî÷êè AC , CA, BC , CB àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ABBA, ACCA è BCCB

êîíêóðåíòíû.
Òåïåðü âìåñòå ñ ïîñëåäíèì ðåçóëüòàòîì èç ëåììû 2 ïîñëåäóåò ñàìà òåîðåìà.

Ðèñ. 6: Îáîáùåíèå òåîðåìû î ãàëñòóêå

7



Ëåììà 2. Íà ïëîñêîñòè åñòü 5 ðàçëè÷íûõ òî÷åê A,B,C, P,Q îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïóñòü AP
è BQ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå AB, à ïðÿìûå AQ è BP â òî÷êå BA. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè
BC , CB, AC , CA. Òîãäà ïðÿìûå ABBA, ACCA è BCCB ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ïåðåâåäåì ïðÿìóþ PQ â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ è àôèííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì ñäåëàåì íàïðàâëåíèÿ íà P è Q ïåðïåíäèêóëÿðíûìè. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ñëåäó-
þùèé ôàêò. Èìååòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ABCD. Ïðÿìàÿ l1, ïàðàëëåëüíàÿ AB, ïåðåñåêàåò BC â
òî÷êå K. Ïðÿìàÿ l2, ïàðàëëåëüíàÿ AD, ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå N . Ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå R. Òîãäà ïðÿìûå NC, AK è DR êîíêóðåíòíû. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ îáùåèçâåñòíûì
è äîêàçûâàåòñÿ íåñëîæíî. QED

Ïóñòü òåïåðü ïðÿìûå AVA è BVB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå V . Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ïàðû òðå-
óãîëüíèêîâ BACACB è ABACBC âåðíà òåîðåìà Äåçàðãà. Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BACB è
ABBC ëåæèò íà ïðÿìîé AC. Íî BC êàê òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé BP è óäâîëåòâîðÿþ-
ùàÿ ïîñëåäíåìó, ïî òî÷êàì BA, CB, AB âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Çíà÷èò, äëÿ ïÿòåðêè
ïðÿìûõ AP,BP,CP,AVABVB ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ÷åðåç òî÷êó C , äëÿ êîòî-
ðîé ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ êîíêóðåíòíîñòü ABBA, ACCA è BCCB. Ïî ëåììå 2 ýòî ïðÿìàÿ CV .
Òîãäà, î÷åâèäíî, CV è CVC ñîâïàäàþò. QED

Ðèñ. 7: Ëåììà 2

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

1. Àêîïÿí À. Â., Çàñëàâñêèé À. À. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. 2-å
èçä., äîïîëí. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2011

2. À. Â. Àêîïÿí. Ãåîìåòðèÿ â êàðòèíêàõ. (c2) Ì., 2011

8


