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Теорема 1 (О конике на основаниях изогональных чевиан). Пусть A1, A2 ∈
BC;B1, B2 ∈ AC;C1, C2 ∈ AB, 6 ABB2 = 6 CBB1, 6 BCC1 = 6 ACC2, 6 BAA1 =
6 CAA2. Тогда A1, A2, B1, B2, C1, C2 лежат на одной конике.

Доказательство. Пусть 6 A = α; 6 B = β; 6 C = γ;
6 BCC1 = 6 ACC2 = γ1;
6 BAA1 = 6 CAA2 = α1;
6 ABB2 = 6 CBB1 = β1;
6 BAA2 = 6 CAA1 = α2;
6 BCC2 = 6 ACC1 = γ2;
6 CBB2 = 6 ABB2 = β2;
По теореме синусов:
A2C
AA2

= sinα1

sin γ
; A2B
AA2

= sinα2

sinβ
; A2B
CA2

= sinα2 sin γ
sinα1 sinβ

;
Аналогично:
A1B
CA1

= sinα1 sin γ
sinα2 sinβ

;
CB1

AB1
= sinβ1 sinα

sin γ sinβ2
;

CB2

AB2
= sinβ2 sinα

sin γ sinβ1
;

BC1

AC1
= sin γ1 sinα

sinβ sin γ2
;

BC2

AC2
= sin γ2 sinα

sinβ sin γ1
.

По теореме Карно, если A1, A2 ∈ BC, B1, B2 ∈ AC, C1, C2 ∈ AB, то эти
6 точек лежат на одной конике если и только если выполнено условие
Карно:
BA1

CA1

· BA2

CA2

· CB1

AB1

· CB2

AB2

· AC1

BC1

· AC2

BC2

= 1. [Yiu]

Подставим получившиеся выражения в теорему Карно:
sinα1 sin γ sinα2 sin γ sinβ1 sinα sinβ2 sinα sinβ sin γ2 sinβ sin γ1
sinα2 sinβ sinα1 sinβ sin γ sinβ2 sin γ sinβ1 sin γ1 sinα sin γ2 sinα

= 1

Таким образом, если провести из каждой вершины треугольника две
изогональные чевианы, то основания этих шести чевиан лежат на одной
конике.
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Далее в работе будем рассматривать треугольник ABC, в котором
A1, A2 ∈ BC;B1, B2 ∈ AC;C1, C2 ∈ AB.
6 ABB2 = 6 CBB1, 6 ABC = k ∗ 6 ABB2; 6 BCC1 = 6 ACC2, 6 ACB = k ∗
6 BCC1; 6 BAA1 = 6 CAA2, 6 CAB = k ∗ 6 CAA2,
k ∈ N , m = 1/k
6 A = α; 6 B = β; 6 C = γ;
6 BCC1 = 6 ACC2 = γ1;
6 BAA1 = 6 CAA2 = α1;
6 ABB2 = 6 CBB1 = β1;
6 BAA2 = 6 CAA1 = α2;
6 BCC2 = 6 ACC1 = γ2;
6 CBB2 = 6 ABB2 = β2;

Следствие 1. A1, A2, B1, B2, C1, C2 лежат на одной конике.

Это напрямую следует из теоремы 1.

Утверждение 1. A1, A2, B1, B2, C1, C2 имеют следующие барицентри-
ческие координаты:

A1(0 : sin(1−m)α sin β : sinmα sin γ);
A2(0 : sinmα sin β : sin(1−m)α sin γ);
B1(sinmβ sinα : 0 : sin(1−m)β sin γ);
B2(sin(1−m)β sinα : 0 : sinmβ sin γ);
C1(sinmγ sinα : sin β sin(1−m)γ : 0);
C2(sin(1−m)γ sinα : sin β sinmγ : 0).

Доказательство. Покажем нахождение координат одной точки. Осталь-
ные получаются аналогично.
Рассмотрим точку A1. Её барицентрические координаты равны (SBA1C :
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SCA1A : SAA1B). [Прасолов]
SBA1C = 0;
SCA1A = AC ∗ A1C ∗ sin γ;
SAA1B = BA1 ∗BA ∗ sin β;
(0 : AC∗A1C∗sin γ : BA1∗BA∗sin β) = (0 : A1C∗sin γ : sin γ

sinβ
∗BA1∗sin β) =

(0 : sinβ sin(1−m)α
sinmα sin γ

sin γ : sin γ) = (0 : sinβ sin(1−m)α
sinmα sin γ

: 1) = (0 : sin(1−m)α sin β :

sinmα sin γ).

Утверждение 2. Уравнение коники A1A2B1B2C1C2 имеет следующий
вид:
sin γ sinβ

sinα
x2+ sinα sin γ

sinβ
y2+ sinα sinβ

sin γ
z2− (sin2(1−m)α+sin2mα) sinα

sinmα sin(1−m)α
yz− (sin2mβ+sin2(1−m)β) sinβ

sinmβ sin(1−m)β
xz−

(sin2mγ+sin2(1−m)γ) sin γ
sinmγ sin(1−m)γ

xy = 0;

Доказательство. Коника в барицентрических координатах задаётся сле-
дующим уравнением:
ux2 + vy2 + wz2 + 2fyz + 2gxz + 2hyx = 0; [Yiu]
Подставим координаты, найденные в утв. 1.
A1 : v(sin(1−m)α sin β)2+w(sinmα sin γ)2+2f sin(1−m)α sin β sinmα sin γ =
0;
A2 : v(sinmα sin β)2+w(sin(1−m)α sin γ)2+2f sin(1−m)α sin β sinmα sin γ =
0;
B1 : u(sinmβ sinα)

2+w(sin(1−m)β sin γ)2+2g sinmβsinα sin(1−m)β sin γ =
0;
B2 : u(sin(1−m)β sinα)2+w(sinmβ sin γ)2+2g sin(1−m)β sinα sinmβ sin γ =
0;
C1 : u(sinmγ sinα)2 + v(sin β sin(1 − m)γ)2 + 2h sinmγ sinα sin β sin(1 −
m)γ = 0;
C2 : u(sin(1−m)γ sinα)2+v(sin β sinmγ)2+2h sin(1−m)γ sinα sin β sinmγ =
0;

Проведём следующие замены:
sin(1−m)α = a1;
sin(1−m)β = b1;
sin(1−m)γ = c1;
sin γ = c2;
sinα = a2;
sin β = b2;
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sinmα = a3;
sinmβ = b3;
sinmγ = c3;

Получим такую систему уравнений:



va21b
2
2 + wa23c

2
2 + 2fa1b2a3c2 = 0,

va23b
2
2 + wa21c

2
2 + 2fa1b2a3c2 = 0,

ub23a
2
2 + wb21c

2
2 + 2gb3a2b1c2 = 0,

ub21a
2
2 + wb23c

2
2 + 2gb3a2b1c2 = 0,

uc23a
2
2 + vb22c

2
1 + 2hc3a2b2c1 = 0,

uc21a
2
2 + vb22c

2
3 + 2hc3a2b2c1 = 0.

v 6= 0⇒ u
v
x2 + y2 + w

v
z2 + 2f

v
yz + 2g

v
xz + 2h

v
yx = 0. (1)

Найдём u
v
, вычтя шестое уравнение системы из пятого:

u(c23a
2
2 − c21a22) + v(b22c

2
1 − b22c23) = 0;

u
v
= − b22(c

2
1−c23)

a22(c
2
3−c21)

;

u
v
=

b22
a22
.

Вычитая второе уравнение из первого, найдём
w
v
=

b22
c22
.

2f
v

получим, разделив второе уравнение на v:
a23b

2
2 + b22a

+
1

2f
v
a1b2a3c2 = 0;

2f
v
=
−b2(a23+a21)
a1a3c2

.
Разделив шестое уравнение на v и четвёртое уравнение на v, получим:
2h
v
=
−b2(c23+c21)
c1c3a2

;
2g
v
=
−b22(b21+b23)
b1a2b3c2

.
Подставим всё в (1):
b22
a22
x2 + y2 +

b22
c22
z2 − b2(a23+a

2
1)

a1c2a3
yz − b22(b

2
1+b

2
3)

b1a2b3c2
xz − b2(c21+c

2
3)

c1c3a2
yx = 0

Домножим на c2a2
b2

:
b2c2
a2
x2 + c2a2

b2
y2 + b2a2

c2
z2 − a2(a23+a

2
1)

a1a3
− b2(b21+b

2
3)

b1b3
xz − c2(c21+c

2
3)

c1c3
yx = 0.

Сделаем обратную подстановку:
sin γ sinβ

sinα
x2+ sinα sin γ

sinβ
y2+ sinα sinβ

sin γ
z2− (sin2(1−m)α+sin2mα) sinα

sinmα sin(1−m)α
yz− (sin2mβ+sin2(1−m)β) sinβ

sinmβ sin(1−m)β
xz−

(sin2mγ+sin2(1−m)γ) sin γ
sinmγ sin(1−m)γ

xy = 0.
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Неформальное замечание. Пусть k → ∞, тогда m → 0 (геомет-
рический смысл – угол рассекается на бесконечное количество частей).
Тогда уравнение коники A1A2B1B2C1C2 будет таким:
sin2α
α
yz + sin2β

β
xz + sin2γ

γ
xy = 0.

Пояснение к замечанию.
Пусть m→ 0. Тогда

limm→0(
sin γ sinβ

sinα
x2+ sinα sin γ

sinβ
y2+ sinα sinβ

sin γ
z2− (sin2(1−m)α+sin2mα) sinα

sinmα sin(1−m)α
yz− (sin2mβ+sin2(1−m)β) sinβ

sinmβ sin(1−m)β
xz−

(sin2mγ+sin2(1−m)γ) sin γ
sinmγ sin(1−m)γ

xy) = limm→0(m
sin γ sinβ

sinα
x2+k sinα sin γ

sinβ
y2+m sinα sinβ

sin γ
z2−

m (sin2(1−m)α+sin2mα) sinα
sinmα sin(1−m)α

yz−m (sin2mβ+sin2(1−m)β) sinβ
sinmβ sin(1−m)β

xz−m (sin2mγ+sin2(1−m)γ) sin γ
sinmγ sin(1−m)γ

xy) =

limm→0(−m (sin2(1−m)α+sin2mα) sinα
sinmα sin(1−m)α

yz−m (sin2mβ+sin2(1−m)β) sinβ
sinmβ sin(1−m)β

xz−m (sin2mγ+sin2(1−m)γ) sin γ
sinmγ sin(1−m)γ

xy)).

limm→0(
m(sin2(1−m)α+sin2mα) sinα

sinmα sin(1−m)α
) = sinα(limm→0

m sin((1−m)α)
sinmα

+limm→0
m sin(mα)
sin((1−m)α)

) =

sinα( sinα
α

+ 0) = sin2 α
α

Отсюда:

−sin2α
α

yz + −sin2β
β

xz + −sin2γ
γ

xy = 0;
sin2α
α
yz + sin2β

β
xz + sin2γ

γ
xy = 0

Гипотеза. Центр коники, заданной уравнением sin2α
α
yz + sin2β

β
xz +

sin2γ
γ
xy = 0 имеет следующие барицентрические координаты:

( sin
2α
α

( sin
2γ
γ

+ sin2β
β
− sin2α

α
) : sin

2β
β

( sin
2γ
γ

+ sin2α
α
− sin2β

β
) : sin

2γ
γ

( sin
2β
β

+ sin2α
α
−

sin2γ
γ

)).
Пояснение к гипотезе. ux2 + vy2 + wz2 + 2fyz + 2gxz + 2hyx = 0

f = sin2 α
2α

; g = sin2 β
2β

;h = sin2 γ
2γ

U = vw − f 2, V = wu − g2, W = uv − h2, F = gh − uf , G = hf − vg,
H = fg − wh.

U = − sin4 α
4α2

V = − sin4 β
4β2

W = − sin4 γ
4γ2
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F = sin2 βsin2γ
4βγ

G = sin2 α sin2 γ
4αγ

H = sin2 α sin2 β
4αβ

Центр коники: (U +G+H : V + F +H : W + F +G). [Yiu]
U +G+H = − sin4 α

4α2 + sin2 α sin2 γ
4αγ

+ sin2 α sin2 β
4αβ

= sin2 α
4α

(− sin2 α
α

+ sin2 γ
γ

+ sin2 β
β

)

V + F +H = sin2β
4β

( sin
2γ
γ

+ sin2α
α
− sin2β

β
);

W + F +G = sin2γ
4γ

( sin
2β
β

+ sin2α
α
− sin2γ

γ
).

Отсюда координаты центра коники:
( sin

2α
α

( sin
2γ
γ

+ sin2β
β
− sin2α

α
) : sin

2β
β

( sin
2γ
γ

+ sin2α
α
− sin2β

β
) : sin

2γ
γ

( sin
2β
β

+ sin2α
α
−

sin2γ
γ

)).
Это новая замечательная точка в треугольнике, опубликованная в

Энциклопедии Треугольных Центров профессора Кларка Кимберлинга
как Х(5945). [Kimberling]
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