
Îá îáúåìàõ íåêîòîðûõ òåë âðàùåíèÿ

Ïîïîâ Ìèõàèë. ÃÁÎÓ Ëèöåé �1586.
Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: Àëåííèêîâ Ì.À.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëà k ∈ N; k ≥ 2 , n ∈ N, q ∈ N, q ≥ 2.

Ñîåäèíèì ïîñëåäîâàòåëüíî òî÷êè ñàìîíåïåðåñåêàþùåéñÿ çàìêíóòîé ëîìàíîé.
A(qn; 0) −→ A0(qn; k) −→ A1(qn+1; k − 1) −→ . . . −→ Ak−1(qn+(k−1); 1) −→ Ak(qn+k; 0) −→ A(qn; 0)
Â èòîãå ïîëó÷èì ïëîñêèé ìíîãîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ.

Ñòóïåí÷àòûì êîíóñîì íàçîâåì òåëî âðàùåíèÿ, ïîëó÷àåìîå âðàùåíèåì ïëîñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà îïðå-
äåëåííîãî âûøå, âîêðóã îñè àáñöèññ.

Â äàëüíåéøåì ñòóïåí÷àòûé êîíóñ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Θ, à åãî îáúåì ÷åðåç V (Θ)

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ)
Çàôèêñèðóåì ÷èñëà k ∈ N ; k ≥ 2, n ∈ N, q ∈ N, q ≥ 2. Îáúåì ïðîèçâîëüíîãî ñòóïåí÷àòîãî êîíóñà

âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

V (Θ) =
1

3
π

((
k−2∑
i=0

(
qn+i+1 − qn+i

) (
3k2 − 2ki+ 3i2 − 3k + 3i+ 1

))
+ qn+k − qn+(k−1)

)
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàçðåæåì Θ ïëîñêîñòÿìè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè àáñöèññ è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè Ai
(
qn+i; 0

)
, ãäå

0 ≤ i ≤ k . Òîãäà Θ ðàçîáüåòñÿ íà k − 1 óñå÷åííûõ êîíóñîâ è íà îäèí êîíóñ. Ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî íàéòè
ñóììó îáúåìîâ k − 1 óñå÷åííûõ êîíóñîâ è êîíóñà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáúåìà óñå÷åííîãî êîíóñà ïîñòóïèì òàê. Ðàññìîòðèì ïëîñêèé ìíîãîóãîëüíèê ñ âåðøè-

íàìè â òî÷êàõ Âi
(
qn+i; 0

)
, Ai

(
qn+i; k − i

)
, Ai+1

(
qn+i+1; k − (i+ 1)

)
, Âi+1

(
qn+i+1; 0

)
. Ïîñëå âðàùåíèÿ òàêîãî

ìíîãîóãîëüíèêà âîêðóã îñè àáñöèññ, ìû ïîëó÷èì óñå÷åííûé êîíóñ ñ ðàäèóñàìè R = k − i ; r = k − i − 1 è
âûñîòîé h = qn+i+1 − qn+i. Îáîçíà÷èì òàêîé óñå÷åííûé êîíóñ ÷åðåç Θi

Âîñïîëüçóåìñÿ õîðîøî èçâåñòíîé ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà óñå÷åííîãî êîíóñà à èìåííî:

V =
1

3
πh
(
R2 +Rr + r2

)
(1)

Èìååì,
R2 = (k − i)2 = k2 − 2ki+ i2

r2 = (k − i− 1)
2

= k2 − 2ki+ i2 − 2k + 2i+ 1
Rr = (k − i) (k − i− 1) = k2 − 2ki+ i2 − k + i
R2 +Rr + r2 = 3k2 − 6ki+ 3i2 − 3k + 3i+ 1
Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïîäñòàâèì â (1), òîãäà èìååì

V (Θi) =
1

3
π
(
qn+i+1 − qn+i

) (
3k2 − 6ki+ 3i2 − 3k + 3i+ 1

)

Òåïåðü íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü òàêèå îáúåìû óñå÷åííûõ êîíóñîâ ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 ≤ i ≤ k − 2

k−2∑
i=0

V (Θi) =
1

3
π

k−2∑
i=0

(
qn+i+1 − qn+i

) (
3k2 − 6ki+ 3i2 − 3k + 3i+ 1

)
(2)

Òàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâî (2) âûðàæàåò ñóììàðíûé îáúåì k − 1 óñå÷åííûõ êîíóñîâ íà êîòîðûå ìû â
íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ðàçáèëè íàø ñòóïåí÷àòûé êîíóñ. Íàì îñòàëîñü íàéòè îáúåì êîíóñà ïîëó÷àåìûé âðà-
ùåíèåì òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (qn + (k − 1); 0) ; (qn + (k − 1); 1) è

(
qn+k; 0

)
âîêðóã îñè àáñöèññ.

Î÷åâèäíî, ÷òî îí âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

V̂ =
1

3
π
(
qn+k − qn+(k−1)

)
(3)

1



Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëîæèì ðàâåíñòâà (2) è (3), îêîí÷àòåëüíî èìååì,

V (Θ) =
1

3
π

((
k−2∑
i=0

(
qn+i+1 − qn+i

) (
3k2 − 2ki+ 3i2 − 3k + 3i+ 1

))
+ qn+k − qn+(k−1)

)

Çàôèêñèðîâàâ ÷èñëà k ∈ N ; k ≥ 2 , n ∈ N çàìåòèì, ÷òî V (Θ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ïåðåìåííîé q.
Ýòîò ôàêò áóäåì îáîçíà÷àòü V (Θ) = Vq (Θ)
Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ k ∈ N ; k ≥ 2 , n ∈ N

lim
q→∞

(
Vq+1(Θ)

Vq(Θ)

)
= 1

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì èñêîìûé ïðåäåë ÷åðåç Λ

Vq(Θ) =
1

3
π

((
k−2∑
i=0

(
qn+i+1 − qn+i

) (
3k2 − 2ki+ 3i2 − 3k + 3i+ 1

))
+ qn+k − qn+(k−1)

)

Vq+1(Θ) =
1

3
π

((
k−2∑
i=0

(
(q + 1)n+i+1 − (q + 1)n+i

) (
3k2 − 2ki+ 3i2 − 3k + 3i+ 1

))
+ (q + 1)n+k − (q + 1)n+(k−1)

)

Òîãäà èìååì

Λ = limq→∞

(
1
3π((

∑k−2
i=0 ((q+1)n+i+1−(q+1)n+i)(3k2−2ki+3i2−3k+3i+1))+(q+1)n+k−(q+1)n+(k−1))

1
3π((

∑k−2
i=0 (qn+i+1−qn+i)(3k2−2ki+3i2−3k+3i+1))+qn+k−qn+(k−1))

)
Èçáàâèâøèñü îò 1

3π èìååì,

Λ = limq→∞

(
((

∑k−2
i=0 ((q+1)n+i+1−(q+1)n+i)(3k2−2ki+3i2−3k+3i+1))+(q+1)n+k−(q+1)n+(k−1))

((
∑k−2

i=0 (qn+i+1−qn+i)(3k2−2ki+3i2−3k+3i+1))+qn+k−qn+(k−1))

)

Çàìåòèì, ÷òî â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷àòñÿ ìíîãî÷ëå-
íû îò ïåðåìåííîé q ïðè÷åì ñòåïåíü êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà n + k. Òàê æå ëåãêî çàìåòèòü ,÷òî ìîíîìû ïðè
ñòàðøåé ñòåïåíè, ÷òî ÷èñëèòåëÿ , ÷òî çíàìåíàòåëÿ èìåþò âèä qn+k

Â ñèëó âûøå ñêàçàííîãî èìååì,

Λ = lim
q→∞

qn+k +A(q)

qn+k +B(q)
= lim
q→∞

1 + A(q)
qn+k

1 + B(q)
qn+k

= 1

Ãäå A(q) è B(q) ýòî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n + k − 1 ïîëó÷èâøèåñÿ ïðè ðàñêðûòèå ñêîáîê â ÷èñëèòåëå è
çíàìåíàòåëå ñîîòâåòñòâåííî.
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