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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå äåëàåòñÿ ïîïûòêà îáîáùåíèÿ èññëåäîâàíèÿ èçâåñòíîé çàäà÷è Àïîëëîíèÿ î ïîñòðîåíèè

îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ 3-õ äàííûõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîì âîçìîæíîì ÷èñëå òàêèõ

îêðóæíîñòåé, â ñëó÷àå åñëè èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé áîëüøå 3-õ. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè íå âñå èñõîäíûå

îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî â ñëó÷àå 4-õ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé èìååòñÿ íå áîëåå 6-è

ðåøåíèé çàäà÷è Àïîëëîíèÿ, à â ñëó÷àå 5-è èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé � íå áîëåå 4-õ. Òàêæå äàíî îïèñàíèå

âñåõ ÷åòâåðîê îêðóæíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ìàêñèìàëüíî.

1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à (êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Àïîëëîíèÿ). Ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé îêðóæíîñòü, êàñàþ-
ùóþñÿ êàæäîé èç 3-õ äàííûõ.

Òàê ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó èçâåñòíûé äðåâíåãðå÷åñêèé ãåîìåòð Àïîëëîíèé Ïåðãñêèé â III â. äî í. ý.
Ñ òåõ ïîð áûëî ïðèäóìàíî ìíîãî îñòðîóìíûõ ðåøåíèé ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è, îäíàêî íàñ áóäåò èíòåðå-
ñîâàòü ëèøü âîïðîñ î ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì ÷èñëå èñêîìûõ îêðóæíîñòåé. Èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ
çàäà÷à èìååò íå áîëåå 8-è ðåøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ìû ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ýòîãî âîïðîñà íà ñëó÷àè
4-õ è 5-è îêðóæíîñòåé.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ èãðàåò èíâåðñèÿ. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè ïîçâîëÿåò
óïðîñòèòü êîíôèãóðàöèþ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé è îñóùåñòâèòü ïåðåáîð. Ïîýòîìó ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì
îñíîâíûõ òåîðåì ìû ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèè, ê êîòîðûì íàñ ïðèâåäåò ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
(ñì. ï. 3). Òàêæå ìû èñïîëüçóåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõ ñëó÷àåâ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
Àïîëëîíèÿ, îïèñàííîãî â [1].

Ñðåäè ïðèåìîâ, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ îñíîâíîé òåîðåìû áó-
äóò: ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, èñïîëüçîâàíèå èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà
ïëîñêîñòè, à òàêæå ôàêò îá îáúåäèíåíèè ðåøåíèé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è â ïàðû, èñïîëüçóþùèé àëãåáðà-
è÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ îêðóæíîñòè � îá ýòîì ïîäðîáíåå â ï. 5.

2 Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Îáîáùåííîé îêðóæíîñòüþ (îáúåêòîì) íàçîâåì îêðóæíîñòü, ïðÿìóþ èëè òî÷êó íà ïëîñêîñòè.
Äâå îáîáùåííûå îêðóæíîñòè îáîáùåííî êàñàþòñÿ, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Ýòî äâå êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè èëè êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ.

2. Ýòî äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.

3. Ýòî òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé.

Òàê êàê âñå êàñàíèÿ ó íàñ áóäóò îáîáùåííûìè, òî äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî ¾îáîáùåííî êàñàþòñÿ¿ ìû
áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ¾êàñàþòñÿ¿.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñðåäñòâîì ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïëîñêîñòü, ñ äîáàâëåííîé ê íåé áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êîé ∞, ìîæíî ïåðåâåñòè â ñôåðó. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè îáîáùåííàÿ îêðóæíîñòü íà
ïëîñêîñòè ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü èëè òî÷êó íà ñôåðå, à êàñàþùèåñÿ îáîáùåííûå îêðóæíîñòè íà ïëîñ-
êîñòè � â êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè èëè òî÷êó è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íåå îêðóæíîñòü íà ñôåðå. Ïîýòîìó
ôàêòè÷åñêè íàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñôåðà è åå íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòÿìè. Â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè ïðèñóòñòâóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç ýòó òî÷êó
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ïðîõîäÿò âñå ïðÿìûå è ñàìà îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé îêðóæíîñòüþ. Ýòó òî÷êó ìîæíî âåðíóòü íà âèäè-
ìóþ ïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè, êîòîðàÿ ìåíÿåò åå ìåñòàìè ñî ñâîèì öåíòðîì. Ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ
è íåêîòîðûå òåîðåìû ñì. â [5].

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Íà ïëîñêîñòè äàíû 4 ðàçëè÷íûå îáîáùåííûå îêðóæíîñòè, êîòîðûå íå âñå êàñàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå 6-è îáîáùåííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ êàæäîé èç äàííûõ.

Òåîðåìà 2. Íà ïëîñêîñòè äàíî 5 ðàçëè÷íûõ îáîáùåííûõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûå íå âñå êàñàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå 4-õ îáîáùåííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ êàæäîé èç äàííûõ.

Ðèñ. 1: Ïðèìåðû ê òåîðåìå 1

Íåòðóäíî íàéòè ïðèìåðû, êîãäà êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé, óêàçàííîå â òåîðåìàõ 1 è 2, äåéñòâèòåëü-
íî äîñòèãàåòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû äëÿ 4-õ îêðóæíîñòåé ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 1. Â ýòèõ ïðèìåðàõ
èñõîäíûå îêðóæíîñòè èìåþò ðàâíûé ðàäèóñ, à èõ öåíòðû ëåæàò â âåðøèíàõ êâàäðàòà. Îáîñíîâàíèå ïðè-
ìåðîâ ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî è íå íóæäàåòñÿ â êîììåíòàðèÿõ.

Èç 6-è îêðóæíîñòåé íà Ðèñ. 1, êàñàþùèõñÿ êàæäîé èç 4-õ äàííûõ, âûáåðåì ëþáûå 5. Ðàññìàòðèâàÿ
ýòè 5 îêðóæíîñòåé â êà÷åñòâå èñõîäíûõ, ïîëó÷àåì ïðèìåð ê òåîðåìå 2.

Èòàê, íàéòè êàêèå-òî ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå òî÷íîñòü òåîðåìû 1, íåòðóäíî. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ,
÷òî âñå ýòè ïðèìåðû äîïóñêàþò åäèíîå îïèñàíèå.

�1

�2

�3

�4

Ðèñ. 2: Ê òåîðåìå 3

Òåîðåìà 3. Ïóñòü êîíôèãóðàöèÿ 4-õ îáîáùåííûõ îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðîâíî 6 îáîáùåííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ êàæäîé èç äàííûõ. Òîãäà íåñêîëüêèìè èíâåðñèÿìè åå
ìîæíî ñâåñòè ê îäíîé èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ (ñì. Ðèñ. 2):

1. Èñõîäíûå îêðóæíîñòè � äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â óãîë, è äâå ñèììåòðè÷-
íûå èì îòíîñèòåëüíî âåðøèíû ýòîãî óãëà.
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2. Âîçüìåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ω1 è ω2, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l. Èñõîä-
íûå îáîáùåííûå îêðóæíîñòè � äâå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ ω1 è ω2 è ñèììåòðè÷íûå äðóã äðóãó
îòíîñèòåëüíî l è äâå îáùèå âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå ê ω1 è ω2

3. Èñõîäíûå îáîáùåííûå îêðóæíîñòè � ïðÿìàÿ è 3 îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðàìè íà ýòîé ïðÿ-
ìîé, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè öåíòðàìè ðàâíî 2/

√
5

4. Âîçüìåì äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è îòíîøåíèåì ðàäèóñîâ 3 + 2
√

2 � ýòî
äâå èñõîäíûå îêðóæíîñòè. Ðàññìîòðèì 4 îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ îáåèõ êîíöåíòðè÷åñêèõ âíóò-
ðåííèì îáðàçîì, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû öåíòðû ýòèõ 4-õ îêðóæíîñòåé ëåæàëè â âåðøèíàõ êâàä-
ðàòà. Äâå îñòàâøèåñÿ èñõîäíûå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O1 è O2 êàñàþòñÿ ýòèõ 4-õ, ïðè÷åì
∠O1OO2 = 90◦.

Ïðèìåðû íà Ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóþò êîíôèãóðàöèÿì �1 è �2.

3 Îáîçíà÷åíèÿ, äîãîâîðåííîñòè è èñïîëüçóåìûå êîíñòðóêöèè

Ñíà÷àëà äîãîâîðèìñÿ î íåêîòîðûõ îáùèõ îáîçíà÷åíèÿõ. Äàííûå â (îáîáùåííîé) çàäà÷å Àïîëëîíèÿ îáú-
åêòû íàçîâåì èñõîäíûìè, à îáúåêò, êàñàþùèéñÿ âñåõ äàííûõ, íàçîâåì ðåøåíèåì. Íàçîâåì êîíôèãóðàöèþ
îáîáùåííûõ îêðóæíîñòåé âûðîæäåííîé, åñëè êàêèå-òî òðè èç íèõ êàñàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Âûðîæäåííàÿ
òðîéêà îáúåêòîâ, î÷åâèäíî, èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ìû ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè èíâåðñèè (î íèõ ñì., íàïðèìåð, â [5]):

1. Ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé èëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòü è ïðÿìóþ ìîæíî ïåðåâå-
ñòè èíâåðñèåé â êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè.

2. Ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ â äâóõ òî÷êàõ îêðóæíîñòåé èëè ïåðåñåêàþùèåñÿ â äâóõ òî÷êàõ îêðóæíîñòü
è ïðÿìóþ ìîæíî ïåðåâåñòè èíâåðñèåé â ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå.

3. Ïàðó êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé èëè êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòü è ïðÿìóþ ìîæíî ïåðåâåñòè èíâåðñèåé
â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.

4. Åñëè òî÷êà ëåæèò âíå îêðóæíîñòè, òî ñóùåñòâóåò èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, îñòàâëÿþùàÿ
îêðóæíîñòü íà ìåñòå.

5. Åñëè òî÷êà ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, òî ñóùåñòâóåò êîìïîçèöèÿ èíâåðñèè è öåíòðàëüíîé ñèììåò-
ðèè ñ îáùèì öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, îñòàâëÿþùàÿ îêðóæíîñòü íà ìåñòå.

Åñëè äâà îáúåêòà èç òðåõ ôèêñèðîâàíû, à òðåòèé α ìåíÿåòñÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ
òðåõ îáúåêòîâ ìû íàçûâàåì ðåøåíèÿìè äëÿ α (èëè ðåøåíèÿìè, ïîðîæäåííûìè α), à îáúåêò, êàñàþùèéñÿ
òîëüêî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ, ìû íàçûâàåì äîïóñòèìûì.

Ðàññìîòðèì òðîéêó îáúåêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ èëè ïðÿìîé. Äëÿ îïèñàíèÿ
ðàñïîëîæåíèÿ òàêîé òðîéêè îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ò. í. ìåòêè Ôèòöäæåðàëüäà.
Ðàññìàòðèâàåìîé òðîéêå îáúåêòîâ ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð áóêâ, õàðàêòåðèçóþùèé èõ îòíîøåíèÿ: áóêâà
I èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êàæäîé ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ îáúåêòîâ, áóêâà T � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
êàæäîé ïàðû êàñàþùèõñÿ îáúåêòîâ, à áóêâà S � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü èëè
ïðÿìàÿ ðàçäåëÿåò äâà äðóãèõ îáúåêòà. Åñëè âñå òðè îáúåêòà èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî çàïèñü çàêëþ÷àåòñÿ â
êâàäðàòíûå ñêîáêè. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, ìåòêå [TTT ] ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííàÿ òðîéêà îáúåêòîâ.

Èçâåñòíî (ñì., íàïð., [4]), ÷òî åñëè òðè îêðóæíîñòè èëè ïðÿìûå ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ, íî íå ïðîõî-
äÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìåòêå III), òî âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ: ëèáî êàæäàÿ îáîáùåííàÿ
îêðóæíîñòü ðàçäåëÿåò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äðóãèõ, ëèáî íåò. Îáîçíà÷èì ýòè ñëó÷àè ðàçíûìè ìåòêàìè
� III1 è III2 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè òðè îêðóæíîñòè ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ è ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó,
òî òîæå âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ: ëèáî ýòè îêðóæíîñòè èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, ëèáî äâå. Ýòè ñëó÷àè
òîæå îáîçíà÷èì ðàçíûìè ìåòêàìè [III]1 è [III]2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêæå íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òðåìÿ ïðîñòåéøèìè êîíñòðóêöèÿìè èç
îáîáùåííûõ îêðóæíîñòåé. Â êàæäîé èç íèõ ìû ôèêñèðóåì äâà îáúåêòà è ìåíÿåì òðåòèé.

1. Çàôèêñèðîâàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ èñõîäíûå ïðÿìûå.
Áóäåì íàçûâàòü 4 ÷àñòè, íà êîòîðûå äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü, ñåêòîðàìè.

Ñåêòîðà ïðîíóìåðóåì ïî òðàäèöèè îáîçíà÷åíèÿ êâàäðàíòîâ � ðèìñêèìè ÷èñëàìè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç O.
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Êàæäàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ äâóõ ïðÿìûõ, ëåæèò â îäíîì èç ñåêòîðîâ. Ýòè îêðóæíîñòè � äîïó-
ñòèìûå. Íàçîâåì ðàñïðåäåëåíèåì íåêîòîðîãî íàáîðà äîïóñòèìûõ îêðóæíîñòåé íåíóëåâîãî ðàäèóñà óïî-
ðÿäî÷åííóþ ÷åòâåðêó ÷èñåë x-y-z-t, ãäå ÷èñëî íà i-îì ìåñòå îçíà÷àåò, ñêîëüêî îêðóæíîñòåé âïèñàíî â i-ûé
ñåêòîð. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìû óêàçûâàåì, îòíîñèòåëüíî êàêèõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ çàïèñàíî ðàñïðå-
äåëåíèå. Äâà ðàñïðåäåëåíèÿ èçîìîðôíû, åñëè îíè ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåâîðîòîâ è öèêëè÷åñêèõ
ñäâèãîâ ÷åòâåðêè x-y-z-t, ò. å., íàïðèìåð, ðàçáèåíèÿ 0-1-2-3 è 2-1-0-3 èçîìîðôíû. Äî ïåðâîãî óïîìèíàíèÿ
î íóìåðàöèè ñåêòîðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Òàêæå ðåøåíèÿìè åùå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ òî÷êè O è ∞. Òàêèå ðåøåíèÿ ìû íàçâàåì äîïîëíèòåëüíûìè.
Òåïåðü äîáàâèì åùå îäíó îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ α è ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé äëÿ α.

Ëåììà 3.1. Äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå, à òàêæå îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ α, îòëè÷íàÿ îò äàí-
íûõ. Òîãäà, â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ α íà ïëîñêîñòè, âñÿ òðîéêà èìååò îäíó èç ìåòîê, óêàçàííûõ
â Òàáë. 1. Ìåòêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé äëÿ α è êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ
ðåøåíèé (ñì. Òàáë. 1 è Ðèñ. 3).

Òèï Ìåòêà Ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé äëÿ α Äîï. ðåøåíèÿ Âñåãî ðåøåíèé äëÿ α
I III1 2-2-2-2 ∅ 8
II III2 4-2-0-2 ∅ 8
III II 2-2-0-0 ∅ 4
IV I 4-0-0-0 ∅ 4
V [III]1 2-1-0-1 O èëè ∞ 5
VI [III]2 0-0-0-0 O è ∞ 2
VII IIT 3-1-0-2 ∅ 6
VIII IT 3-1-0-0 ∅ 4
IX ITT 2-1-0-1 ∅ 4
X [IIT ] 1-0-0-1 O èëè ∞ 3

Òàáëèöà 1: I-òèïû

Ïðèìå÷àíèå. Çàíóìåðóåì ìåòêè â Òàáë. 1 ðèìñêèìè öèôðàìè. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îêðóæíîñòü α èìååò
I-òèï N , åñëè α âìåñòå ñ 2-ÿ çàôèêñèðîâàííûìè ïðÿìûìè èìååò ìåòêó ïîä íîìåðîì N .

Ïðèìå÷àíèå. Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óêàçàíî áåç ó÷åòà êðàòíîñòè.

Ïðèìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòü II òèïà âñåãäà ïåðåñåêàåò îáå ñòîðîíû íåêîòîðîãî ñåêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1 îñóùåñòâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì äëÿ âñåõ òèïîâ ïîñðåäñòâîì íåïðå-
ðûâíîãî óâåëè÷åíèÿ äîïóñòèìîé îêðóæíîñòè â îäíîì èç ñåêòîðîâ äî ìîìåíòà êàñàíèÿ ñ α. Áîëåå ïîäðîáíîå
ðàññóæäåíèå ñì. â [1].

2. Çàôèêñèðîâàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè.
×åðåç ω îáîçíà÷èì îêðóæíîñòü ñ ìåíüøèì ðàäèóñîì, à ÷åðåç Ω � ñ áîëüøèì. Îáùèé öåíòð ω è Ω

îáîçíà÷èì ÷åðåç O. Âñå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ ω è Ω, ðàçáèâàþòñÿ íà äâà òèïà, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì
A è B: îêðóæíîñòè òèïà A êàñàþòñÿ ω âíåøíèì îáðàçîì, à òèïà B � âíóòðåííèì. Èõ òîæå ëîãè÷íî
íàçâàòü äîïóñòèìûìè. Ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ O ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè α, ìû íàçûâàåì äèàìåòðîì (à
ëó÷ � ðàäèóñîì), íà êîòîðîì ëåæèò α. Ïðîòèâîïîëîæíûìè íàçûâàþòñÿ îêðóæíîñòè, ëåæàùèå íà îäíîì
äèàìåòðå, íî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò O.

Òåïåðü ñíîâà äîáàâèì åùå îäíó îêðóæíîñòü α, íî ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíà íå èìåëà îáùèõ òî÷åê ñ ω è
Ω. Íàéäåì êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ α.

Ëåììà 3.2. Äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè è îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ α, íå èìåþùàÿ îáùèõ
òî÷åê ñ äàííûìè. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ òðîéêà ëèáî íå èìååò ðåøåíèé, ëèáî èìååò 8 ðåøåíèé (êàê íà
Ðèñ. 4).
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I òèï II òèï

V òèï, ïðÿìàÿ

III òèï IV òèï V òèï, îêðóæíîñòü

VI òèï
VII òèï

X òèï, ïðÿìàÿ

VIII òèï IX òèï

X òèï, îêðóæíîñòü

Ðèñ. 3: I-òèïû
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Ðèñ. 4: Ê ëåììå 3.2

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. α ëåæèò âíóòðè ω. Òîãäà ω ðàçäåëÿåò α è Ω.

2. α ëåæèò ñíàðóæè Ω. Òîãäà Ω ðàçäåëÿåò α è ω.

3. α ëåæèò âíóòðè Ω, è ω ëåæèò âíóòðè α. Òîãäà α ðàçäåëÿåò ω è Ω.

4. α ëåæèò âíóòðè Ω, íî ω íå ëåæèò âíóòðè α, è α íå ëåæèò âíóòðè ω.

Ñëó÷àè 1�3 ñîîòâåòñòâóþò ìåòêå S, è òîãäà ðåøåíèé íåò. Ñëó÷àé 4 ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîé ìåòêå (∅),
è òîãäà åñòü 8 ðåøåíèé, ïðè÷åì 4 èç íèõ èìåþò òèï A, è åùå 4 � òèï B. Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîñðåäñòâîì âðàùåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ðåøåíèÿ äî ìîìåíòà êàñàíèÿ ñ α.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîëó÷åííûå 8 ðåøåíèé ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
ðàäèóñà, íà êîòîðîì ëåæèò α. Ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 3.3. Ñðåäè ëþáûõ 5 ðåøåíèé äëÿ α ìîæíî âûáðàòü ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ, à ñðåäè ëþáûõ 6 ðåøå-
íèé äëÿ α ìîæíî âûáðàòü ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ è ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà, íà êîòîðîì
ëåæèò α.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3. Çàìåòèì, ÷òî ëþáûå äâå îêðóæíîñòè òèïà B ïåðåñåêàþòñÿ, è òîëüêî
â îäíîé ïàðå ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé îêðóæíîñòè ìîãóò íå ïåðåñåêàòüñÿ � ýòî ïàðà ðåøåíèé òèïà A,
êîòîðûå êàñàþòñÿ α âíåøíèì îáðàçîì. Îòñþäà ìãíîâåííî ñëåäóþò îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû.

3. Çàôèêñèðîâàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.
Áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íàïðàâëåíèå ôèêñèðîâàííûõ ïðÿìûõ ãîðèçîíòàëüíûì, à ïåðïåíäèêóëÿðíîå �

âåðòèêàëüíûì. Äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè ðàâíîãî ðàäèóñà, êàñàþùèåñÿ ôèêñèðîâàííûõ ïðÿ-
ìûõ, à òàêæå âñå ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå è òî÷êà ∞. Ðàñïðåäåëåíèåì çäåñü áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åí-
íóþ ïàðó ÷èñåë x+y, ãäå x îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ îêðóæíîñòåé, à y � êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ
ïðÿìûõ. Ðåøåíèåì ìîæåò áûòü òàêæå òî÷êà ∞ � â ýòîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ðåøå-
íèåì.

Ëåììà 3.4. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, à òàêæå îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ α, îòëè÷íàÿ îò äàííûõ.
Òîãäà, â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ α íà ïëîñêîñòè, âñÿ òðîéêà èìååò îäíó èç ìåòîê, óêàçàííûõ â
Òàáë. 2. Êðîìå òîãî, ìåòêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé äëÿ α è êîëè÷åñòâî äîïîëíè-
òåëüíûõ ðåøåíèé (ñì. Òàáë. 2 è Ðèñ. 5).

Ïðèìå÷àíèå. Çàíóìåðîâàâ ìåòêè ðèìñêèìè öèôðàìè, îïðåäåëèì T-òèïû àíàëîãè÷íî I-òèïàì. Îáû÷íî
èç êîíòåêñòà ÿñíî, èìååòñÿ ââèäó I-òèï èëè T-òèï, è ìû ýòî íå óêàçûâàåì. Êàê è â ëåììå 3.1, êîëè÷åñòâî
ðåøåíèé óêàçàíî áåç ó÷åòà êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4 îñóùåñòâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì äëÿ âñåõ òèïîâ ïîñðåäñòâîì íåïðå-
ðûâíîãî ïåðåìåùåíèÿ äîïóñòèìîé îêðóæíîñòè ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè äî ìîìåíòà êàñàíèÿ ñ α.
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I òèï II òèï
III òèï

IV òèï

V òèï VI òèï

VII òèï
VIII òèï IX òèï

X òèï

Ðèñ. 5: T-òèïû
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Òèï Ìåòêà Ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé äëÿ α Äîï. ðåøåíèÿ Âñåãî ðåøåíèé äëÿ α
I T 4+2 ∅ 6
II IIT 4+2 ∅ 6
III IT 2+2 ∅ 4
IV [IIT ] 2+0 ∞ 3
V TT 3+1 ∅ 4
VI ITT 3+1 ∅ 4
VII TTT 2+0 ∅ 2
VIII STT 1+1 ∅ 2
IX ST 0+2 ∅ 2
X [TTT ] 0+∞ ∞ ∞

Òàáëèöà 2: T-òèïû

4 Ëåììû î ïåðåñå÷åíèÿõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì íåñêîëüêî î÷åíü ïîõîæèõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå áóäóò ïîëåçíû ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåì 1 è 3 è îñîáåííî òåîðåìû 2. Â ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ëåììàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ çàôèêñèðî-
âàííîé ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

Ëåììà 4.1 (1-ÿ ëåììà î ïåðåñå÷åíèÿõ). Åñëè äâå îêðóæíîñòè òèïà I èìåþò äâà îáùèõ ðåøåíèÿ â
îäíîì ñåêòîðå, òî îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó âíóòðè ýòîãî ñåêòîðà.

Ðèñ. 6: Ê ëåììå 4.1

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè α è β íå ïåðåñåêàþòñÿ â êàêîì-òî ñåêòîðå, òî îíè
äåëÿò åãî íà òðè îáëàñòè, èç êîòîðûõ, âîçìîæíî, ëèøü â îäíó ìîæíî âïèñàòü òðåáóåìóþ îêðóæíîñòü-
ðåøåíèå (Ðèñ. 6 ñïðàâà). Òàê êàê â íåå, î÷åâèäíî, ìîæíî âïèñàòü íå áîëåå îäíîé îêðóæíîñòè, óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ëåììà 4.2 (2-ÿ ëåììà î ïåðåñå÷åíèÿõ). Ïóñòü äëÿ îêðóæíîñòåé α, β è γ, èìåþùèõ òèï I, åñòü
îáùåå ðåøåíèå â íåêîòîðîì ñåêòîðå. Òîãäà ñðåäè íèõ êàêèå-òî äâå èìåþò îáùóþ òî÷êó âíóòðè ýòîãî
ñåêòîðà.

Ðèñ. 7: Ê ëåììå 4.2

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.2.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äóãè îêðóæíîñòåé α, β è γ äåëÿò ñåêòîð
íà ÷åòûðå ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãðàíè÷èò íå áîëåå ÷åì c äâóìÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé (ñì. Ðèñ. 7).
Ïîòåíöèàëüíîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü âïèñàíî â îäíó èç ýòèõ ÷àñòåé, ÷òî, â òàêîì ñëó÷àå, íåâîçìîæíî.
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Ëåììà 4.3 (3-ÿ ëåììà î ïåðåñå÷åíèÿõ). Ïóñòü äëÿ îêðóæíîñòåé α, β è γ, èìåþùèõ òèï I, åñòü
äâà îáùèõ ðåøåíèÿ â íåêîòîðîì ñåêòîðå. Òîãäà ñðåäè íèõ êàêèå-òî äâå èìåþò äâå îáùèå òî÷êè âíóòðè
ýòîãî ñåêòîðà.

β ðàçäåëÿåò O è X

β íå ðàçäåëÿåò O è X

Ðèñ. 8: Ê ëåììå 4.3

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü äóãè îêðóæíîñòåé α, β è γ ïåðåñåêàþò
îäíó èç ñòîðîí äàííîãî ñåêòîðà â òî÷êàõ A, B è C, à âòîðóþ � â òî÷êàõ A′, B′ è C ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè B ëåæèò íà îòðåçêå AC.

Ïî ëåììå 4.1 äóãè îêðóæíîñòåé α è β èìåþò îáùóþ òî÷êó âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî ñåêòîðà ïðè÷åì,
ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ðîâíî îäíó. Íî òîãäà ïîðÿäîê òðîåê òî÷åê O, A, B è O, A′, B′ äîëæåí
îòëè÷àòüñÿ, ò. å. åñëè A ëåæèò íà îòðåçêå OB, òî B′ ëåæèò íà îòðåçêå OA′, è íàîáîðîò: åñëè B ëåæèò íà
îòðåçêå OA, òî A′ ëåæèò íà îòðåçêå OB′. Òî æå âåðíî è äëÿ äâóõ äðóãèõ ïàð äóã îêðóæíîñòåé (α è γ, β
è γ). Îòñþäà ÿñíî, ÷òî B′ ëåæèò íà A′C ′.

Ïóñòü òåïåðüX � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äóã α è γ. Âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàçäåëÿåò
ëè β òî÷êè O è X (ñì. Ðèñ. 8). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ α, β è γ äåëÿò ñåêòîð íà 7 ÷àñòåé,
èç êîòîðûõ òîëüêî îäíà ãðàíè÷èò ñî ñòîðîíàìè ñåêòîðà è âñåìè òðåìÿ äàííûìè îêðóæíîñòÿìè � òîëüêî
â ýòó ÷àñòü ìîæåò áûòü âïèñàíà èñêîìàÿ îêðóæíîñòü. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû.

Ëåììà 4.4 (4-ÿ ëåììà î ïåðåñå÷åíèÿõ). Äàíû îêðóæíîñòü α òèïà I è îêðóæíîñòü β òèïà II,
ïåðåñåêàþùàÿ îáå ñòîðîíû II ñåêòîðà, ïðè÷åì α è β èìåþò â I ñåêòîðå äâà îáùèõ ðåøåíèÿ. Òîãäà îíè
èìåþò îáùóþ òî÷êó â I ñåêòîðå.

Ðèñ. 9: Ê ëåììå 4.4

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.4. Ðàçäåëèì êàæäîå îáùåå ðåøåíèå äëÿ α è β â I ñåêòîðå íà äâå äóãè
òî÷êàìè êàñàíèÿ ñ ïðÿìûìè. Èç ïîëó÷åííûõ 4-õ äóã ðàññìîòðèì 2 òàêèå, êîòîðûå èìåþò îáùóþ òî÷êó
ñ α. Çàìåòèì, ÷òî α ðàçäåëÿåò ýòè äóãè, à β òàêæå èìååò ñ êàæäîé èç íèõ îáùóþ òî÷êó, ïîñêîëüêó β
ïåðåñåêàåò îáå ñòîðîíû II ñåêòîðà (ñì. Ðèñ. 9). Ñëåäîâàòåëüíî, äóãà β, ëåæàùàÿ â I ñåêòîðå, äîëæíà
ïåðåñåêàòü äóãó α â I ñåêòîðå â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îêðóæíîñòè.

5 Ãåîìåòðèÿ îêðóæíîñòåé

Äëÿ ïîëíîãî ïîíèìàÿ ýòîãî ðàçäåëà ïîòðåáóåòñÿ çíàíèå îñíîâ ëèíåéíîé àëãåáðû. Îäíàêî äëÿ ïîíèìàíèÿ
ôîðìóëèðîâîê íåîáõîäèìûõ íàì ðåçóëüòàòîâ ýòè çíàíèÿ âîâñå íå îáÿçàòåëüíû. ×èòàòåëü ìîæåò îçíàêî-
ìèòüñÿ òîëüêî ñ ôîðìóëèðîâêàìè (áåç äîêàçàòåëüñòâ) â ðàçä. 5.2.
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5.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ãåîìåòðèè îêðóæíîñòåé

Ðàññìîòðèì 5-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R5, ñíàáæåííîå ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìîé:

x = (x0, x1, x2, x3, x4),y = (y0, y1, y2, y3, y4)

(x,y) := x0y3 + x3y0 + x1y1 + x2y2 − x4y4

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå êâàäðèêà Ëè îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì:

Ω = {x : (x,x) = 0}

Çàìåòèì, ÷òî x ∈ Ω⇔ 〈x〉 ⊂ Ω.
Êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè, à òàêæå êàæäîé îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé ìîæíî ïîñòàâèòü

â ñîîòâåòñòâèå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (ïðÿìóþ) 〈x〉 ⊂ Ω, ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. Îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì (p1, p2) è ðàäèóñîì r ñîîòâåòñòâóåò 〈(v, p1, p2, 1,±r)〉. Çäåñü çíàê ïåðåä r
çàâèñèò îò îðèåíòàöèè îêðóæíîñòè (ñì. ïîäðîáíîñòè â [3]), à v ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæàëîñü â Ω.

2. Ïðÿìîé ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì p = (p1, p2), ãäå ‖p‖ = 1, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó q ñîîòâåòñòâó-
åò 〈(−p · q, p1, p2, 0, 1)〉. Âûáîð îäíîé èç äâóõ âîçìîæíîñòåé äëÿ p çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ïðÿìîé
(ñì. [3]).

3. Òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (p1, p2) ñîîòâåòñòâóåò 〈(v, p1, p2, 1, 0)〉, ãäå v ñíîâà ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû
ïîëó÷åííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæàëîñü â Ω. Òî÷êå ∞ ñîîòâåòñòâóåò 〈(1, 0, 0, 0, 0)〉.

Ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå çàìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü (ñì., íàïðèìåð, [2]), îáúåêòû X è

Y îðèåíòèðîâàííî êàñàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåíóëåâûå âåêòîðû x è y, âûáðàííûå ïðîèçâîëüíî
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ X è Y îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (x,y) = 0. Ýòî
ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó Àïîëëîíèÿ íà ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê.

Ïîäðîáíåå î ãåîìåòðèè îêðóæíîñòåé ñì. [2] è [3].

5.2 Ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å Àïîëëîíèÿ

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíî íåñêîëüêî îêðóæíîñòåé è îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ âñåõ äàííûõ (ðåøåíèå).
Ñîïîñòàâèì êàæäîé äàííîé èñõîäíîé îêðóæíîñòè çíàê ¾+¿, åñëè îíà êàñàåòñÿ äàííîãî ðåøåíèÿ âíåøíèì
îáðàçîì, è çíàê ¾−¿, åñëè âíóòðåííèì. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò (ïîäõîäèò) äàííîé
ðàññòàíîâêå (íàáîðó, êîìáèíàöèè) çíàêîâ.

Òåïåðü ïîñòóïèì íàîáîðîò: ñíà÷àëà ðàññòàâèì çíàêè, à çàòåì ïîïðîáóåì íàéòè ðåøåíèå, êîòîðîìó ýòîò
íàáîð çíàêîâ ñîîòâåòñòâîâàë áû. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ðåøåíèé? Îêàçûâàåòñÿ, åñëè íà êîíôèãóðà-
öèþ äàííûõ îêðóæíîñòåé íàëîæåíû íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, òî òàêèõ ðåøåíèé íå áîëüøå
äâóõ. Îíè ïîýòîìó íàçûâàþòñÿ ïàðíûìè.

Ñïåðâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü òðîéêà îêðóæíîñòåé G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìûì 〈x〉, 〈y〉 è 〈z〉 íåâûðîæäåíà
(îðèåíòàöèÿ çäåñü íå ó÷èòûâàåòñÿ). Òîãäà âåêòîðû x, y è z ëèíåéíî íåçàâèñèìû è 〈x,y, z〉⊥ 6⊂ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî x, y è z ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè
π. Òîãäà π èìååò ñ êâàäðèêîé Ω òðè îáùèå ïðÿìûå. Íî ýòî âîçìîæíî ëèøü åñëè π ⊂ Ω. Ïóñòü t �
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç π. Òîãäà x− t ∈ π. Èìååì (t, t) = 0 è (x− t,x− t) = 0, îòêóäà (x, t) = 1

2 ((x,x) +
(t, t)−(x−t,x−t)) = 0. Àíàëîãè÷íî (y, t) = (z, t) = 0, ò. å. 〈t〉 ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó îáúåêòó, êîòîðûé
êàñàåòñÿ êàæäîé îêðóæíîñòè èç G, è òðîéêà G èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Íî èç ëåìì 3.1, 3.2, 3.4
ñëåäóåò, ÷òî áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ðåøåíèé îáëàäàþò ëèøü âûðîæäåííûå òðîéêè � ïðîòèâîðå÷èå.

Äàëåå, åñëè θ = 〈x,y, z〉⊥ ⊂ Ω, òî ëþáîé âåêòîð èç θ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
dim θ = 2 > 1, ïîýòîìó òðîéêà G ñíîâà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ò. å. âûðîæäåíà.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñàìûé âàæíûé äëÿ íàñ ôàêò.

Ëåììà 5.2. Äàíî ìíîæåñòâî G, ñîñòîÿùåå èç îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì |G| ≥ 3 è G �
íåâûðîæäåííîå. Êàæäîé îêðóæíîñòè èç G ñîïîñòàâëåí çíàê. Òîãäà G èìååò íå áîëåå 2-õ ðåøåíèé,
ïîäõîäÿùèõ äëÿ äàííîé ðàññòàíîâêè çíàêîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.2. Âûáåðåì èç G òðè ïðîèçâîëüíûå îêðóæíîñòè è îðèåíòèðóåì èõ ñîãëàñ-
íî èõ çíàêàì. Ñîïîñòàâèì èì îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà 〈x〉, 〈y〉 è 〈z〉. Êàæäîå ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòè, îðèåíòèðîâàííî êàñàþùåéñÿ êàæäîé îêðóæíîñòè èç G. Ïîýòîìó íàäî äîêà-
çàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ âåêòîðîâ t òàêèõ ÷òî (x, t) = (y, t) = (z, t) = (t, t) = 0.

Ïî ëåììå 5.1 âåêòîðû x, y è z ëèíåéíî íåçàâèñèìû è θ = 〈x,y, z〉⊥ 6⊂ Ω. Íî dim θ = 2. Çíà÷èò, θ
ïåðåñåêàåò Ω íå áîëåå, ÷åì ïî äâóì ïðÿìûì, ò. å. ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2-õ ðåøåíèé, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííà, îäíàêî îíà îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíîé âî ìíîãèõ ñèòó-
àöèÿõ.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 5.2 öåíòðû îêðóæíîñòåé èç G ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà
ïàðíûå ðåøåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.3. Ðàññìîòðèì òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ëèíèÿ öåíòðîâ G
ÿâëÿåòñÿ îñüþ àáñöèññ. Ñíîâà âûáåðåì èç G òðè îêðóæíîñòè è ñîïîñòàâèì èì âåêòîðà x, y, z. Îáîçíà÷èì
θ = 〈x,y, z〉⊥. Ïî ëåììå 5.1 èìååì dim θ = 2 è θ 6⊂ Ω.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : R5 → R5, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì:

f : (x0, x1, x2, x3, x4) 7→ (x0, x1,−x2, x3, x4)

Îòîáðàæåíèå f , î÷åâèäíî, ëèíåéíî, è ïðè ýòîì îíî ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå áèëèíåéíîé ôîðìû. Êðîìå òîãî,
îíî îòîáðàæàåò êàæäûé èç âåêòîðîâ x, y è z â ñåáÿ, ïîýòîìó â ñèëó ëèíåéíîñòè f è êàæäàÿ òî÷êà èç
〈x,y, z〉 îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ. Ïîýòîìó è f(θ) = θ.

Åñëè ïëîñêîñòü θ ïåðåñåêàåò Ω ìåíåå, ÷åì ïî äâóì ïðÿìûì, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
θ ïåðåñåêàåò Ω ïî äâóì ïðÿìûì, ïðè÷åì âåêòîðà èç ýòèõ ïðÿìûõ ïîðîæäàþò θ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè
êàæäàÿ èç ýòèõ ïðÿìûõ ïåðåõîäèò â ñåáÿ, òî è êàæäàÿ òî÷êà θ ïåðåõîäèò â ñåáÿ (â ñèëó ëèíåéíîñòè f), ò.
å. f � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå � ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ýòè ïðÿìûå ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïîä
äåéñòâèåì f . Ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáúåêòû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè
àáñöèññ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå óñëîâèþ òåîðåìû, ò. å. ÷òî íàøëèñü 4 îáúåêòà (íå âñå èç
êîòîðûõ êàñàþòñÿ â îäíîé òî÷êå) ñ 7-þ ðåøåíèÿìè.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü ñðåäè 4-õ èëè áîëåå èñõîäíûõ îáúåêòîâ åñòü òî÷êà, à êîëè÷åñòâî ðåøåíèé áîëüøå
4-õ. Òîãäà âñå èñõîäíûå îáúåêòû êàñàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.1. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, ñòð. 100]), ÷òî åñëè â òðîéêå îáúåêòîâ
åñòü òî÷êà, òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé äëÿ ýòîé òðîéêè íå áîëüøå 4-õ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ âûðîæäåííîé
òðîéêè. Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå ëþáàÿ òðîéêà îáúåêòîâ, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó, âûðîæäåíà. ßñíî, ÷òî òîãäà
âñå îáúåêòû êàñàþòñÿ â ýòîé òî÷êå, ÷òî èñêëþ÷åíî óñëîâèåì.

Èç ëåììû 6.1 ïîëó÷àåì, ÷òî âñå èñõîäíûå îáúåêòû � îêðóæíîñòè èëè ïðÿìûå. Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè íèõ
íåò êàñàþùèõñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ðàññìîòðèì ëþáóþ òðîéêó èñõîäíûõ îáúåêòîâ, ñîäåðæàùóþ
êàñàþùèåñÿ. Ïî ëåììå 3.4 òàêàÿ òðîéêà ëèáî èìååò íå áîëåå 6-è ðåøåíèé, ëèáî îíà âûðîæäåíà. Íî ó íàñ
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååòñÿ õîòÿ áû 7 ðåøåíèé, ïîýòîìó ëþáàÿ òðîéêà èñõîäíûõ îáúåêòîâ, ñîäåðæàùàÿ
êàñàþùèåñÿ, âûðîæäåíà. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ñíîâà âñå îáúåêòû êàñàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ÷òî èñêëþ÷åíî
ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè èñõîäíûõ îáúåêòîâ íåò òî÷åê è ïàð êàñàþùèõñÿ. Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé ñëó÷àé: ñðåäè èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé èëè ïðÿìûõ êàêèå-òî äâå ïðåñåêàþòñÿ. Ïå-
ðåâåäåì èíâåðñèåé ëþáûå äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îáîáùåííûå îêðóæíîñòè â ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Äëÿ
êðàòêîñòè çäåñü è äàëåå îáðàçû èñõîäíûõ îáúåêòîâ ïðè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ èíâåðñèÿõ íàçûâàþòñÿ
ïðîñòî èñõîäíûìè îáúåêòàìè, à îáðàçû ðåøåíèé � ïðîñòî ðåøåíèÿìè.

Êðîìå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ åñòü åùå äâå èñõîäíûå îáîáùåííûå îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì èõ
÷åðåç α è β.

Ïî ëåììå 3.1. äëÿ îáúåêòîâ íå I èëè II òèïà óæå ïî îòäåëüíîñòè ñóùåñòâóåò íå áîëüøå 5-è ðåøåíèé,
ïîýòîìó α è β ìîãóò áûòü òîëüêî îáúåêòàìè ýòèõ òèïîâ. Åñëè îíè èìåþò ðàçíûå òèïû, òî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ
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ðàâíû 2-2-2-2 è 0-2-4-2 è îíè ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëüøå ÷åì ïî 6-è îêðóæíîñòÿì ò. å. âñåãî åñòü íå áîëåå 6-è
ðåøåíèé. Ïîýòîìó α è β îáÿçàòåëüíî èìåþò îäèíàêîâûå òèïû.

Ïóñòü α è β èìåþò òèï I. Òîãäà 7 îáùèõ ðåøåíèé äëÿ α è β, î÷åâèäíî, èìåþò ðàñïðåäåëåíèå 2-2-
2-1. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ëåììå 4.1 õîòÿ áû â 3-õ ñåêòîðàõ α è β äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïóñòü α è β èìåþò òèï II. Òîãäà, ÷òîáû ðåøåíèé áûëî õîòÿ áû 7, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòè îêðóæíîñòè
ïåðåñåêàëè îáå ñòîðîíû îäíîãî è òîãî æå ñåêòîðà, èíà÷å óæå ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé äëÿ íèõ (4-2-0-2
è 2-4-2-0, ëèáî 4-2-0-2 è 0-2-4-2 â îäèíàêîâîé íóìåðàöèè ñåêòîðîâ) ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå, ÷åì ïî 4-ì
îêðóæíîñòÿì. Ñ ýòîãî ñåêòîðà è íà÷íåì íóìåðàöèþ. Òîãäà â I ñåêòîðå íå áîëåå 4-õ ðåøåíèé, à çíà÷èò âî
II è IV â ñóììå íå ìåíüøå 3-õ. Çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ñëó÷àÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 6.2. Äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé α è β, èìåþùèõ II òèï è ïåðåñåêàþùèõ îáå ñòîðîíû I ñåêòîðà,
åñòü íå áîëåå äâóõ îáùèõ ðåøåíèé â ñåêòîðàõ II è IV.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Çàìåòèì, ÷òî α è β êàñàþòñÿ ñâîèõ ðåøåíèé
â ñåêòîðàõ II è IV âíåøíèì îáðàçîì, ò. å. ñîîòâåòñòâóþò êîìáèíàöèè ¾+ + +¿. Öåíòðû ýòèõ ðåøåíèé
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé � áèññåêòðèñå ñåêòîðîâ II è IV. ßñíî, ÷òî α è β ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé
ïðÿìîé, â ÷àñòíîñòè, îíè íå ìîãóò áûòü ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íåå. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5.3.

Âòîðîé ñëó÷àé: íèêàêèå äâå îêðóæíîñòè èëè ïðÿìûå èç èñõîäíûõ ÷åòûðåõ íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ. Ïåðåâåäåì èíâåðñèåé ëþáûå äâà èç äàííûõ îáúåêòîâ â êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Îáðàçû äâóõ
îñòàâøèõñÿ îáúåêòîâ ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç α è β.

Ïî ëåììå 3.2, äëÿ α è β îòäåëüíî ñóùåñòâóåò 4 ðåøåíèÿ òèïà A è ñòîëüêî æå òèïà B, ïðè÷åì êàæäîå
èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îêðóæ-
íîñòü α èëè β. Òàê êàê ó íàñ, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, èìååòñÿ íå ìåíüøå 7-è ðåøåíèé, òî õîòÿ áû 4 èç
íèõ îäíîãî òèïà. Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 6.3. Ïóñòü îêðóæíîñòè α è β ïîðîæäàþò 4 îáùèõ ðåøåíèÿ îäíîãî òèïà. Òîãäà ëèáî α è β
ëåæàò íà îäíîì äèàìåòðå, ëèáî α è β ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðàõ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
îáùèå ðåøåíèÿ îáÿçàòåëüíî èìåþò òèï B, à èõ öåíòðû îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê (ñì. Ðèñ. 10).

Ðèñ. 10: Ê ëåììå 6.3

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.3. Ïóñòü α è β íå ëåæàò íà îäíîì äèàìåòðå (èíà÷å äîêàçûâàòü íå÷åãî).
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî 4-õ îáùèõ ðåøåíèé îäíîãî òèïà äëÿ α è β ÷åðåç X. Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòè èç
X ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè è äëÿ α, è äëÿ β, òî X ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ðàäèóñîâ α è β. Îäíàêî ïî
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, óãîë ìåæäó äèàìåòðàìè, íà êîòîðûõ ëåæàò α è β íåíóëåâîé. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
X ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè íåêîòîðîì ïîâîðîòå íà ϕ > 0 îòíîñèòåëüíî O. Ìîæíî ñ÷èòàòü ϕ ≤ 180◦.

Äîêàæåì, ÷òî ϕ = 90◦ èëè ϕ = 180◦. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü Γ èç X. Ïðè ïîâîðîòàõ
íà 0, ϕ, 2ϕ, è ò. ä. îíà ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü èç X. Íî â X ðîâíî 4 îêðóæíîñòè, ïîýòîìó Γ ìîæåò
èìåòü îò 2 äî 4 îáðàçîâ ïðè òàêèõ ïîâîðîòàõ (Γ íå ìîæåò ïåðåéòè â ñåáÿ, òàê êàê 0 < ϕ ≤ 180◦). Ýòè
ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò ïîâîðîòàì íà 180◦, 120◦ è 90◦ ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî åñëè îáðàçîâ 3, òî â X
îñòàåòñÿ åùå îäíà îêðóæíîñòü, íå ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàçîì Γ. Ó íåå òîæå 3 îáðàçà, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò
ñ îáðàçàìè Γ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â X õîòÿ áû 6 îêðóæíîñòåé, à íå 4 � ïðîòèâîðå÷èå. Îñòàþòñÿ âàðèàíòû
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180◦ è 90◦, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ, òîëüêî åñëè öåíòðû îêðóæíîñòåé èç X îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê èëè
êâàäðàò ñîîòâåòñòâåííî.

×òîáû òåïåðü äîêàçàòü, ÷òî â X íå ìîãóò áûòü îêðóæíîñòè òèïà A, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
íåáîëüøàÿ è äîñòàòî÷íî î÷åâèäíàÿ ëåììà.

Ëåììà 6.4. Åñëè äëÿ α è β åñòü äâà îáùèõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåøåíèÿ P è Q òèïà A, òî α è β ëåæàò
íà îäíîì äèàìåòðå.

Ðèñ. 11: Ê ëåììå 6.4

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.4. Çàìåòèì, ÷òî P èQ íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò. ê. îíè öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, êîòîðîé íå ñîäåðæàò âíóòðè ñåáÿ. Òàê êàê ðàäèóñ îêðóæíîñòè α ìåíüøå ðàäèóñà
îêðóæíîñòè P (â îáû÷íîì ñìûñëå), òî åñëè α êàñàåòñÿ P âíóòðåííèì îáðàçîì, òî α ëåæèò âíóòðè P . Íî
ò. ê. P è Q íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî α òîãäà íå ìîæåò êàñàòüñÿ Q. Çíà÷èò, α è β êàñàþòñÿ P è Q âíåøíèì
îáðàçîì (ñì. Ðèñ. 11). Íî ðàäèóñû P è Q ðàâíû, ïîýòîìó ÃÌÒ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ âíåø-
íèì îáðàçîì P è Q, ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì îòðåçêà ìåæäó öåíòðàìè P è Q, êîòîðûé,
î÷åâèäíî, ïðîõîäèò ÷åðåç O, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.3. Èç ëåììû 6.4 ÿñíî, ÷òî â X íå ìîãóò áûòü îêðóæíîñòè òè-
ïà A, ò. ê. îêðóæíîñòè èç X äåëÿòñÿ íà äâå ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ, ïîýòîìó α è β äîëæíû ëåæàòü
îäíîâðåìåííî íà äâóõ äèàìåòðàõ, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, â X òîëüêî îêðóæíîñòè òèïà B.

Òàê êàê öåíòðû îêðóæíîñòåé èç X îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê, òî êðîìå êîíöåíòðè÷åñêèõ ñóùåñòâóþò
åùå 4 îêðóæíîñòè, êîòîðûå êàñàþòñÿ âñåõ îêðóæíîñòåé èç X � îíè âïèñàíû â êðèâîëèíåéíûå ñèììåò-
ðè÷íûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè, îáðàçîâàííûå îêðóæíîñòÿìè èç X (ñì. Ðèñ. 10). Áîëüøå îêðóæíîñòåé, êàñà-
þùèõñÿ âñåõ îêðóæíîñòåé èç X áûòü íå ìîæåò ïî äîêàçàííîìó âûøå ïåðâîìó ñëó÷àþ îñíîâíîé òåîðåìû.
Äåéñòâèòåëüíî, â X ÷åòûðå ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòè, è èõ óæå êàñàþòñÿ 6 äðóãèõ � 2 êîí-
öåíòðè÷åñêèå è 4 âïèñàííûå â êðèâîëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè. Öåíòðû ýòèõ 4-õ ¾íîâûõ¿ îêðóæíîñòåé
ëåæàò íà äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðàõ; α è β äîëæíû áûòü äâóìÿ èç ýòèõ ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé,
ò. å. îíè äîëæíû ëåæàòü íà äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðàõ � ëåììà 6.3 äîêàçàíà.

Ëåììà 6.5. Ïóñòü îêðóæíîñòè α è β ïîðîæäàþò 4 îáùèõ ðåøåíèÿ òèïà B è ëåæàò íà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ äèàìåòðàõ. Òîãäà îíè íå ìîãóò ïîðîæäàòü åùå 3 îáùèõ ðåøåíèÿ òèïà A.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.5. Ïóñòü ýòî íå òàê. Îáîçíà÷èì îáùèå ðåøåíèÿ òèïà A ÷åðåç P,Q,R. Äî-
êàæåì, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ. Òàê êàê âñå îíè êàñàþòñÿ α, à âñåãî ñðåäè ðåøåíèé äëÿ
α ÷åòûðå òèïà A, ïðè÷åì îíè ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ïàðû ñèììåòðè÷íûõ, òî ñðåäè P,Q,R äâå ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà, íà êîòîðîì ëåæèò α. Ïóñòü ýòî P è Q. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó îêðóæíîñòåé,
àíàëîãè÷íî ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà, íà êîòîðîì ëåæèò β. Åñëè ýòî ñíîâà P è Q, òî îíè
ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè äâóõ ñèììåòðèÿõ, óãîë ìåæäó îñÿìè êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 90◦, à òîãäà P è Q
ñîâïàäàþò, ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè æå ýòî Q è R (èëè P è R), òî òîãäà, òàê êàê óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè, íà
êîòîðûõ ëåæàò α è β ðàâåí 90◦, òî P è R (ñîîòâåòñòâåííî, Q è R) ïðîòèâîïîëîæíû � îòðàæåíèå îòíî-
ñèòåëüíî äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñåé ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè P,Q è
R åñòü ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, α è β èìåþò äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåøåíèÿ òèïà A, èç
÷åãî ñ ïîìîùüþ ëåììû 6.4 ïîëó÷àåì, ÷òî îíè ëåæàò íà îäíîì äèàìåòðå � ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Òàê êàê α è β ïîðîæäàþò 4 îáùèõ ðåøåíèÿ îäíîãî òèïà, òî
ïî ëåììå 6.3 îíè ëåæàò ëèáî íà îäíîì äèàìåòðå, ëèáî íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðàõ. Íî âî âòîðîì
ñëó÷àå α è β ïîðîæäàþò åùå 3 îáùèõ ðåøåíèÿ òèïà A, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ëåììå 6.5. Òàêèì îáðàçîì, α
è β ëåæàò íà îäíîì äèàìåòðå, â ÷àñòíîñòè, öåíòðû âñåõ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îêðóæíîñòè α è β ïîðîæäàþò 7 îáùèõ ðåøåíèé, ïîýòîìó ïî ëåììå 3.3 èç íèõ ìîæíî âûáðàòü ïàðó
ïåðåñåêàþùèõñÿ ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé. Ñëåäóþùàÿ ëåììà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ëåììà 6.6. Ïóñòü öåíòðû âñåõ 4-õ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à ñðåäè ðåøåíèé
åñòü äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ è ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé. Òîãäà ïîñëå èíâåðñèè â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ðåøåíèé èñõîäíûå îêðóæíîñòè îáðàçóþò îäíî èç ðàñïðåäåëåíèé 4-0-0-0, 3-0-1-0 èëè
2-0-2-0 îòíîñèòåëüíî îáðàçîâ ýòèõ ðåøåíèé. Êîëè÷åñòâî âñåõ ðåøåíèé â ýòèõ ñëó÷àÿõ íå ïðåâîñõîäèò
4, 2 è 6 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.6. Öåíòð èíâåðñèè ëåæèò íà ëèíèè öåíòðîâ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé (òàê
êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñèììåòðè÷íûõ îêðóæíîñòåé ëåæèò íà èõ îñè ñèììåòðèè). Ïîýòîìó öåíòðû
âñåõ 4-õ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé äî èíâåðñèè ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè.
Çíà÷èò è ïîñëå èíâåðñèè èõ öåíòðû ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òîãäà âñå èñõîäíûå îêðóæíîñòè è äîëæíû
ëåæàòü â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñåêòîðàõ � ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû, òåì ñàìûì, äîêàçàíà.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ îáúåêòîâ (íàçîâåì èõ íîâûìè
èñõîäíûìè îáúåêòàìè), à ÷åòâåðêó èñõîäíûõ îáúåêòîâ, íàîáîðîò, â êà÷åñòâå ðåøåíèé (íàçîâåì èõ íîâûìè
ðåøåíèÿìè). Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèå ÷åðåç ω1, ω2, ω3, ω4 â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè êàñàþòñÿ ëþáîé èç
ïðÿìûõ.

Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè âñå âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ 4-õ íîâûõ ðåøåíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå (ðàñ-
ïðåäåëåíèå 4-0-0-0) ïî ëåììå 3.1 îñòàâøèåñÿ íîâûå èñõîäíûå îáúåêòû äîëæíû áûòü II èëè IV òèïà. Íî
ñðåäè 4-õ ðåøåíèé äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè IV òèïà çàâåäîìî åñòü ïåðåñåêàþùèåñÿ � òå, ÷òî ñîäåðæàò
îêðóæíîñòü α íà Ðèñ. 3 âíóòðè ñåáÿ. Çíà÷èò, âñå îñòàâøèåñÿ íîâûå èñõîäíûå îáúåêòû èìåþò II òèï. Îíè
êàñàþòñÿ ω1 è ω4 âíåøíèì îáðàçîì, à ω2 è ω3 � âíóòðåííèì. Ïî ëåììå 5.2, ãäå â êà÷åñòâå G ìû áåðåì
âñå 4 íîâûõ ðåøåíèÿ, èìååì, ÷òî òàêèõ íîâûõ èñõîäíûõ îáúåêòîâ íå áîëåå 2-õ.

Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ (3-0-1-0) âîîáùå íå ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùåãî íîâîãî èñõîäíîãî îáúåêòà íèêàêîãî
òèïà, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ Òàáë. 1.

Â òðåòüåì æå ñëó÷àå (2-0-2-0) îñòàâøèåñÿ íîâûå èñõîäíûå îáúåêòû ìîãóò áûòü I èëè II òèïà.

Ðèñ. 12: Ðàñïðåäåëåíèå íîâûõ ðåøåíèé 2-0-2-0

Îêðóæíîñòè II òèïà äîëæíû êàñàòüñÿ êàæäîãî èç 4-õ íîâûõ ðåøåíèé âíåøíèì îáðàçîì. Ïðèìåíèì
äëÿ íèõ ëåììó 5.2, âçÿâ â êà÷åñòâå G ÷åòâåðêó íîâûõ ðåøåíèé ñ êîìáèíàöèåé çíàêîâ ¾++++¿. Ïîëó÷àåì,
÷òî åñòü íå áîëåå äâóõ îêðóæíîñòåé II òèïà (Ðèñ. 12 ñïðàâà).

Îêðóæíîñòè I òèïà êàñàþòñÿ ω2 è ω3 âíóòðåííèì îáðàçîì, à ω1 è ω4 � âíåøíèì. Ïðèìåíèì åùå ðàç
ëåììó 5.2, ñíîâà âçÿâ â êà÷åñòâå G ÷åòâåðêó íîâûõ ðåøåíèé ñ êîìáèíàöèåé çíàêîâ ¾+−−+¿. Ïîëó÷àåì,
÷òî åñòü íå áîëåå äâóõ îêðóæíîñòåé I òèïà (Ðèñ. 12 ñëåâà).
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Òàêèì îáðàçîì, îáùåå êîëè÷åñòâî íîâûõ èñõîäíûõ îáúåêòîâ I è II òèïîâ â ýòîì ñëó÷àå íå áîëüøå
4-õ, ò. å. êîëè÷åñòâî ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è íå áîëüøå 6-è è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.6, à ñ íåé è âñåé
òåîðåìû 1 çàâåðøåíî.

7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å., ÷òî íàøëàñü ïÿòåð-
êà îáúåêòîâ (íå âñå èç êîòîðûõ êàñàþòñÿ â îäíîé òî÷êå) ñ 5-þ ðåøåíèÿìè. Ïî ëåììå 6.1 ñðåäè èñõîäíûõ
îáúåêòîâ íåò òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ðàâíî êîëè÷åñòâó èñõîäíûõ îáúåêòîâ, à òàêæå ÷òî
âñå ðåøåíèÿ íå ìîãóò êàñàòüñÿ â îäíîé òî÷êå (èíà÷å âñå èñõîäíûå îáúåêòû êàñàþòñÿ â ýòîé æå òî÷êå).
Ïîýòîìó ðåøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå èñõîäíûõ îáúåêòîâ (è íàîáîðîò), è ñðåäè ðåøåíèé
òîæå íåò òî÷åê.

Ïåðâûé ñëó÷àé: íè ñðåäè èñõîäíûõ îáúåêòîâ, íè ñðåäè ðåøåíèé íåò êàñàþùèõñÿ. Çàìåòèì,
÷òî ëèáî ñðåäè èñõîäíûõ îáúåêòîâ, ëèáî ñðåäè ðåøåíèé åñòü ïåðåñåêàþùèåñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïåðåâåäåì èíâåðñèåé ëþáûå äâå èñõîäíûå îáîáùåííûå îêðóæíîñòè â êîíöåíòðè÷åñêèå è
âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.3.

Ïîëó÷åííàÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ îáúåêòîâ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ïÿòåðêå, êîòîðóþ ìû è áóäåì
ñ÷èòàòü èñõîäíîé. Ïåðåâåäåì èíâåðñèåé ýòè ïåðåñåêàþùèåñÿ îáúåêòû â ïðÿìûå. Îñòàâøèåñÿ èñõîäíûå
îáúåêòû îáîçíà÷èì α, β è γ. Èç ëåììû 3.1 ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé èç íèõ äîëæåí èìåòü I, II èëè V òèï.
Íî åñëè êàêîé-òî îáúåêò èìååò V òèï, òî ñðåäè ðåøåíèé äîëæíà áûòü òî÷êà, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò,
êàæäûé èç îáúåêòîâ α, β è γ èìååò I èëè II òèï. Ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíî 4 ñëó÷àÿ. Ïðåæäå, ÷åì
ðàçáèðàòü èõ, çàìåòèì, ÷òî äâå îêðóæíîñòè II òèïà ìîãóò èìåòü áîëüøå 4-õ îáùèõ ðåøåíèé òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïåðåñåêàþò îáå ñòîðîíû îäíîãî è òîãî æå ñåêòîðà. Ñ ýòîãî ñåêòîðà è íà÷íåì íóìåðàöèþ.

1◦ Âñå îêðóæíîñòè α, β è γ èìåþò òèï I. Òàê êàê îêðóæíîñòè α, β è γ èìåþò I òèï, òî â êàæäîì
ñåêòîðå åñòü íå áîëåå 2-õ ðåøåíèé, à ðàñïðåäåëåíèå âñåõ 5-è ðåøåíèé èçîìîðôíî 2-2-1-0, 2-1-2-0 èëè 1-1-
1-2. Ðàññìîòðèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ α è β, β è γ, α è γ è îáîçíà÷èì èõ ìíîæåñòâî ÷åðåç C. Äëÿ êàæäîé
ïàðû îêðóæíîñòåé òàêèõ òî÷åê íå áîëüøå 2-õ, ïîýòîìó âñåãî èõ íå áîëüøå 6-è.

Ñîãëàñíî ëåììå 4.2 â ñåêòîðàõ ñ îäíèì ðåøåíèåì åñòü õîòÿ áû 1 òî÷êà èç C. Äàëåå, â ñåêòîðå ñ 2-ÿ
ðåøåíèÿìè êàæäàÿ ïàðà îêðóæíîñòåé (α è β, β è γ, α è γ) èìååò îáùóþ òî÷êó ïî ëåììå 4.1, à êàêàÿ-òî
ïàðà èìååò â ýòîì ñåêòîðå äàæå äâå îáùèå òî÷êè ïî ëåììå 4.3. Ïîýòîìó â òàêîì ñåêòîðå åñòü íå ìåíüøå
4-õ òî÷åê èç C (âñå 3 îêðóæíîñòè α, β è γ íå ìîãóò èìåòü îáùóþ òî÷êó, ïîñêîëüêó òîãäà îíè èìåþò ìåòêó
[III]1 èëè [III]2, è ïî ëåììå 3.1 îáùåå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè, íå áîëüøå
4-õ).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèé 2-2-1-0 è 2-1-2-0 èìååì |C| ≥ 2 · 4 + 1 = 9, à â ñëó÷àå ðàñïðå-
äåëåíèÿ 1-1-1-2 èìååì |C| ≥ 3 + 4 = 7. Íî |C| ≤ 6 � ïðîòèâîðå÷èå.

2◦ Âñå îêðóæíîñòè α, β è γ èìåþò òèï II. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà
ðåøåíèé â I ñåêòîðå. Îáîçíà÷èì ýòè ðåøåíèÿ ÷åðåç ωi ãäå i = 1, 2, 3, 4 â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè
êàñàþòñÿ ëþáîé èç ïðÿìûõ.

2.1◦ Â I ñåêòîðå 4 ðåøåíèÿ. Òîãäà α, β è γ êàñàþòñÿ ω1, ω4 âíåøíèì îáðàçîì, à ω2, ω3 � âíóòðåííèì.
Èç ëåììû 5.2 äëÿ G = {ω1, ω2, ω3, ω4} è êîìáèíàöèè ¾+−−+¿ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

2.2◦ Â I ñåêòîðå 3 ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü α. Îêðóæíîñòè ω1, ω2, ω3 ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ èç 4-õ
ðåøåíèé äëÿ α â I ñåêòîðå (ñì. Ðèñ. 3). Ïðîñòîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè âçÿòü ëþáûå 3 ðåøåíèÿ èç
ýòèõ 4-õ, òî ñðåäíåå èç íèõ êàñàåòñÿ α âíóòðåííèì îáðàçîì. Ïîýòîìó α, β è γ êàñàþòñÿ ω2 âíóòðåííèì
îáðàçîì. Îäíàêî âñåãî ðåøåíèé 5, ïîýòîìó åñòü åùå 2 ðåøåíèÿ â ñåêòîðàõ II è IV, êîòîðûå êàñàþòñÿ α, β è
γ âíåøíèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç σ1 è σ2. Ïðèìåíèì ëåììó 5.2 äëÿ G = {σ1, σ2, ω2} è êîìáèíàöèè
¾+ +−¿, ïîëó÷àÿ ïðîòèâîðå÷èå.

2.3◦ Â I ñåêòîðå íå áîëåå 2-õ ðåøåíèé. Òîãäà â ñåêòîðàõ II è IV â ñóììå õîòÿ áû 3 ðåøåíèÿ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 6.2.

3◦ Äâå îêðóæíîñòè II òèïà (íàïðèìåð, α è β) è îäíà îêðóæíîñòü I òèïà (γ). Òîãäà çà ñ÷åò
îêðóæíîñòè I òèïà â I ñåêòîðå íå áîëåå 2-õ ðåøåíèé, íî òîãäà âî II è IV ñåêòîðàõ õîòÿ áû 3 ðåøåíèÿ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 6.2.

4◦ Äâå îêðóæíîñòè I òèïà (α è β) è îäíà îêðóæíîñòü II òèïà (γ). Â ýòîì ñëó÷àå áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè âîçìîæíû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé 1-2-0-2 è 2-2-0-1. Ðàçáåðåì èõ îòäåëüíî.

4.1◦ Ðàñïðåäåëåíèå 1-2-0-2 (ñì. Ðèñ. 13). Òàê êàê â ñåêòîðàõ II è IV ïî 2 ðåøåíèÿ, òî èç ëåììû 4.4
ïîëó÷àåì (ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè ñåêòîðîâ), ÷òî âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ γ ñ α è β íàõîäÿòñÿ â ýòèõ ñåêòî-
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ðàõ. Äàëåå, ïî ëåììå 4.1 îêðóæíîñòè α è β òàêæå äîëæíû èìåòü îáùèå òî÷êè â ýòèõ ñåêòîðàõ. Òàêèì
îáðàçîì, α, β è γ ïîïàðíî íå èìåþò îáùèõ òî÷åê â ñåêòîðå I. Â òàêîì ñëó÷àå, îíè ðàçáèâàþò åãî íà 5
÷àñòåé, â êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ ëèøü íå áîëåå äâóõ èç α, β è γ �
ïðîòèâîðå÷èå.

Ðèñ. 13: Ê äîêàçàòåëüñòâó ñëó÷àÿ 4.1◦

4.2◦ Ðàñïðåäåëåíèå 2-2-0-1 (ñì. Ðèñ. 14). Îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ â I ñåêòîðå ÷åðåç ω1 è ω2, à ðåøåíèÿ
âî II ñåêòîðå ÷åðåç ω3 è ω4, òàê, ÷òîáû ðåøåíèå ñ ìåíüøèì ðàäèóñîì èìåëî ìåíüøèé èíäåêñ. Ñäåëàåì
èíâåðñèþ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ α è β (îíà ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 4.1). Çàìåòèì, ÷òî ω1 è ω3 ëåæàò âíóòðè α
è β, à ω2 è ω4 � âíå. Íî 4 îáëàñòè, íà êîòîðûå α è β äåëÿò ïëîñêîñòü, ïðè èíâåðñèè ïåðåéäóò â ñåêòîðà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå îáðàçîâ ω1,ω2,ω3,ω4 îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ � îáðàçîâ
α è β ðàâíî 2-0-2-0, è ðàñïðåäåëåíèå âñåõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî òåõ æå ïðÿìûõ íå ìîæåò ñíîâà áûòü
2-2-0-1. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîìó èç óæå ðàçîáðàííûõ ñëó÷àåâ ��1◦, 2◦, 3◦ èëè 4.1◦.

Ðèñ. 14: Ê äîêàçàòåëüñòâó ñëó÷àÿ 4.2◦

Âòîðîé ñëó÷àé: ñðåäè èñõîäíûõ îáúåêòîâ èëè ñðåäè ðåøåíèé åñòü êàñàþùèåñÿ. Áóäåì ñ÷è-
òàòü èñõîäíîé ïÿòåðêó, â êîòîðîé åñòü ïàðà êàñàþùèõñÿ îáúåêòîâ. Ïåðåâåäåì èõ èíâåðñèåé â (ãîðèçîíòàëü-
íûå) ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè îñòàâøèõñÿ òðåõ èñõîäíûõ îáúåêòîâ (ìû èõ îáîçíà÷èì,
êàê îáû÷íî, α, β è γ) íå ìîæåò áûòü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü â êîíôèãóðàöèþ íåñêîëüêèõ èñõîäíûõ îáúåêòîâ âõîäÿò 3 ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, à
êîëè÷åñòâî ðåøåíèé áîëüøå 2-õ. Òîãäà âñå èñõîäíûå îáúåêòû � ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èëè ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.1. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû âñå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëü-
íûìè ïðÿìûìè èëè∞, ò. å. âñå îíè êàñàþòñÿ â òî÷êå∞. Íî åñëè ðåøåíèé áîëüøå 2-õ, è âñå îíè êàñàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå, òî, î÷åâèäíî, è âñå èñõîäíûå îáúåêòû êàñàþòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Ñðåäè T-òèïîâ I�IX òîëüêî äâà èìåþò 5 èëè áîëåå ðåøåíèé. Ýòî òèïû I è II, ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé
äëÿ íèõ îäèíàêîâû è ðàâíû 4+2. Çíà÷èò, ðàñïðåäåëåíèå 5-è ðåøåíèé ìîæåò èìåòü âèä 3+2 èëè 4+1.
Ðàçáåðåì ýòè ñëó÷àè.

1◦ Ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé 4+1.

Ëåììà 7.2. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû äâå ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå è íåêîòîðûå îêðóæíîñòè α è β ïîðîæ-
äàþò 4 îáùèõ îêðóæíîñòè-ðåøåíèÿ. Òîãäà ëèíèÿ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé α è β âåðòèêàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èç 4-õ îáùèõ
îêðóæíîñòåé-ðåøåíèé äëÿ α è β ÷åðåç X. Ýòî ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíûõ ïðÿ-
ìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò öåíòðû α è β. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ýòè ïðÿìûå íå ñîâïàäàþò, ïîýòîìó
X ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç íåêîòîðûõ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Íî
òîãäà X ïåðåõîäèò â ñåáÿ è ïðè íåêîòîðîì ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ò. å. ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì � ïðîòè-
âîðå÷èå.

Ðèñ. 15: Ðàñïðåäåëåíèå 4+1

Ïî ýòîé ëåììå èìååì, ÷òî öåíòðû α, β è γ ëåæàò íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, à òîãäà îíè êàñàþòñÿ
ïðÿìîé-ðåøåíèÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå, ò. å. îáðàçóþò âûðîæäåííóþ òðîéêó (ñì. Ðèñ. 15), ÷òî èñêëþ÷åíî
ëåììîé 7.1.

2◦ Ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé 3+2. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäè ðåøåíèé åñòü äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå,
ïîýòîìó ðàäèóñû îêðóæíîñòåé α, β è γ ðàâíû ïîëîâèíå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè, à èõ öåíòðû
ëåæàò íà îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé (ñì. Ðèñ. 16 ñëåâà). Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî òðè îñòàâøèõñÿ
ðåøåíèÿ-îêðóæíîñòè (ïîñêîëüêó ñðåäè èñõîäíûõ îáúåêòîâ åñòü äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå). Ïîëó÷àåì äâà
ìíîæåñòâà îêðóæíîñòåé X è Y , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Â X è Y ïî òðè îêðóæíîñòè.

2. Â êàæäîì èç ìíîæåñòâ îêðóæíîñòè èìåþò ðàâíûé ðàäèóñ.

3. Â êàæäîì èç ìíîæåñòâ öåíòðû îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì äëÿ X è äëÿ Y ýòè
ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû (ãîðèçîíòàëüíû).

4. Ëþáûå äâå îêðóæíîñòè èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ êàñàþòñÿ.

Ìû äîêàæåì, ÷òî îäíîâðåìåííîå ñîáëþäåíèå ýòèõ óñëîâèé íåâîçìîæíî.
Âîçüìåì èç X ∪ Y îêðóæíîñòü ω ñ ñàìûì ëåâûì öåíòðîì. Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì îêðóæíîñòè

èç X è öåíòðîì îêðóæíîñòè èç Y ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé, â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
âíóòðåííåå êàñàíèå èëè âíåøíåå. Ïîýòîìó èç òðåõ òàêèõ ðàññòîÿíèé äëÿ îêðóæíîñòè ω íàéäóòñÿ äâà
ðàâíûõ. Öåíòðû ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòåé îáðàçóþò ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, îäíà èç âåðøèí
êîòîðîãî îêàæåòñÿ ëåâåå öåíòðà îêðóæíîñòè ω (Ðèñ. 16 ñïðàâà). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ñëó÷àÿ è âñåé òåîðåìû 2.

Ðàñïðåäåëåíèå 3+2
Ôèíàëüíîå ðàññóæäåíèå

Ðèñ. 16:
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8 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ÷åòâåðêó îáúåêòîâ ñ ðîâíî 6-þ ðåøåíèÿìè. Ïî ëåììå 6.1 ñðåäè
èñõîäíûõ îáúåêòîâ íåò òî÷åê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè èñõîäíûõ îáúåêòîâ åñòü êàñàþùèåñÿ. Ïåðåâåäåì
èõ â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Îñòàþòñÿ åùå äâà èñõîäíûõ îáúåêòà α è β, è ïî ëåììå 7.1 íè îäèí èç íèõ
íå ìîæåò áûòü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé. Íî âñåãî èìååòñÿ 6 ðåøåíèé, ïîýòîìó α è β äîëæíû èìåòü I
èëè II òèï (ñì. Òàáë. 2). Ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ òèïîâ ðàâíî 4+2, ïîýòîìó ñðåäè
ðåøåíèé åñòü äâå ïàðàëëåëüíûå ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå, è ëèíèÿ öåíòðîâ α è β ãîðèçîíòàëüíà, à èõ
ðàäèóñû ðàâíû. Îäíàêî ñðåäè ðåøåíèé åñòü è 4 îêðóæíîñòè, ïîýòîìó ïî ëåììå 7.2 ëèíèÿ öåíòðîâ α è β
âåðòèêàëüíà � ïðîòèâîðå÷èå, è ñðåäè èñõîäíûõ îáúåêòîâ íåò ïàð êàñàþùèõñÿ.

Ðàññìîòðèì òå æå ñëó÷àè, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Ïåðâûé ñëó÷àé: ñðåäè èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé èëè ïðÿìûõ êàêèå-òî äâå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïå-
ðåâåäåì èõ èíâåðñèåé â ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè I-òèïîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò êàñàþ-
ùèõñÿ îáúåêòîâ, òîëüêî òèïû I è II èìåþò íå ìåíåå 6 ðåøåíèé. Ïîýòîìó îñòàâøèåñÿ èñõîäíûå îêðóæíîñòè
α è β èìåþò I èëè II òèï, è âîçìîæíî 3 ñëó÷àÿ. Ðàçáåðåì èõ ïî îòäåëüíîñòè.

1◦ Îáå îêðóæíîñòè α è β èìåþò II òèï (ñì. Ðèñ. 17). Òîãäà α è β ïåðåñåêàþò îáå ñòîðîíû
îäíîãî è òîãî æå ñåêòîðà (èíà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé äëÿ íèõ ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå, ÷åì ïî 4-ì
îêðóæíîñòÿì). Ïóñòü ýòî I ñåêòîð. Òîãäà ïî ëåììå 6.2 â ñåêòîðàõ II è IV íå áîëåå 2-õ ðåøåíèé, à çíà÷èò,
â I ñåêòîðå åñòü 4 ðåøåíèÿ, ïðè÷åì α è β êàñàþòñÿ èõ â îäíîé è òîé æå êîìáèíàöèè çíàêîâ ¾+ − −+¿,
ñ÷èòàÿ îò O. Ïî ëåììå 5.3 îêðóæíîñòè α è β ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ñåêòîðîâ I è III.

Ðèñ. 17: Îáå èñõîäíûå îêðóæíîñòè II òèïà

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð ëþáîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ α è β âíåøíèì îáðàçîì äîëæåí ëåæàòü íà èõ
îñè ñèììåòðèè (ò. ê. ðàäèóñû îêðóæíîñòåé α è β ðàâíû), ò. å. íà áèññåêòðèñå ñåêòîðîâ I è III. Íî öåíòðû
ðåøåíèé â ñåêòîðàõ II è IV, êîòîðûå êàê ðàç êàñàþòñÿ α è β âíåøíèì îáðàçîì, ëåæàò íà áèññåêòðèñå
ñåêòîðîâ II è IV � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ýòîò ñëó÷àé âîîáùå íåâîçìîæåí.

2◦ Îäíà îêðóæíîñòü I òèïà (α) è îäíà îêðóæíîñòü II òèïà (β; ñì. Ðèñ. 18 ñëåâà). Ïóñòü β
ïåðåñåêàåò îáå ñòîðîíû II ñåêòîðà. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé ðàâíî 2-2-2-0. Ñïåðâà íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ (èíòåðåñíàÿ è ñàìà ïî ñåáå) ëåììà.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü îêðóæíîñòü I òèïà α è îêðóæíîñòü II òèïà β, ïåðåñåêàþùàÿ îáå ñòîðîíû II èëè
IV ñåêòîðà, ïîðîæäàþò 4 îáùèõ ðåøåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì 2-0-2-0. Òîãäà ìíîæåñòâî ýòèõ ðåøåíèé
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ O.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.1. Îáîçíà÷èì îáùèå ðåøåíèÿ ÷åðåç ωi (â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè
êàñàþòñÿ ëþáîé èç ïðÿìûõ), à ÷åðåç ai îáîçíà÷èì äëèíó êàñàòåëüíîé èç O ê ωi äëÿ i = 1, 2, 3, 4.

Ðàññìîòðèì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â O, îñòàâëÿþùóþ β íà ìåñòå (òàêàÿ èíâåðñèÿ ñóùåñòâóåò ò. ê. O
ëåæèò âíå ëþáîé îêðóæíîñòè II òèïà). Ïðè òàêîé èíâåðñèè ïðÿìûå òàêæå îñòàþòñÿ íà ìåñòå, ïîýòîìó
ðåøåíèÿ äëÿ β äîëæíû ïåðåéòè â ðåøåíèÿ äëÿ β. Êðîìå òîãî, ïîñëå èíâåðñèè ëþáîå ðåøåíèå äëÿ β
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îñòàåòñÿ â ñâîåì ñåêòîðå. Íî ðåøåíèÿ äëÿ β â ñåêòîðàõ I è III � ýòî êàê ðàç îêðóæíîñòè ωi äëÿ i = 1, 2, 3, 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, ω1 ìåíÿåòñÿ ñ ω2, à ω3 ìåíÿåòñÿ ñ ω4. Îòñþäà a1a2 = a3a4.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ èíâåðñèè è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ñ öåíòðîì â O, îñòàâëÿþùóþ α íà ìåñòå
(òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóùåñòâóåò ò. ê. O ëåæèò âíóòðè ëþáîé îêðóæíîñòè I òèïà). Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå
ðåøåíèå äëÿ α ïåðåõîäèò â ïðîòèâîïîëîæíûé ñåêòîð, ïîýòîìó ω1 ìåíÿåòñÿ ñ ω3, à ω2 ìåíÿåòñÿ ñ ω4.
Îòñþäà a1a3 = a2a4.

Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî a1 = a4 è a2 = a3, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Èç ýòîé ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî α è β ïåðåõîäÿò â ñåáÿ ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ñåê-

òîðîâ II è IV. Ïîýòîìó îáà ðåøåíèÿ âî II ñåêòîðå êàñàþòñÿ α â îäíîé è òîé æå òî÷êå T . Ïî ëåììå 4.4
ïîëó÷àåì, ÷òî îêðóæíîñòè α è β èìåþò îáùèå òî÷êè â ñåêòîðàõ I è III. Ïîýòîìó âî II ñåêòîðå îíè îáùèõ
òî÷åê íå èìåþò, è T /∈ β.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èñõîäíàÿ ÷åòâåðêà ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè �3. Ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì
â òî÷êå T . Òîãäà îáà ðåøåíèÿ âî II ñåêòîðå è α ïåðåõîäÿò â íåêîòîðûå 3 ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå l1, l2,
l3. Ïóñòü l2 � îáðàç α, à ðàññòîÿíèå ìåæäó l1 è l3 ðàâíî 2. Òàê êàê T /∈ β, òî β ïåðåõîäèò â íåêîòîðóþ
îêðóæíîñòü ω2, êàñàþùóþñÿ l1 è l3. Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè ω1 è ω3, êàñàþùèåñÿ
l1 è l3, ïðè÷åì â ñèëó ñèììåòðèè öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâíîóäàëåíû îò öåíòðà ω2 (ñì. Ðèñ. 18 ñïðàâà).
Îáîçíà÷èì ýòî ðàññòîÿíèå ÷åðåç x, à öåíòðû ωi ÷åðåç Oi äëÿ i = 1, 2, 3.

Èçíà÷àëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Ðåçóëüòàò èíâåðñèè â T

Ðèñ. 18: Îäíà îêðóæíîñòü I òèïà è îäíà îêðóæíîñòü II òèïà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ïðÿìóþ, ðàâíîóäàëåííóþ îò l1 è l3. ×åòûðå ðåøåíèÿ â ñåêòîðàõ I è III ïðè èíâåðñèè
ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ ω1, ω2 è ω3 â ñîîòâåòñòâèè ñ êîìáèíàöèÿìè ¾+ − −¿ è ¾− − +¿.
Ðàññìîòðèì îäíó èç ýòèõ êîìáèíàöèé è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäõîäÿùèå îêðóæíîñòè ÷åðåç σ1 è
σ2. Ïî ëåììå 5.3 îêðóæíîñòè σ1 è σ2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî s � ëèíèè öåíòðîâ ωi. Ïîýòîìó ðàäèóñû
îêðóæíîñòåé σ1 è σ2 ðàâíû, à èõ ëèíèÿ öåíòðîâ âåðòèêàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, σ1 è σ2 äîëæíû êàñàòüñÿ
l2 â îäíîé è òîé æå òî÷êå, è l2 ñîâïàäàåò ñ s.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ îáðàçà ëþáîãî èç ðåøåíèé â ñåêòîðå I èëè III ÷åðåç r, à åãî öåíòð ÷åðåç O. Èìååì
OO1 = 1+r, OO2 = OO3 = 1−r. Ïóñòü OH � âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî4O1OO2. ÈìååìO2H = HO3 = x/2,
OH = r. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà â 4O1HO è 4O2HO:{

OH2 +HO2
1 = OO2

1

OH2 +HO2
2 = OO2

2

⇔

{(
3x
2

)2
= (1 + r)2 − r2(

x
2

)2
= (1− r)2 − r2

⇔

{
9x2

4 = 1 + 2r
x2

4 = 1− 2r

Îòñþäà x = 2/
√

5, r = 2/5, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè �3.
3◦ Îáå îêðóæíîñòè α è β èìåþò I òèï. Òîãäà â êàæäîì ñåêòîðå íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé è âîçìîæíû

ðàñïðåäåëåíèÿ 1-2-1-2 è 1-1-2-2 (ðàñïðåäåëåíèå 2-2-2-0 íåâîçìîæíî, ò. ê. èíà÷å ïî ëåììå 4.1 α è β èìåþò
3 îáùèå òî÷êè). Ðàçáåðåì èõ ïî îòäåëüíîñòè.

19



3.1◦ Ðàñïðåäåëåíèå 1-2-1-2. Òîãäà α è β êàñàþòñÿ ðåøåíèé â ñåêòîðàõ II è IV â êîìáèíàöèè ¾+−−+¿
(â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè êàñàþòñÿ ëþáîé èç ïðÿìûõ). Ïî ëåììå 5.3 îêðóæíîñòè α è β ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ñåêòîðîâ II è IV. Ïîëó÷àåì êîíôèãóðàöèþ �2.

3.2◦ Ðàñïðåäåëåíèå 1-1-2-2. Òîãäà ïî ëåììå 4.1 α è β èìåþò îáùóþ òî÷êó â ñåêòîðàõ I è II. Ñäåëàåì
èíâåðñèþ â îäíîé èç íèõ. Çàìåòèì, ÷òî îäíà èç ïðÿìûõ ðàçäåëÿåò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ α è β, à äðóãàÿ
� íåò (ñì. Ðèñ. 14). Ïîýòîìó ïîñëå èíâåðñèè îäíà èç ïðÿìûõ ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü I òèïà, à äðóãàÿ
ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü II òèïà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ �2◦, êîòîðûé óæå ðàññìîòðåí.

Âòîðîé ñëó÷àé: íèêàêèå äâå îêðóæíîñòè èëè ïðÿìûå èç èñõîäíûõ ÷åòûðåõ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ëåììà 8.2. Äàíû 3 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè è 6 ðåøåíèé. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü 2
èñõîäíûå îêðóæíîñòè èç äàííûõ 3-õ è 4 ðåøåíèÿ èç äàííûõ 6-è òàê, ÷òî åñëè ïåðåâåñòè èíâåðñèåé
âûáðàííûå èñõîäíûå îêðóæíîñòè â êîíöåíòðè÷åñêèå, òî âûáðàííûå ðåøåíèÿ áóäóò îäíîãî òèïà (A èëè
B).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.2. Ðàññìîòðèì òàáëèöó èç 3-õ ñòðîê è 6-è ñòîëáöîâ, ãäå ñòðîêè ñîîòâåò-
ñòâóþò îêðóæíîñòÿì, à ñòîëáöû � ðåøåíèÿì. Íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò áèò ¾1¿,
åñëè i-àÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñ j-ãî ðåøåíèÿ âíåøíèì îáðàçîì, è áèò ¾0¿ � åñëè âíóòðåííèì. Äîêàæåì,
÷òî íàéäóòñÿ 2 ñòðîêè è 4 ñòîëáöà òàêèå, ÷òî 4 ïàðû áèòîâ â âûáðàííûõ ñòîëáöàõ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ
äî çàìåíû îáîèõ áèòîâ â ïàðå íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Îáîçíà÷èì ñòðîêè òàáëèöû ÷åðåç a, b è c. Ðàññìîòðèì ïîáèòîâûå ñóììû a ⊕ b, b ⊕ c è c ⊕ a. Åñëè
â êàêîé-òî èç íèõ íàéäóòñÿ 4 îäèíàêîâûõ áèòà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà ñòðîê è ÷åòâåðêà ñòîëáöîâ
ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîáèòîâûõ ñóìì ðîâíî òðè áèòà
¾0¿ è òðè áèòà ¾1¿, ò. å. îáùåå êîëè÷åñòâî åäèíèö â ýòèõ ñóììàõ ðàâíî 9 � íå÷åòíîå ÷èñëî. Íî ñóììà
ðàññìàòðèâàåìûõ ñóìì ðàâíà, î÷åâèäíî, íóëåâîé ñòðîêå, ò. å. îáùåå êîëè÷åñòâî åäèíèö â ýòèõ ñóììàõ
÷åòíî � ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìåíèì òåïåðü áèò ¾1¿ íà çíàê ¾+¿ è áèò ¾0¿ íà çíàê ¾−¿. Ðàññìîòðèì 2 îêðóæíîñòè è 4 ðåøåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå íàéäåííûì íàìè ñòðîêàì è ñòîëáöàì. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ 2-õ îêðóæíîñòåé ñóùåñòâóåò
âñåãî ëèøü 2 êîìáèíàöèè çíàêîâ ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû îáîèõ íà ïðîòèâîïîëîæíûå: ¾++¿ èëè ¾+−¿.
Â ñëó÷àå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé îäíà èç ýòèõ êîìáèíàöèé ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, ðàçäåëÿþùå-
ìó èñõîäíûå îêðóæíîñòè, à äðóãàÿ � ðåøåíèþ, íå ðàçäåëÿþùåìó èñõîäíûå îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó è ïîñëå
èíâåðñèè, ïåðåâîäÿùåé âûáðàííûå îêðóæíîñòè â êîíöåíòðè÷åñêèå, âûáðàííûå ðåøåíèÿ áóäóò îäíîâðå-
ìåííî ðàçäåëÿòü èëè íå ðàçäåëÿòü êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè, ò. å. âñå ïðèíàäëåæàòü ê òèïó A èëè âñå
ê òèïó B.

Ïðîäîëæèì ðàçáîð âòîðîãî ñëó÷àÿ òåîðåìû 3. Ïðèìåíèì ëåììó 8.2 è ïåðåâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå
îêðóæíîñòè â êîíöåíòðè÷åñêèå. Îñòàþòñÿ äâå èñõîäíûå îêðóæíîñòè α è β, ïîðîæäàþùèå 6 îáùèõ ðå-
øåíèé, èç êîòîðûõ 4 èìåþò îäèí è òîò æå òèï. Ïî ëåììå 6.3 îêðóæíîñòè α è β ëåæàò ëèáî íà îäíîì
äèàìåòðå, ëèáî íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðàõ. Ðàçáåðåì ýòè ñëó÷àè ïî îòäåëüíîñòè.

1◦ Îêðóæíîñòè α è β ëåæàò íà îäíîì äèàìåòðå. Ñäåëàåì èíâåðñèþ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñèì-
ìåòðè÷íûõ ðåøåíèé (îíè íàéäóòñÿ ñîãëàñíî ëåììå 3.3), ïåðåâîäÿ èõ â ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå a è b.
Ðàññìîòðèì 6 ðåøåíèé â êà÷åñòâå èñõîäíûõ îáúåêòîâ (íàçîâåì èõ íîâûìè èñõîäíûìè îáúåêòàìè), à 4
èñõîäíûõ îáúåêòà â êà÷åñòâå ðåøåíèé (íàçîâåì èõ íîâûìè ðåøåíèÿìè). Òîãäà ïî ëåììå 6.6 íîâûå ðåøå-
íèÿ èìåþò ðàñïðåäåëåíèå 2-0-2-0 îòíîñèòåëüíî a è b. Íîâûå èñõîäíûå îáúåêòû ïðè ýòîì äîëæíû èìåòü I
èëè II òèï, è ïî ëåììå 5.2 (ïðèìåíåííîé äëÿ 4-õ íîâûõ ðåøåíèé) ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåêòîâ êàæäîãî èç ýòèõ
òèïîâ íå áîëüøå äâóõ. Ïîýòîìó åñòü íîâûé èñõîäíûé îáúåêò êàæäîãî èç ýòèõ òèïîâ. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ëåììû 8.1 èìååì êîíôèãóðàöèþ �1.

2◦ Îêðóæíîñòè α è β ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðàõ (ñì. Ðèñ. 19). Òîãäà ïî
ëåììå 6.3 ÷åòûðå îáùèõ ðåøåíèÿ äëÿ α è β èìåþò òèï B, à èõ öåíòðû îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê. Òàêæå
α è β ïîðîæäàþò åùå 2 îáùèõ ðåøåíèÿ òèïà A.

Ïóñòü R è r � ðàäèóñû êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, R > r. Îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ òèïà A ÷åðåç σ1 è
σ2. Äàëåå, ïóñòü A1, B1 � òî÷êè êàñàíèÿ σ1 ñ α è β ñîîòâåòñòâåííî, A2, B2 � òî÷êè êàñàíèÿ σ2 ñ α è β
ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èñõîäíàÿ ÷åòâåðêà ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè �4. Ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì
â O è ðàäèóñîì

√
Rr. Ïðè òàêîé èíâåðñèè âñå ðåøåíèÿ òèïà B ïåðåéäóò â ïðîòèâîïîëîæíûå ñåáå (ò. ê.

ñòåïåíü òî÷êè O îòíîñèòåëüíî âñåõ ðåøåíèé òèïà B ðàâíà −Rr). Îáðàçû îêðóæíîñòåé α è β äîëæíû
êàñàòüñÿ ýòèõ ðåøåíèé, ïîýòîìó α è β ïåðåéäóò â ñåáÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñòåïåíü òî÷êè O îòíîñèòåëüíî α
è β ðàâíà Rr. Îäíàêî ñòåïåíü òî÷êè O îòíîñèòåëüíî âñåõ îêðóæíîñòåé òèïà A òàêæå ðàâíà Rr, ïîýòîìó
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Ðèñ. 19: Ñëó÷àé íåïåðåñåêàþùèõñÿ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé

O ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè σ1 è α. Ñëåäîâàòåëüíî, OAi � îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê σi è α äëÿ i = 1, 2.
Àíàëîãè÷íî OBi � îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê σi è β äëÿ i = 1, 2, ïðè÷åì OA1 = OA2 = OB1 = OB2 =

√
Rr.

Áîëåå òîãî, ∠A1OB1 = ∠A2OB2, ò. ê. ýòî óãîë, ïîä êîòîðûì âñå ðåøåíèÿ òèïà A âèäíû èç O. Ïîýòîìó è
∠A1OA2 = ∠B1OB2, à òàê êàê OA1 = OB1, òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé α è β ðàâíû. Òîãäà ïðè ïîâîðîòå
íà 90◦ îòíîñèòåëüíî O îêðóæíîñòè α è β ñîâïàäóò, à òîãäà A1 è B1 ñîâïàäóò, ò. å. ∠A1OB1 = 90◦ (ñì.
Ðèñ. 19).

Äàëåå, ïóñòü O1 � öåíòð σ1. Îí ëåæèò íà áèññåêòðèñå ïðÿìîãî óãëà ∠A1OB1. Ïîýòîìó 4OA1O1 �
ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé, îòêóäà

OA1 = A1O1 ⇔
√
Rr =

R− r
2
⇔ 4Rr = (R− r)2 ⇔ R2 − 6Rr + r2 = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, R/r = 3 + 2
√

2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè �4. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Áëàãîäàðíîñòè

ß ïðèçíàòåëåí Ô.Ê.Íèëîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. Íåîöåíèìóþ ïîìîùü
â ïîäãîòîâêå è óëó÷øåíèè äàííîãî òåêñòà îêàçàë Ì.Á.Ñêîïåíêîâ. Òàêæå õîòåëîñü áû ïîáëàãîäàðèòü
Ì.À.Âîë÷êåâè÷à çà ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è, èç ðàçâèòèÿ êîòîðîé âïîñëåäñòâèè ïîÿâèëàñü äàííàÿ ðàáîòà.
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