
Ôèøêè â âåðøèíàõ äåðåâà.

Ðåòèíñêèé Âàäèì, Çàõàðîâ Äìèòðèé.

Ïóñòü G � äåðåâî è m ∈ N. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ íà G: â âåðøèíàõ G ðàññòàâëåíû m
ðàçëè÷íûõ ôèøåê. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ ïåðåäâèíóòü ëþáóþ ôèøêó â ëþáóþ ïóñòóþ ñîñåäíþþ âåð-

øèíó. Îáîçíà÷èì ÷åðåçm(G) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ôèøåê, ïðè êîòîðîì èç ëþáîãî ôèøåê â âåðøèíàõ

ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå äðóãîå çà íåñêîëüêî õîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Òðàêò â äåðåâå G � ýòî ïóòü (v1, . . . , vk) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî i : 3 6 i 6 k − 2
âûïîëíåíî deg vi = 2. Âåëè÷èíà k íàçûâàåòñÿ äëèíîé òðàêòà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà òðàêòà â G, òîãäà m(G) = |V (G)| − k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà m(G) > |V (G)| − k + 1. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ ìåíÿòü

ëþáûå 2 ñîñåäíèå ïî ðåáðó ôèøêè, à îñòàëüíûå âåðíóòü â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

x, y ∈ V (G) ñîñåäíèå âåðøèíû, ôèøêè â êîòîðûõ ìû õîòèì ïîìåíÿòü. Îáîçíà÷èì z′ ôèøêó, ñòîÿùóþ
â âåðøèíå z â èñõîäíîì ïîëîæåíèè. Äàâàéòå äâèãàòü ôèøêè, îòëè÷íûå îò x′, y′ ïðè íåïîäâèæíûõ

x′, y′, ìàêñèìèçèðóÿ ñóììó ðàññòîÿíèé ïî âñåì ôèøêàì äî x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ⊂ V (G) îáúåäè-
íåíèå {x, y} c ìíîæåñòâîì íåçàíÿòûõ âåðøèí â ïîëó÷åííîé êîíôèãóðàöèè. ßñíî, ÷òî ñóæåíèå G|W
� ýòî äåðåâî.

Ïóñòü G|W � ýòî íå ïóòü, òî åñòü â íåì åñòü âåðøèíà ñòåïåíè õîòÿ áû 3. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

ôèøêè x′, y′, ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, à çàòåì âåðíóòü îñòàëüíûå ôèøêè â èñõîäíîå ïîëîæåíèå

ïðè íåïîäâèæíûõ x′, y′.
Ïóñòü òåïåðü G|W � ïóòü. Ïîäâèíåì ïàðó ôèøåê (x′, y′) â (v1, v2). Â ïóòè G|W |W | = k+1 âåðøèíà.

Îáîçíà÷èì åãî v1, . . . , vk+1. Çíà÷èò, îí íå ÿâëÿåòñÿ òðàêòîì, òî åñòü ñóùåñòâóåò 3 6 i 6 k − 1,òàêîå
÷òî deg vi > 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôèøêà, íàõîäÿùàÿñÿ ïî ñîñåäñòâó ñ vi. Ïîäâèíåì åå â vi, çàòåì â

vi+1, ..., â vk. Òåïåðü G|W ′ � íå ïóòü, ãäåW ′ � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà íåçàíÿòûõ âåðøèí â ïîëó÷åííîé

êîíôèãóðàöèè ñ {v1, v2}. Ïðîäåëàâ äåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïîìåíÿåì x′, y′.
Çàòåì ïðîäåëàåì ïåðåäâèæåíèÿ, îáðàòíûå êî âñåì ïðîäåëàííûì, êðîìå ïåðåñòàíîâêè ôèøåê x′, y′

ìåñòàìè. Òîãäà ôèøêè x′, y′ ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à îñòàëüíûå âåðíóòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà m(G) 6 |V (G)| − k + 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè k = 1, 2, 3. Åñëè k = 1
èëè k = 2, òî G ñîñòîèò èç 1 èëè 2 âåðøèí ñîîòâåòñòâåííî, è òåîðåìà, î÷åâèäíî, âåðíà. Åñëè æå

k = 3, òî ãðàô G = K1,n−1. Äëÿ òàêîãî ãðàôà m(G) < |V (G)| − 1, òàê êàê èíà÷å åñëè ôèøêà

ñòîèò â âåðøèíå ñòåïåíè 1, îíà ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ â ñîñåäíóþ, à ïîòîì òóò æå îáðàòíî, è äðóãèõ

âîçìîæíûõ õîäîâ íåò.

Òåïåðü ïóñòü k > 4. Ðàññìîòðèì ñàìûé äëèííûé òðàêò T = (v1, . . . , vk). Ïóñòü m = |V (G)|−k+2.
Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü êîíôèãóðàöèþ ôèøåê òàêóþ, ÷òî íà êîíöàõ òðàêòà ñòîÿò ïî ôèøêå, à

áîëüøå íà òðàêòå ôèøåê íåò. Äîêàæåì, ÷òî ìû íå ñìîæåì ïîìåíÿòü èõ ìåñòàìè. Ïóñòü G′ � ãðàô,
ïîëó÷åííûé èç èñõîäíîãî óäàëåíèåì âñåõ âåðøèí vi : 3 6 i 6 k − 2. Â ñëó÷àå k = 4 óäàëèì ðåáðî

(v2, v3). Òîãäà G′ èìååò 2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îáîçíà÷èì èõ çà L è R. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v1 ∈ L,
vk ∈ R. Ïîêðàñèì âñå ôèøêè èç L â ëèëîâûé öâåò, à èç R � â ðîçîâûé.
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Îïðåäåëèì âåñ p(u) âåðøèíû u êàê

p(u) =


i u = vi

1 u ∈ L

k u ∈ R

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(x) âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò ôèøêà x. Òîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò äëÿ ëþáîé

ëèëîâîé ôèøêè x è ðîçîâîé ôèøêè y èìååì p(u(x)) < p(u(y)). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî áóäåò âåðíî ïîñëå
ëþáîãî ÷èñëà õîäîâ.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ìîìåíò, êîãäà íåðàâåíñòâî íàðóøèòñÿ. Òàê êàê çà îäèí õîä çíà÷åíèå p(u(x))
ìåíÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà åäèíèöó, òî âåðíûì áóäåò íåðàâåíñòâî p(u(x)) 6 p(u(y)) äëÿ ëèëîâîé x è

ðîçîâîé y, à äëÿ êàêîé-òî ïàðû (x0, y0) p(u(x0)) = p(u(y0)). Åñëè 2 6 p(u(x0) 6 k−1, òî u(x0) = u(y0), è
â îäíîé âåðøèíå íàõîäèòñÿ ñðàçó 2 ôèøêè. Åñëè p(u(x0)) = 1, òî âñå ëèëîâûå ôèøêè, à òàêæå ôèøêà
y0 íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ãðàôà L. Íî òîãäà ôèøåê áîëüøå, ÷åì âåðøèí. Àíàëîãè÷íî, p(u(x0)) = k
áûòü íå ìîæåò.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê â êîíå÷íûé ìîìåíò ëèëîâàÿ è ðîçîâàÿ ôèøêà ïîìåíÿþòñÿ

ìåñòàìè, è íåðàâåíñòâî íå áóäåò âåðíûì.
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