
 

 

Представление тригонометрической функции в комплексных радикалах 

Попова Елизавета 11 класс 

 

Известно, что существуют алгебраические уравнения, например, 3-й степени, неразрешимые в 

вещественных радикалах (я не привожу строгого определения разрешимости в радикалах, оно 

есть в [1]).  

Некоторые из этих уравнений становятся разрешимыми, если добавить к допустимым функциям 

𝑓(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 (
1

𝑛
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑡) для любого натурального n. Такие уравнения можно решить при помощи 

тригонометрического метода.  

Для уравнений 3-й степени он заключается в сведении уравнения 

𝑥3 + 𝑞𝑥 + 𝑝 = 0 

к уравнению 

4𝑦3 − 3𝑦 = 𝑎 

и применении тригонометрической формулы  cos 3𝑥 = 4𝑐𝑜𝑠3𝑥 − 3𝑐𝑜𝑠𝑥. 

Это приводит к решению 

𝑥 = √−
4𝑝

3
cos(

1

3
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (−𝑞√

27

4𝑝3
)±

2𝜋

3
) . 

 

Возникает предположение о возможности решения подобным образом уравнения степеней, 

больших 3, то есть представления их корней с использованием  операций +,-,×,:,√ 
𝑛

 и 

 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 (
1

𝑛
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑡) для любого натурального n, применяемыx к 1 и коэффициентам данного 

уравнения.  

Некоторые уравнения действительно так решаются, например 16𝑥5 − 20𝑥3 + 5𝑥 = 𝑎, так как 

16𝑥5 − 20𝑥3 + 5𝑥 -  многочлен Чебышева. 

 

Однако известно, не все  уравнения 5-й степени и выше разрешимы в комплексных радикалах. 

 Например, ясно, что уравнение  

𝑥5 − 𝑎 = 0  

разрешимо в комплексных радикалах, но не любое уравнение 5-й степени к нему “сводится”.   



Однако, известно, что уравнение  

𝑥5 + 𝑥 + 𝑎 = 0, 

к которому “сводится” любое уравнение 5-й степени, не разрешимо в комплексных радикалах 

(т.е. не “сводится” к уравнениям вида   𝑦𝑘 − 𝑏 = 0).    

 

 

Из этого следует, что тригонометрического решения для произвольных уравнений степени 5 и 

выше  не существует, так как не все их корни представимы в комплексных радикалах, а функция  

cos (
1

𝑛
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑡)  представима в них для любого  целого n: 
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Из представимости функции  cos (
1

𝑛
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑡) в комплексных радикалах следует также то, что 

уравнение   𝑇𝑛(𝑥) = 𝑡, где  𝑇𝑛 – многочлен Чебышева, разрешимо в комплексных радикалах.  

Мы не будем ни явно придавать смысл этой формуле, ни давать общего определения 

представимости  в комплексных радикалах и тригонометрических функциях, оно есть в[1]. 

Предыдущие неформальные обсуждения формализуются следующей теоремой.    

Теорема               

Для любых 𝑡 ∈ [−1; 1]  и целого положительного 𝑛  существуют 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶 такие, что 

{
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Доказательство: 

Обозначим  𝜑 ≔ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑡. 

Докажем, что числа   𝑓1 = sin𝜑 и 𝑓2 = 𝑐𝑜𝑠
𝜑

𝑛
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛
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      удовлетворяют этой системе. 

Имеем 

𝑓1
2 + 𝑡2 = 𝑠𝑖𝑛2𝜑 + 𝑐𝑜𝑠2𝜑 = 1 . 

По формуле Муавра, 

𝑓2
𝑛 = (𝑐𝑜𝑠

𝜑

𝑛
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜑

𝑛
)
𝑛
=  𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

𝑛
∙ 𝑛) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

𝑛
∙ 𝑛) = 𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑 =  𝑡 + 𝑖𝑓1. 
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QED 
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