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Îá èíâåðñíûõ îáðàçàõ òî÷êè Ôåéåðáàõà

è îáîáùåíèè òåîðåìû Åìåëüÿíîâûõ

Â.Ä.Ïîïîâ1

Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îáðàç òî÷êè Ôåéåðáàõà ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæ-

íîñòè, ïîñòðîåííîé íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà êàê íà äèàìåòðå. Äîêàçàíû íåêîòîðûå ñâîé-

ñòâà ýòîé òî÷êè, ñ èõ ïîìîùüþ ïîëó÷åíû áîëåå ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà êëàññè÷åñêèõ

ðåçóëüòàòîâ î òî÷êå Ôåéåðáàõà. Òàêæå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû Åìåëüÿíîâûõ î ïîëþ-

ñàõ òðåóãîëüíèêà è ñâÿçàííûõ ñ íèìè îêðóæíîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó Ôåéåðáàõà.

1. Ââåäåíèå

Òî÷êà Ôåéåðáàõà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê òðåóãîëüíèêà.
Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè è îêðóæíîñòè Ýéëåðà. Îäíî òîëüêî
îïðåäåëåíèå íàâîäèò íà åñòåñòâåííûé è, ñëåäóåò ïðèçíàòü, âåñüìà íåïðîñòîé âîïðîñ: à ïî÷å-
ìó ôàêò êàñàíèÿ ýòèõ äâóõ îêðóæíîñòåé äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî áûòü? Ñîîòâåòñòâóþùóþ
òåîðåìó äîêàçàë Êàðë Âèëüãåëüì Ôåéåðáàõ â 1822 ãîäó. Ñ òåõ ïîð áûëî ïðèäóìàíî ñâûøå
300 äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû, ïðè÷åì ìíîãèå èç íèõ èñïîëüçóþò èíâåðñèþ. Ìíî-
ãî÷èñëåííîñòü òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ òî÷êè Ôåéåðáàõà èíâåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì. Â äàííîé ðà-
áîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ñïîñîá èçó÷åíèÿ òî÷êè Ôåéåðáàõà, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè åå
èíâåðñíûõ îáðàçîâ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ îêðóæíîñòåé. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèò íàì íå òîëüêî
ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ, íî è çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâà íåêî-
òîðûõ óæå èçâåñòíûõ ôàêòîâ (ñì. [4], [6] è [2]).

Íàèáîëåå âàæíûì è èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ ïðè-
ìåíåíèÿ òàêîãî ïîäõîäà, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, îáîáùàþùóþ òåîðåìó Åìåëüÿ-
íîâûõ î ñåìåéñòâå îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó Ôåéåðáàõà (ñì. [2]).

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, åãî òî÷êó Ôåéåðáàõà F è åãî ñåðå-
äèííûé òðåóãîëüíèê MaMbMc. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sab è Sac òî÷êè Øàðûãèíà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñòîðîíå BC (ñì. òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
òðåóãîëüíèê 4 = PaPbPc, ãîìîòåòè÷íûé ñåðåäèííîìó òðåóãîëüíèêó MaMbMc ñ öåíòðîì â
òî÷êå Ôåéåðáàõà F (ñì. ðèñ. 19). Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè ψ4ab è ψ

4
ac, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òðîé-

êè òî÷åê (F, Pb, Sab) è (F, Pc, Sac) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ, îòëè÷íàÿ îò
F , ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ A4 ïðÿìûõ PbPc è SabSac.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé òðåóãîëüíèê 4 = PaPbPc, ãîìîòåòè÷íûé òðåóãîëüíèêó MaMbMc ñ
öåíòðîì â òî÷êå Ôåéåðáàõà, ïîðîæäàåò òðè ïàðû çàìå÷àòåëüíûõ îêðóæíîñòåé, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ôåéåðáàõà è îäíó èç òî÷åê Øàðûãèíà. Òî÷êó A4, ôèãóðèðóþùóþ
â òåîðåìå 1, è àíàëîãè÷íûå åé òî÷êè B4 è C4 íà ïðÿìûõ PcPa è PaPb ñîîòâåòñòâåííî, íàçîâåì
îáîáùåííûìè ïîëþñàìè òðåóãîëüíèêà ABC. Ñìûñë òàêîãî íàçâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
åñëè òðåóãîëüíèê PaPbPc ñîâïàäàåò ñ òðåóãîëüíèêîì KaKbKc (ñì. íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå), òî òî÷êè A4, B4 è C4 ïðåâðàùàþòñÿ â òî÷êè A00, B00 è C00, ââåäåííûå
Åìåëüÿíîâûìè â ñòàòüå [2] è íàçâàííûå èìè ïîëþñàìè òðåóãîëüíèêà ABC.
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2. Âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû

Äëÿ íà÷àëà çàôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ.

• A, B, C � âåðøèíû òðåóãîëüíèêà;

• Ma, Mb, Mc � ñåðåäèíû ñòîðîí BC, AC, AB ñîîòâåòñòâåííî;

• Ha, Hb, Hc � îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC, îïóùåííûõ èç âåðøèí A, B, C ñîîò-
âåòñòâåííî;

• ω � âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ñ öåíòðîì I;

• Ga, Gb, Gc � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíàìè BC,
AC, AB.

• λa � îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà ñòîðîíå BC êàê íà äèàìåòðå.

• Sab, Sac � òî÷êè Øàðûãèíà, ò.å. òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè λa ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè
MaMb è MaMc ñîîòâåòñòâåííî.

• ε, εa � îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC è òðåóãîëüíèêà IBC ñîîòâåòñòâåííî.

• F � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè è îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC
(òî÷êà Ôåéåðáàõà).

Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåéåðáàõà. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî,
íàéäåííîå Ï. Â. Áèáèêîâûì, ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé êëàññè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Ôåéåðáàõà (ñì., íàïðèìåð, [1]), èñïîëüçóþùåãî èíâåðñèþ, îäíàêî áîëåå ãåîìåòðè÷íî è ìåíåå
ñ÷åòíî. Äëÿ íà÷àëà äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êè A, B, C, D, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åò-
âåðêó, åñëè

[AB,CD] =
AC

CB
:
AD

DB
= 1.

Ïîíÿòèå ãàðìîíè÷åñêîé ÷åòâåðêè òî÷åê òåñíî ñâÿçàíî ñ èíâåðñèåé. À èìåííî, ÷åòâåðêà òî÷åê
A, B, C, D îáðàçóåò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó, åñëè è òîëüêî åñëè òî÷êè A è B ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå CD êàê íà äèàìåòðå (ñì., íàïðèìåð, [3]).
Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ôåéåðáàõà.
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Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÷åðåç Ia, à îñíî-
âàíèå áèññåêòðèñû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A, ÷åðåç La. Òîãäà îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà
îòðåçêå IaI êàê íà äèàìåòðå, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ (ñì. [3]) äëÿ ïàðû òî÷åê (A,La).
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî (A,La, I, Ia) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷åòâåðêà (ñì. ðèñ. 1). Ïàðàëëåëüíî ñïðîåê-
òèðîâàâ åå íà ïðÿìóþ BC, ìû ïîëó÷èì íîâóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó (Ha, La, Ga, G

′
a) (ãäå G

′
a

� òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ωa ñî ñòîðîíîé BC). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè Ha

è La ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå GaG
′
a êàê íà äèàìåòðå

(ñì. ðèñ. 2). Òàê êàê GaB = G′aC, öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé Ma îòðåçêà
BC. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî ýòîé îêðóæíîñòè îêðóæíîñòü äåâÿòè òî-
÷åê ε ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ `, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç La. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà èíâåðñèÿ îñòàâëÿåò
âïèñàííóþ è âíåâïèñàííóþ îêðóæíîñòè ω è ωa íà ìåñòå, ò.ê. îáå îíè îðòîãîíàëüíû îêðóæ-
íîñòè èíâåðñèè (ïîñêîëüêó IGa ⊥ MaGa è IaG

′
a ⊥ MaG

′
a). Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ ` êàñàåòñÿ

îêðóæíîñòåé ω è ωa. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ ` ñèììåòðè÷íà ïðÿìîé BC
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû AI. Äîêàæåì ýòî.
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Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4.

Òàê êàê èíâåðñèÿ � êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå, óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ` è BC ðàâåí óã-
ëó ìåæäó îêðóæíîñòüþ ω è BC (óãîë ϕ íà ðèñ. 3). Äàëåå, ýòîò óãîë ðàâåí óãëó ∠HaEaMa.
×åòûðåõóãîëüíèê OMaEaA ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, ïîýòîìó ∠HaEaMa = ∠EaAO. Òîãäà
∠BAEa = ∠OAC = 90◦ − ∠B. Ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ = ∠EaAO = |∠A− 2 · (90◦ − ∠B)| = |∠B − ∠C|.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðÿìóþ B′La, ñèììåòðè÷íóþ ïðÿìîé BC îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû
ALa. Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó B′La è BC ÷åðåç ϕ′ (ñì. ðèñ. 4). Èç òðåóãîëüíèêà B′LaC ïîëó÷à-
åì, ÷òî ϕ′ = |∠B − ∠C| = ϕ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå ` è B′La ñîâïàäàþò, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ íàì ïîíàäîáèòñÿ ðåçóëüòàò òàê íàçûâàåìîé çàäà÷è �255, ïîëó-
÷èâøåé øèðîêóþ èçâåñòíîñòü áëàãîäàðÿ ïðåäèñëîâèþ çàäà÷íèêà È. Ô.Øàðûãèíà [5], â êîòîðîì
îíà ïðèâåäåíà ïîä ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì.

Ëåììà 1 (Çàäà÷à �255). Òðîéêè ïðÿìûõ (GbGc, BI,MaMb) è (GcGc, CI,MaMc) ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êàõ Sab è Sac. Ýòè òî÷êè ëåæàò íà îêðóæíîñòè λa, ïîñòðîåííîé íà ñòîðîíå BC êàê íà
äèàìåòðå (ñì. ðèñ. 5).

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü Ka, Kb è Kc � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå òî÷êàì Ga, Gb, Gc îòíîñèòåëüíî
ïðÿìûõ AI, BI è CI ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ GaKb ñèììåòðè÷íà ïðÿìîé GbGc îòíîñèòåëüíî
BI, ïîýòîìó òî÷êà Sab ëåæèò íà GaKb. Àíàëîãè÷íî, òî÷êà Sac ëåæèò íà GaKc (ñì. ðèñ. 5).
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Ðèñ. 5. Ðèñ. 6.

Ñ òî÷êîé Ôåéåðáàõà îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàíà çàäà÷à, ïðåäëîæåííàÿ â ôèíàëå Âñåðîññèé-
ñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå â 10 êëàññå â 1998 ãîäó ïîä íîìåðîì 8. Â çàäà÷å òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå MaKa, MbKb è McKc ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è ÷òî ýòà òî÷êà ëåæèò
íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 6; îòìåòèì, ÷òî êðàòêèé âàðèàíò ýòîé
çàäà÷è, â êîòîðîé ïðåäëàãàëîñü ïðîñòî äîêàçàòü, òî ïðÿìûå MaKa, MbKb è McKc ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå, áûë ïðåäëîæåí íà 23 Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå â 1982 ã. ïîä
íîìåðîì 2).

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêàKaKbKc ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêîâ ABC
è MaMbMc (ñì. ðèñ. 6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðäû GaKb è GbGc ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî BI, ïîýòîìó îíè ðàâíû.
Àíàëîãè÷íî, õîðäû GbGc è GaKc ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî CI è ïîòîìó òàêæå ðàâíû. Òîãäà
òðåóãîëüíèê KcGaKb ðàâíîáåäðåííûé, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∠GaKcKb = ∠GaKbKc = ∠CGaKb

(ñì. ðèñ. 7). Îòñþäà î÷åâèäíà ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ BC è KbKc. Äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ïàð
ñòîðîí ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.
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Ðèñ. 7.

Ðèñ. 8.

Ïî ëåììå 2 è òåîðåìå Äåçàðãà òðåóãîëüíèêè KaKbKc è MaMbMc ãîìîòåòè÷íû. Òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ MaKa, MbKb è McKc ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ýòîé ãîìîòåòèè, à çíà÷èò è öåíòðîì
ãîìîòåòèè âïèñàííîé îêðóæíîñòè è îêðóæíîñòè Ýéëåðà, òî åñòü òî÷êîé Ôåéåðáàõà F .

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Òî÷êà F ëåæèò íà îêðóæíîñòè Ýéëåðà εa òðåóãîëüíèêà BIC (ñì. ðèñ. 8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè Ga, Sac, Sab è Ma ëåæàò íà îêðóæíîñòè εa, ïîñêîëüêó
ïåðâàÿ òðîéêà òî÷åê � ýòî îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà BIC, à òî÷êà Ma � ñåðåäèíà åãî
ñòîðîíû BC. Äàëåå, F , Ga, Ka, Kb ëåæàò íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ω òðåóãîëüíèêà ABC.
Çíà÷èò, ∠GaFKa = ∠GaKbKa. Ò.ê. KaKb ‖ SabMa, òî ∠GaKbKa = ∠GaSabMa (òî÷êè Ga, Kb,
Sab ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ïî ëåììå 1. Çíà÷èò, ∠GaFMa = ∠GaSabMa è òî÷êà F ëåæèò íà
îêðóæíîñòè εa.
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Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà è ëþáîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íè íà îäíîé ïðÿìîé èç
ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, âñå îêðóæíîñòè Ýéëåðà äëÿ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ
îäíîé èç ïàð âåðøèí èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà è òî÷êîé, èìåþò îáùóþ òî÷êó (ýòà òî÷êà íàçûâà-
åòñÿ òî÷êîé Ïîíñåëå; ñì. ðèñ. 9). Â ñëó÷àå òî÷êè I ïî ëåììå 3 òî÷êà Ïîíñåëå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
Ôåéåðáàõà.

Ðèñ. 9.
Ðèñ. 10.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ïðîäëèòü ïðÿìûå BSac è CSab äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå A1, òî îêðóæíîñòü εa
ñòàíåò îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà A1BC (ñì. ðèñ. 10). Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êè Sab è Sac
ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè âûñîò, à òî÷êà Ma � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC.

3. Èíâåðñíûé îáðàç òî÷êè F

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè ïðîãðàììû, êîòîðàÿ, íàêîíåö, áóäåò èñïîëüçîâàòü
èíâåðñèþ. Ðàññìîòðèì óæå çíàêîìóþ íàì îêðóæíîñòü λa, ïîñòðîåííóþ íà îòðåçêå BC êàê íà
äèàìåòðå. Ðàññìîòðèì òî÷êó F ′a � îáðàç òî÷êè F ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè λa.
Òî÷êà F ′a áóäåò îñíîâíûì îáúåêòîì íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì, êóäà ïåðåõîäÿò íåêîòîðûå òî÷êè è îêðóæíîñòè ïðè èíâåðñèè îòíî-
ñèòåëüíî λa. Îêðóæíîñòü Ýéëåðà ε ïåðåéäåò â ïðÿìóþ HbHc, îêðóæíîñòü εa ïåðåéäåò â ïðÿìóþ
SabSac. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó òî÷êà F ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ε è εa ïî ëåì-
ìå 3, òî òî÷êà F ′a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ HbHc è SabSac. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå êðàñèâîå

Ïðåäëîæåíèå 1. Òî÷êà F ′a ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì öåíòðîì îêðóæíîñòåé λa, ε è εa (ñì. ðèñ. 11).

Çàìå÷àíèå 4. Â ñòàòüå [2] òî÷êà F ′a íàçûâàëàñü ïîëþñîì òðåóãîëüíèêà ABC è îáîçíà÷àëàñü
÷åðåç A00.

Ñëåäóþùèé ôàêò â äàëüíåéøåì áóäåò èãðàòü îñíîâíóþ ðîëü, ïîýòîìó óäåëèì åìó îñîáîå
âíèìàíèå.
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Ðèñ. 11.
Ðèñ. 12.

Òåîðåìà 2. Åñëè K ′b è K ′c � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé KaKb è KaKc ñ ïðÿìîé HbHc, òî
ïÿòåðêè òî÷åê (F, F ′a, Kb, K

′
b, Sab) è (F, F ′a, Kc, K

′
c, Sac) ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ ψab è ψac (ñì.

ðèñ. 12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè F , F ′a, Kb, K
′
b ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-

íîñòè (ðàññóæäåíèÿ äëÿ ÷åòâåðêè òî÷åê F , F ′a, Kc, K
′
c àíàëîãè÷íû). Ðàññìîòðèì èíâåðñèþ

InvKa ñ öåíòðîì â òî÷êå Ka, ïåðåâîäÿùóþ òî÷êó F ′a â òî÷êó F . Òîãäà êîìïîçèöèÿ èíâåðñèé
InvKa ◦ Invλa ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü Ýéëåðà ε â íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü ω′, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êè F è Ka. Â ñèëó òîãî, ÷òî èíâåðñèÿ � êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ýòà êîìïîçèöèÿ ñî-
õðàíÿåò óãëû ìåæäó ïðÿìûìè è îêðóæíîñòÿìè. Ðàç öåíòðû îáåèõ èíâåðñèé ëåæàò íà ïðÿìîé
FF ′a, òî îêðóæíîñòè ε è ω

′ îáðàçóþò ñ ïðÿìîé FF ′a ðàâíûå óãëû. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæ-
íîñòè ε è ω′ êàñàþòñÿ â òî÷êå F . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòè ω è ω′ ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Ka è êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè
ε â òî÷êå F .

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî òî÷êà K ′b ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à KaKb ñ ïðÿìîé HbHc � ýòî îáðàç òî÷êè Kb

ïðè èíâåðñèè InvKa . Çíà÷èò, ïî ëåììå î ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ (ñì., íàïðèìåð, [3]) òî÷êè F ,
F ′a, Kb è K

′
b ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Îñòàëîñü çàãíàòü íà îêðóæíîñòè òî÷êè Sab è Sac. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì âïèñàííûå óãëû. Âî-
ïåðâûõ, ∠KaFKb = ∠KaKcKb (ñì. ðèñ. 13). Âî-âòîðûõ, ïóñòü ïðÿìàÿ FKb âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü εa â òî÷êå R. Òîãäà ∠MaSacR = ∠MaFR. Ïðÿìûå MaSac è KaKc ïàðàëëåëüíû
(ñì. ëåììó 2), ïîýòîìó âòîðûå ëó÷è ðàâíûõ óãëîâ ∠MaSacR è ∠MaFR òàêæå ïàðàëëåëüíû,
ò.å. SacR ‖ KbKc ‖ BC. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ðàâåíñòâî óãëîâ ∠MaFR è ∠SacSabGa. Çíà÷èò,
òî÷êè F , F ′a, Kb, K

′
b è Sab ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äëÿ òî÷êè Sac ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

8



Çàìå÷àíèå 5. Ïðÿìàÿ MaSab êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ψab. Ýòî ñëåäñòâèå îðòîãîíàëüíîñòè îêðóæ-
íîñòåé ψab è λa (ñì. [3]).

Ðèñ. 13. Ðèñ. 14.

Ïðåäëîæåíèå 2. Òî÷êà F ′a ëåæèò íà ïðÿìîé KbKc (ñì. ðèñ. 14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòè ψab è ψac îðòîãîíàëüíû λa, ò.ê. îíè îáå ïðîõîäÿò
÷åðåç òî÷êè F , F ′a, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî λa. Òîãäà ïî ñâîéñòâó îðòîãîíàëüíûõ îêðóæ-
íîñòåé ïðÿìûå MaSab è MaSac êàñàþòñÿ îêðóæíîñòåé ψab è ψac ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðû ïðÿìûõ
(MaSab, KaKb) è (MaSac, KaKc) ïàðàëëåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, KbSab = K ′bSab è KcSac = K ′cSac
(ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âûñåêàþò íà îêðóæíîñòè ðàâíûå õîðäû). Òîãäà ∠KbF

′
aSab = ∠K ′bF

′
aSab

è ∠KcF
′
aSac = ∠K ′cF

′
aSac. Ïîñêîëüêó òî÷êà F ′a ëåæèò íà ïðÿìûõ HbHc è SabSac, óãëû ∠K ′bF

′
aSab

è ∠K ′cF
′
aSac ðàâíû. Çíà÷èò,

∠KbF
′
aSab = ∠K ′bF

′
aSab = ∠K ′cF

′
aSac = ∠KcF

′
aSac,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 2.

Çàìå÷àíèå 6. Èç äîêàçàòåëüñòâà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ SabSac ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà
∠KbF

′
aHb.

Ñóììèðóÿ óòâåðæäåíèÿ 1 è 2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åðåç òî÷êó F ′a ïðîõîäÿò ÷åòûðå çàìå÷à-
òåëüíûå ïðÿìûå: KaMa, HbHc, SabSac è KbKc.

Çàìå÷àíèå 7. Ìîæíî äîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [2]), ÷òî ÷åðåç òî÷êó F ′a ïðîõîäÿò åùå äâå çàìå-
÷àòåëüíûå ïðÿìûå: LbLc (ãäå Lb è Lc � îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ BI è CI ñîîòâåòñòâåííî) è G′bG

′
c

(ãäå G′b è G
′
c � òî÷êè êàñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíàìè AC

è AB).

4. Ñëåäñòâèÿ

Òåïåðü ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìî-
ùüþ íàøåãî ïîäõîäà, ñâÿçàííîãî ñ ðàññìîòðåíèåì îáðàçà F ′aòî÷êè Ôåéåðáàõà F ïðè èíâåðñèè
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îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè λa. Íà÷íåì ñ çàäà÷è ñ Ìåæäóíàðîäíîé Ìàòåìàòè÷åñêîé Îëèìïèàäû
2000 ãîäà, ïðåäëîæåííîé ïîä íîìåðîì 6, ðåøåíèå êîòîðîé ìû ïîëó÷àåì ñîâåðøåííî áåñïëàòíî.
Åå óñëîâèå ôîðìóëèðîâàëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ABC � îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ïî-ïðåæíåìó
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ha, Hb, Hc, à òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè
� ÷åðåç Ga, Gb, Gc. Îòðàçèì ïðÿìóþ HaHb îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé GaGb. Àíàëîãè÷íî, îò-
ðàçèì HbHc îòíîñèòåëüíî GbGc è HcHa îòíîñèòåëüíî GcGa (ñì. ðèñ. 15). Äîêàæèòå, ÷òî
òðè îòðàæåííûå ïðÿìûå ïðè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè íà âïèñàííîé
îêðóæíîñòè.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, ïðÿìûå HbHc è KbKc ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé GbGc. Òîãäà ïðÿìûå HaHb, HbHc, HcHa ïðè îòðàæåíèè ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî
GaGb, GbGc, GcGa ïåðåéäóò â ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà KaKbKc, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü äîêàçàòü.

Áîëåå âàæíûì è èíòåðåñíûì äëÿ íàñ áóäåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, àíîíñèðîâàííûé Ë. è
Ò. Åìåëüÿíîâûìè [2] è îáîáùåííûé â ðàáîòå Ãðèíáåðãà [6] (ñì. òàêæå ñòàòüþ Ô. Èâëåâà [4]).
Ôîðìóëèðóåòñÿ îí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðèñ. 15. Ðèñ. 16.

Òåîðåìà 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0, B0 è C0 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêîâ MaMbMc è GaGbGc. Òîãäà ïðÿìûå A0Ga, B0Gb è C0Gc ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F (ñì.
ðèñ. 16).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü Ta � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ FGa è SabSac. Òîãäà ÷åòâåðêè òî÷åê
(F, Ta,Mb, Sab) è (F, Ta,Mc, Sac) ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ ψ

′
ab è ψ

′
ac (ñì. ðèñ. 17).
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Ðèñ. 17.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îêðóæíîñòè ψ′ab, ïîñêîëüêó äëÿ îêðóæíîñòè
ψ′ac ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. Ïî òåîðåìå 2 ∠MaFMb = ∠GaSabTa. Ïî ëåììå 2 ∠GaFMa =
∠GaSabMa. Òîãäà

∠TaFMb = ∠MaFMb + ∠GaFMa = ∠GaSabTa + ∠GaSabMa = ∠TaSabMb,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ìû äàäèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

5. Òî÷êà Ôåéåðáàõà êàê òî÷êà Ìèêåëÿ è îáîáùåíèå òåîðåìû

Åìåëüÿíîâûõ

Ïðèãëÿäåâøèñü ê ðèñ. 12 è 17, èëëþñòðèðóþùèì òåîðåìó 2 è ïðåäëîæåíèå 3, íåëüçÿ íå çàìå-
òèòü èõ ïîõîæåñòü: è òàì, è òàì ïðèñóòñòâóþò îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ÷åòâåðêè òî÷åê,
ñðåäè êîòîðûõ òî÷êà Ôåéåðáàõà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íåñëó÷àéíî, è îáà ýòèõ ðåçóëüòàòà ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè íåêîòîðîé îáùåé êîíôèãóðàöèè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ýòó
êîíôèãóðàöèþ è ïðîäåìîíñòðèðóåì åå ñâÿçü ñ åùå îäíèì êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ãåîìåòðèè
� òåîðåìîé Ìèêåëÿ.
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Ðèñ. 18.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ìèêåëÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà MaMbMc è ïðÿìîé
SabSac (ñì. ðèñ. 18). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà Ta ëåæèò íà ïðÿìîé MbMc. Òîãäà òî÷êà Ta åñòü
òî÷êà A0 èç òåîðåìû 3, ïî ïîñòðîåíèþ ëåæàùàÿ íà FGa. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî
äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ òî÷åê B0 è C0. Òåì ñàìûì òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðåíèå òî÷êè F â êà÷åñòâå òî÷êè Ìèêåëÿ îêàçûâàåòñÿ íå ïðîñòî âñïîìîãàòåëüíûì
øàãîì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3. Íà ñàìîì äåëå èìåííî ýòîò õîä ýëåãàíòíî îáîáùàåò ïðåäû-
äóùèå ðåçóëüòàòû è âñêðûâàåò ïðè÷èíó ÿâëåíèÿ. Ðåàëèçóåì ýòó êîíñòðóêöèþ â îáùåì ñëó÷àå.
Äëÿ ýòîãî äîêàæåì òåîðåìó 1, ñôîðìóëèðîâàííóþ â íà÷àëå ñòàòüè. Íàïîìíèì åå ôîðìóëèðîâ-
êó.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê 4 = PaPbPc, ãîìîòåòè÷íûé ñåðåäèííîìó òðå-
óãîëüíèêó MaMbMc ñ öåíòðîì â òî÷êå Ôåéåðáàõà F (ñì. ðèñ. 19). Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè
ψ4ab è ψ4ac, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òðîéêè òî÷åê (F, Pb, Sab) è (F, Pc, Sac) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ, îòëè÷íàÿ îò F , ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ A4 ïðÿìûõ PbPc è
SabSac.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëî-
æåíèÿ 2. À èìåííî, ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ψ′ab, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó Ta (ñì. ïðåäëîæå-
íèå 3). Òîãäà çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ óãëîâ:

∠A4PbF = ∠TaMbF = ∠TaSabF = ∠A4SabF,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà A4 ëåæèò íà îêðóæíîñòè ψ4ab. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà
A4 ëåæèò íà îêðóæíîñòè ψ4ac.

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó òåîðåìà 1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðèâåäåííûõ âûøå çàäà÷è
ñ Ìåæäóíàðîäíîé Îëèìïèàäû è òåîðåìû Èâëåâà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âòîðûå òî÷êè C41
è B41 ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ψ4ab ñ ïðÿìîé PaPb è ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ψ4ac ñ ïðÿìîé

PaPc. Òîãäà òî÷êè A
4, B41 è C41 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ïî òåîðåìå Ìèêåëÿ. Â ñëó÷àå çàäà÷è

ñ Ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû ýòà ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ HbHc, à òî÷êà A4 ñîâïàäàåò ñ F ′a (ñì.
ðèñ. 20). Â ñëó÷àå òåîðåìû Èâëåâà ýòà ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ GbGc (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ SabSac),
à òî÷êà A4 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ta (ñì. ðèñ. 21)

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì îäíó çàìå÷àòåëüíóþ îêðóæíîñòü èç ñåìåéñòâà ψ4ac.
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Ðèñ. 19.

Ðèñ. 20. Ïðÿìàÿ HbHc Ðèñ. 21. Ïðÿìàÿ GbGc
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Ïðåäëîæåíèå 4. Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà A4 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Gb, îêðóæíîñòü ψ
4
ac ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êè F , Hb, Gb, Sac è Sca (ñì. ðèñ. 22).

Ðèñ. 22.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè F , Hb, Gb, Sac è Sca ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî ÷åòâåðêà òî÷åê (Hb, Gb, Sac, Sca) ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå BSca è HbSac ïàðàëëåëüíû, ò.ê. îáå îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû áèññåêòðèñå
óãëà ∠BAC. Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûå BSac è GbSca ïàðàëëåëüíû, ò.ê. îáå îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû
áèññåêòðèñå óãëà ∠ACB. Ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê BSacHbSca ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì è
HbSac = BSca = GbSca. Çíà÷èò, SacHbGbSca � ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, è ïîòîìó âîêðóã íåå ìîæíî
îïèñàòü îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 22).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî òî÷êà Ôåéåðáàõà òàêæå ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè. Ïî ëåììå Àðõè-
ìåäà ñëåäóåò, ÷òî ∠HbFGb =

1
2
∠HbFMb =

1
2
|∠A− ∠C|. Äàëåå, ∠HbSacSca = ∠ScaGbC = π

2
− ∠C

2

è ∠GbSacSca = ∠AGbSac =
π
2
− ∠A

2
, ïîýòîìó

∠HbSacGb = |∠HbSacSca − ∠GbSacSca| =
1

2
|∠A− ∠C| = ∠HbFGb,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà F ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðàïåöèè HbGbScaSac, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü äîêàçàòü.

Àâòîð áëàãîäàðèò Ï.Â. Áèáèêîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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