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Теорема. Число cos 2π
n рационально только при n = 1, 2, 3, 4, 6.

Эта задача уже была решена.
В книге [1] [§4.1 и §5.4] доказательство разбито на задачи, которые я самостоятельно решил.
Доказательство. При n = 1, 2, 3, 4, 6 имеем cos 2π

n =1,−1,− 1
2 , 0,

1
2 . Эти значения косинуса рацио-

нальны.
При n = 5, 8, 12 имеем cos 2π

n =
√
5−1
4 ,

√
2
2 ,
√
3
2 . Эти значения косинуса иррациональны.

Случай нечётного n > 5. Напомним, что многочлен Чебышёва (первого рода) определяется фор-
мулой

Tn(cosx) = cosnx.

Тогда cos 2π
n является корнем многочлена Tn(x) − 1. Напомним, что свободный член многочлена Tn

при нечётных n равен 0, и старший коэффициент многочлена Чебышёва равен 2n−1. Значит, свобод-
ный член многочлена Tn(x) − 1 равен −1. Поэтому по теореме о рациональных корнях, если cos 2π

n
рационален, то cos 2π

n ∈ {±
1
20 ,±

1
21 , . . . ,±

1
2n−1 }. Но при n ≥ 7 имеем cos 2π

n ∈ ( 12 ; 1). Этот интервал не
пересекает множество {± 1

20 ,±
1
21 , . . . ,±

1
2n−1 }.

Случай чётного n > 6. По формуле косинуса двойного угла 2 cos2 2π
n =cos 4π

n + 1. Квадрат рацио-
нального числа рационален. Значит, если cos 2π

n/2 = cos 4π
n иррационален, то cos 2π

n также иррациона-
лен. Из этого и из того, что при нечётном n > 3 и n = 8, 12 число cos 2π

n иррационален получаем, что
при любом чётном n > 6 (в частности при n > 12 и n = 10) cos 2π

n иррационален.
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