
Хорошо известно, что количество делителей натурального числа 𝑁 нечётно тогда и только 

тогда, когда 𝑁 – полный квадрат. Но количество делителей 𝑁 – это количество 

упорядоченных наборов 2 натуральных чисел, произведение которых равно 𝑁. Поэтому мы 

будем обобщать факт про чётность количества делителей до теорем про количество таких 

упорядоченных наборов. Одним из таких обобщений будет следующая теорема. 

Теорема 1. Если 𝑁 = 𝑧𝑝, где 𝑧 – целое положительное число, 𝑝 – простое число, то 

количество упорядоченных наборов из 𝑝 целых положительных чисел, произведение 

которых равно 𝑁, имеет остаток 1 от деления на 𝑝. Для иных целых положительных 𝑁 такое 

количество делится на 𝑝. 

Доказательство теоремы 1. Разобьём упорядоченные наборы 𝑝 натуральных чисел, 

произведение которых равно 𝑁, на группы: в каждую группу поместим наборы, которые 

можно получить циклическим сдвигом друг из друга. В следующем абзаце покажем, что в 

каждой группе оказалось 𝑝 различных наборов, если в ней нет набора из 𝑝 равных чисел. А в 

таком случае, если 𝑁 = 𝑧𝑝, где 𝑧 – целое положительное число, 𝑝 – простое число, то 

существует ровно одна группа, количество наборов в которой не равно 𝑝 – это группа из 

одного набора (𝑧, 𝑧, … , 𝑧), поэтому количество наборов имеет остаток 1 от деления на 𝑝. Если 

же целое положительное число 𝑁 – не 𝑝-ая степень целого положительного числа, то среди 

наборов нет такого, в котором все элементы равны, поэтому все наборы разбиваются на 

группы по 𝑝, то есть количество наборов делится на 𝑝. 

Покажем, что в каждой группе оказалось 𝑝 различных наборов, если в ней нет набора из 𝑝 

равных чисел. В самом деле, пусть это не так, и циклическим сдвигом на 𝑛 из набора, не 

состоящего из одинаковых чисел, можно получить его же после сдвига на 𝑛. Тогда первое 

число в этом наборе такое же, как под номером 𝑛 + 1, такое же, как под номером 2𝑛 + 1, и 

так далее. Поскольку 𝑝 простое, эти индексы по модулю 𝑝 охватывают все остатки, то есть все 

числа в наборе одинаковые, что противоречит исходному предположению, ЧТД. 

К сожалению, доказательство выше работает только для простых 𝑝. Сформулируем гипотезу, 

которая обобщает теорему 1 на некоторые составные числа. 

Гипотеза 1. Если целое положительное число 𝑚 – степень простого числа, число 𝑁 – целое 

положительное, то количество упорядоченных наборов из 𝑚 целых положительных чисел, 

произведение которых равно 𝑁, взаимно просто с 𝑚 тогда и только тогда, когда 𝑁 – 𝑚-ая 

степень натурального числа.  


