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Гипотеза 1. Пусть a и b взаимно простые целые положительные числа, p и q тоже вза-

имно простые целые положительные числа, r =
p

q
<

1

2
, {ra} ≤ {rb}. Тогда количество целых

n на отрезке [1; abq], для которых справедливо{
n ∈ [pa+ 1; (q − p)a] mod qa (1)

n ∈ [pb+ 1; (q − p)b] mod qb (2)

равно

abq

(
(1− 2r)2 +

2λ−(2λ+ − 1)

ab

)
,

где λ− = min {{ra} , 1− {rb}} и λ+ = max {{ra} , 1− {rb}}.

Лемма 1. Если a, b, d целые и НОД(a, b) = m, то {d, d+a, . . . , d+a( b
m
−1)} ≡ {d, d+m, . . . , d+

m( b
m
− 1)} mod b.

Лемма 2. Количество целых n на отрезке [1; abq], для которых справедливо{
n ∈ [pa+ 1; (q − p)a] mod qa (1)

n ∈ [d; d+ q − 1] mod qb (2)

равно (q − 2p)a для любого целого d ∈ [1; q(b− 1) + 1].

Доказательство Леммы 2

Множество чисел на отрезке [1; abq], удовлетворяющих условию (2), равно
q−1⋃
i=0

{d + i, d + i +

qb, . . . , d+ i+ qb(a− 1)}.
Из Леммы 1 {d, d+ qb, . . . , d+ qb(a− 1)} ≡ {d, d+ q, . . . , d+ q(a− 1)} mod qa. Т.е. множество
чисел на отрезке [1; abq], дающих остаток d по модулю qb, равно по модулю qa множеству чисел
на отрезке [1; qa], дающих остаток d по модулю q.
Значит множество чисел на отрезке [1; abq], дающих остатки d, d+1, . . . , d+q−1 по модулю qb,
равно по модулю qa множеству чисел на отрезке [1; qa], дающих остатки d, d+1, . . . , d+q−1 ≡
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0, 1, . . . , q − 1 по модулю q ⇔
q−1⋃
i=0

{d+ i, d+ i+ qb, . . . , d+ i+ qb(a− 1)} ≡ {1, 2, . . . , qa} mod qa.

Среди чисел 1, 2, . . . , qa удовлетворяют условию (1) ровно (q− 2p)a: pa+1, pa+2, . . . , (q− p)a.

Тогда и в
q−1⋃
i=0

{d + i, d + i + qb, . . . , d + i + qb(a − 1)} ровно (q − 2p)a чисел, удовлетворяющих

условию (1). ч.т.д.

Гипотеза 2. Пусть M =
q

2
{(1− 2r)b}, {ra} ≤ {rb}. Тогда количество целых n на отрезке

[1; abq], для которых справедливо{
n ∈ [pa+ 1; (q − p)a] mod qa (1)

n ∈ [pb+ 1; pb+M ] mod qb (2)

равно M(1− 2r)a+ qλ−(2λ+ − 1).

Наброски доказательства Гипотезы 2

При {rb} ≥ 1

2
справедливо q−q {rb} =

q {(1− 2r)b}
2

, в ином случае q−q {rb} =
q {(1− 2r)b}

2
+
q

2
,

тогда M + q {rb} =


q {rb} ≥ 1

2
q
2

{rb} <
1

2

Множество чисел на отрезке [1; abq], удовлетворяющих условию (2), равно G =
M⋃
i=1

{pb+ i, pb+

i+ qb, . . . , pb+ i+ qb(a− 1)}. Из Леммы 1 следует G ≡
M⋃
i=1

{pb+ i, pb+ i+ q, . . . , pb+ i+ q(a− 1)}

mod qa. Заметим, что множество G − q совпадает с множеством G по модулю qa, значит

G ≡
M⋃
i=1

{q {rb}+ i, q {rb}+ i+ q, . . . , q {rb}+ i+ q(a− 1)} mod qa.

Сначала рассмотрим случай, когда {ra} ≥ 1−{rb}. Из условия {ra} ≤ {rb} ⇔ 1−{rb} ≤ 1−

{ra} и {rb} ≥ 1

2
. Тогда q {rb}+M = q и G ≡

M⋃
i=1

{q {rb}+M + 1− i, q {rb}+M + 1− i+ q, . . . , q {rb}+M + 1− i+ q(a− 1)} =

q−q{rb}⋃
i=1

{q+1−i, q+1−i+q, . . . , q+1−i+q(a−1)} mod qa. Элементы q+1−i, q+1−i+q, . . . , q+

1−i+pa−q {ra}−q ≤ q+1−1+pa−q {ra}−q ≤ pa, а элементы (q−p)a+q {ra}+1−i, (q−p)a+

q {ra}+1−i+q, . . . , q+1−i+q(a−1) ≥ (q−p)a+q {ra}+1−q+q {rb} > (q−p)a, т.е. они не удовле-
творяют условию (1). А для остальных элементов верно: pa+1 = q+1−q+q {rb}+pa−q {ra} ≤
q+ 1− i+ pa− q {ra} , . . . , (q− p)a+ q {ra}+ 1− i− q ≤ (q− p)a+ q {ra}+ 1− 1− q ≤ (q− p)a,

значит для них выполняется условие (1), а их
1

q
(q − q {rb}) (((q − p)a + q {ra} + 1 − i − q) −

(q + 1− i+ pa− q {ra}) + q) = (1− {rb}) ((q − 2p)a+ 2q {ra} − q). Получаем количество чисел,
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удовлетворяющих (1) и (2):

(1− {rb}) ((q − 2p)a+ 2q {ra} − q) = ((q − 2p)a+ 2q {ra} − q)−{rb} ((q − 2p)a+ 2q {ra} − q) =

= (q − q{rb})(1− 2r)a+ q (2 {ra} − 1) (1− {rb}) = M(1− 2r)a+ q (2 {ra} − 1) (1− {rb})

Теперь случай, когда {ra} ≤ 1 − {rb}. Из условия 1 − {rb} ≤ 1 − {ra} из чего сле-

дует, что {ra} ≤ 1

2
. Элементы q {rb} + i, q {rb} + i + q, . . . , q {rb} + i + pa − q {ra} − q ≤

q {rb} + M + pa − q {ra} − q ≤ q + pa − q {ra} − q ≤ pa, а элементы q {rb} + i + (q − p)a +

q {ra} , q {rb}+ i+(q− p)a+ q {ra}+ q, . . . , q {rb}+ i+ q(a− 1) ≥ (q− p)a+ q {ra}+ q {rb}+1 >

(q − p)a, т.е. они не удовлетворяют условию (1). Для некоторых элементов верно: pa + 1 ≤
1 + q {rb} + pa − q {ra} ≤ q {rb} + i + pa − q {ra} , . . . , q {rb} + i + (q − p)a + q {ra} − 2q ≤
(q−p)a+q {ra}+q {rb}+M−2q ≤ (q−p)a+q {ra}+q−2q < (q−p)a, значит для них выполняет-

ся условие (1), а их
1

q
M ((q {rb}+ i+ (q − p)a+ q {ra} − 2q)− (q {rb}+ i+ pa− q {ra}) + q) =

1

q
M ((q − 2p)a+ 2q {ra} − q). Осталось что-то понять про элементы q {rb} + i + (q − p)a +

q {ra} − q. Ну тут понятно, что при i ∈ [1; q − q {rb} − q {ra}] ∩ [1;M ] элементы удовлетво-

ряют условию (1), иначе - нет. Покажем, что если q {rb} ≤ 1

2
, то M ≤ q − q {rb} − q {ra}:

q

2
{(1− 2r)b} ≤? q − q {rb} − q {ra} ⇔ 1 − 2 {rb} ≤? 2 − 2 {rb} − 2 {ra} ⇔ {ra} ≤? 1

2
, что

верно. Теперь покажем, что если q {rb} ≥ 1

2
, то M ≥ q − q {rb} − q {ra}: q

2
{(1− 2r)b} ≥?

q − q {rb} − q {ra} ⇔ 2 − 2 {rb} ≥? 2 − 2 {rb} − 2 {ra} ⇔ {ra} ≥ 0, что тоже верно. Получаем
количество чисел, удовлетворяющих (1) и (2):

{rb} ≥ 1

2
:

1

q
M ((q − 2p)a+ 2q {ra} − q) + (q − q {rb} − q {ra}) = M(1− 2r)a+ {(1− 2r)b} (2q {ra} − q)+

+ (q − q {rb} − q {ra}) = M(1− 2r)a+ (1− {rb}) (2q {ra} − �q) + (������
q − q {rb} − q {ra}) =

= M(1− 2r)a+ q{ra}(1− 2{rb})

{rb} ≤ 1

2
:

1

q
M ((q − 2p)a+ 2q {ra} − q)+M = M(1−2r)a+q {ra} {(1− 2r)b} = M(1−2r)a+q{ra}(1−2{rb})

Объединяя:{
M(1− 2r)a+ q (2 {ra} − 1) (1− {rb}) {ra}+ {rb} ≥ 1

M(1− 2r)a+ q{ra}(1− 2{rb}) {ra}+ {rb} ≤ 1
= M(1− 2r)a+ qλ−(2λ+ − 1)

ч.т.д.
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Наброски доказательства Гипотезы 1

Разобьём остатки по модулю qb, на ⌊(1− 2r)b⌋ блоков: (pb+M ; pb+M + q]∩Z, (pb+M + q; pb+

M +2q]∩Z, . . . , ((q− p)b−M − q; (q− p)b−M ]∩Z. По Лемме 2 среди чисел на отрезке [1; abq]

дающих остатки по модулю qb из любого блока ровно (q−2p)a удовлетворяющих условию (1).

Остатки, не вошедшие в блоки, будут равны pb+1, pb+2, . . . , pb+
q {(1− 2r)b}

2
и (q− p)b, (q−

p)b−1, . . . , (q−p)b− q {(1− 2r)b}
2

+1. Из симметрии понятно, что количество чисел на отрезке
[0; abq], удовлетворяющих условию (1) и дающих остаток из набора pb + 1, pb + 2, . . . , pb +
q {(1− 2r)b}

2
, равно количеству чисел, удовлетворяющих условию (1) и дающих остаток из

набора (q− p)b, (q− p)b− 1, . . . , (q− p)b− q {(1− 2r)b}
2

+ 1, и равно M(1− 2r)a+ qλ−(2λ+ − 1),
по Гипотезе 2. Получаем:⌊

(q − 2p)b

q

⌋
(q − 2p)a+ 2(M(1− 2r)a+ qλ−(2λ+ − 1)) = abq

(
(1− 2r)2 +

2λ−(2λ+ − 1)

ab

)
ч.т.д.

Определим множество Tr как
⋃
m∈Z

([r; 1− r] +m) для r ∈ Q ∩
(
0;

1

2

)
.

Гипотеза 3. Пусть v1 и v2 взаимно простые целые положительные числа, r ∈ Q∩
(
0;

1

2

)
,

{rv1} ≤ {rv2}, λ− = min{{rv1}, 1− {rv2}} и λ+ = max{{rv1}, 1− {rv2}}, тогда:∣∣∣∣ 1v1Tr ∩
1

v2
Tr ∩ [0; 1]

∣∣∣∣ = (1− 2r)2 +
2λ−(2λ+ − 1)

v1v2

Наброски доказательства Гипотезы 3

Определим T1 = qv1Tr и T2 = qv2Tr, тогда
∣∣∣∣ 1v1Tr ∩

1

v2
Tr ∩ [0; 1]

∣∣∣∣ = |T1 ∩ T2 ∩ [0; qv1v2]|. Теперь

если раскрасить отрезок [i − 1; i] в i-ый цвет, то эта задача равносильна Гипотезе 1 для
a = v1, b = v2. ч.т.д.
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