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Ââåäåíèå

Ìíîãèå îáëàñòè çíàíèÿ è òåõíèêè � ïðåæäå âñåãî ìàòåìàòèêà, ïðîãðàììèðîâàíèå è

�èçèêà � ÷àñòî ðàáîòàþò ñ ìíîãîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì. �åøåíèå íèæåïðèâåäåííûõ

çàäà÷ ïîçâîëèò îñâîèòü áàçîâûå íàâûêè òàêîé ðàáîòû. Âû íàó÷èòåñü êàê ðàçâèâàòü

ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå è èíòóèöèþ, òàê è ïðîâåðÿòü èõ ñòðîãèìè ðàññóæäåíè-

ÿìè. Ýòî ïîëåçíî äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçó÷åíèÿ êîìïüþòåðíîé ãðà�èêè è íåîáõîäèìîé

äëÿ íåå áàçû èç ëèíåéíîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè.

Îñíîâíûå èäåè ïðåäñòàâëåíû íà ¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ: íà ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ

ñëó÷àÿõ, ñâîáîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, è ñî ñâåäåíèåì íàó÷íîãî ÿçûêà ê íåîáõî-

äèìîìó ìèíèìóìó (ñì. çàäà÷è). Çà ñ÷åò ýòîãî ïðîåêò äîñòóïåí äëÿ íà÷èíàþùèõ, õîòÿ

ñîäåðæèò êðàñèâûå ñëîæíûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîåêòà íå òðåáóåòñÿ ïðåäâà-

ðèòåëüíûõ çíàíèé ïî ñòåðåîìåòðèè. Ïîëåçíû ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå è óìåíèå

ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì. çàäà÷ó 1.2).

Â ýòîì òåêñòå îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. çàäà÷è S, D, SD, è �3- �5).

Òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïëîñêîñòè. Äëÿ ëþáûõ 4 òî÷åê íà ïëîñêîñòè ëèáî îäíà

èç íèõ ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îñòàâøèìèñÿ òî÷êàìè, ëèáî èõ

ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàðû òàê, ÷òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè â ïåðâîé ïàðå,

ïåðåñåêàåò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè âî âòîðîé ïàðå.

S = same size. Èç ëþáûõ 5 òî÷åê ïëîñêîñòè ìîæíî âûáðàòü òàêèå äâå íåïåðåñåêà-

þùèåñÿ ïàðû òî÷åê, ÷òî îòðåçêè, îáðàçîâàííûå ýòèìè ïàðàìè, ïåðåñåêàþòñÿ.
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Â ýòîì òåêñòå ïîä òðåóãîëüíèêîì ∆ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ

åãî êîíòóðîì ∂∆ (ò.å. îáúåäèíåíèåì ñòîðîí). Ýòà ÷àñòü ìîæåò áûòü îòðåçêîì.

D = dimension. Äëÿ ëþáûõ 5 òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ëèáî îäíà èç íèõ ëåæèò âíóòðè

òåòðàýäðà, îáðàçîâàííîãî îñòàâøèìèñÿ òî÷êàìè, ëèáî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðó è òðîé-

êó òàê, ÷òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè â ïàðå, ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé

òî÷êàìè â òðîéêå.

�èñ. 1: Óêàçàíèå ê çàäà÷å D (ê òåîðåìå �àäîíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà)

Òåîðåìà SD: òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà î ìíîæåñòâàõ ïî÷òè îäèíàêîâîãî

ðàçìåðà.

(3) Èç ëþáûõ 6 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûáðàòü òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðó

è òðîéêó òî÷åê, ÷òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè ïàðû, ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê,

îáðàçîâàííûé òðîéêîé.

(4) Èç ëþáûõ 7 òî÷åê ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûáðàòü äâå íåïåðå-

ñåêàþùèåñÿ òðîéêè òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå òðåóãîëüíèêè ïåðåñåêà-

þòñÿ.

Îïðåäåëåíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâåäåíî â �1. Òåîðåìà SD(4) âûâîäèò-

ñÿ èç íèæåïðèâåäåííûõ òåîðåìû QS'D è óòâåðæäåíèÿ 3.7.
.
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�èñ. 2: Çàöåïëåííûå òðåóãîëüíèêè è çàöåïëåííûå ïàðû òî÷åê

Ïóñòü ∆ è ∆′
� äâà íåâûðîæäåííûõ òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå, êîíòóðû êîòîðûõ

íå ïåðåñåêàþòñÿ, è íèêàêèå ÷åòûðå èç âåðøèí êîòîðûõ íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òðå-

óãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ çàöåïëåííûìè, åñëè êîíòóð ïåðâîãî ïåðåñåêàåò âòîðîé ðîâíî

â îäíîé òî÷êå.
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Òåîðåìà S'D: òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà î çàöåïëåííîñòè ìíîæåñòâ îäèíà-

êîâîãî ðàçìåðà; ëèíåéíàÿ òåîðåìà Êîíâåÿ-�îðäîíà-Çàêñà, 1981-1983.

Íèêàêèå 4 èç äàííûõ 6 òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà

ñóùåñòâóþò äâà çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â äàííûõ 6 òî÷êàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò óòâåðæäåíèå QS èç �3; ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ñèëüíûé ðå-

çóëüòàò � òåîðåìà QS'D.

Äðóãèå ¾îëèìïèàäíûå¿ çàäà÷è � òåîðåìà D(d) â �1, 2.3.
, 2.5.b, 2.7.b, 3.2, 3.6.(4'-3).

Íåðåøåííûå çàäà÷è � 3.6.(4-3),(4-2),(4'-2) è â �4, �5. Â �5 åñòü ïðîñòîå äîêàçàòåëü-

ñòâî îäíîãî èç øàãîâ â íåäàâíåì ïîñòðîåíèè êîíòðïðèìåðà ê òîïîëîãè÷åñêîé ãèïîòåçå

Òâåðáåðãà [Sk16℄.

�åêîìåíäàöèè ó÷àñòíèêàì.

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé óòâåðæäåíèÿ, òî â çàäà÷å òðåáóåòñÿ

ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàòü. Åñëè çàäà÷à âûäåëåíà ñëîâîì ¾òåîðåìà¿ (¾ëåììà¿, ¾ñëåä-

ñòâèå¿ è ò. ä.), òî å�å óòâåðæäåíèå áîëåå âàæíîå. Êàê ïðàâèëî, ìû ïðèâîäèì (â âè-

äå çàäà÷è) �îðìóëèðîâêó êðàñèâîãî èëè âàæíîãî óòâåðæäåíèÿ ïåðåä åãî äîêàçàòåëü-

ñòâîì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ïîñëå-

äóþùèå çàäà÷è. Ìû íå ëèøàåì Âàñ óäîâîëüñòâèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî íàéòè ìîìåíò, êîãäà

Âû íàêîíåö-òî ñìîæåòå äîêàçàòü òàêîå óòâåðæäåíèå. Âîîáùå, åñëè Âû çàñòðÿëè íà

êàêîé-òî çàäà÷å, ïîïðîáóéòå ïåðåéòè ê ñëåäóþùèì, îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè.

Çàìå÷àíèÿ è çàäà÷è, ïîìå÷åííûå çâåçäî÷êàìè, �îðìàëüíî íå èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåé-

øåì. Â òåêñòå îïðåäåëåíèÿ âàæíûõ ïîíÿòèé ïîìå÷åíû æèðíûì øðè�òîì, ÷òîáû

çàòåì áûëî ïðîùå èõ íàéòè.

Ó÷àñòíèê (èëè êîìàíäà), ðåøàþùèé çàäà÷è ïðîåêòà, ïîëó÷àåò ¾áîá¿ çà êàæäîå

ïèñüìåííîå ðåøåíèå äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ (íå ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòî îòâåòîì), îöå-

íåííîå â ¾+¿ èëè ¾+.¿. Ñì. ðåêîìåíäàöèè https://www.m

me.ru/
ir
les/oim/home/

pism.pdf. Äîïîëíèòåëüíûå áîáû ìîãóò âûäàâàòüñÿ çà êðàñèâûå ðåøåíèÿ, ðåøåíèÿ ñëîæ-

íûõ çàäà÷ èëè î�îðìëåíèå íåêîòîðûõ ðåøåíèé â ñèñòåìå T

E

X. Ó æþðè áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî áîáîâ. Ó êàæäîé ó÷àñòíèêà (èëè êîìàíäû) â íà÷àëå 1 áîá. �åøåíèÿ ìîæíî ñäàâàòü è

óñòíî, è ïèñüìåííî äëÿ ðàçðàáîò÷èêà, îòäàâàÿ îäèí áîá çà êàæäûå ïÿòü ïîïûòîê

(íåâàæíî, óäà÷íûõ èëè íåò).

1 Êàê ðàáîòàòü ñ ÷åòûðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì?

Â çàäà÷àõ 1.1, 1.4.ab
, 1.5.ab
d, 1.8.
d è 1.9.be íà ËÊÒ� äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðàâèëü-

íûé îòâåò. (Çàäà÷à 1.8.a ðàçîáðàíà.)

1.1. Ñêîëüêî òî÷åê ìîæåò áûòü â ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå?

1.2. Ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåò áûòü ó ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(a) 2× 2; (b) 2× 3 (2 óðàâíåíèÿ, 3 ïåðåìåííûõ); (
) 3× 2?

Îïðåäåëèì

• ïðÿìóþ êàê ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

• ïëîñêîñòü R
2
êàê ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

x è y;
• òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R

3
êàê ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê (x, y, z)

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

• ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R
4
êàê ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ÷åòâåðîê

(x, y, z, t) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå d-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R
d
äëÿ d > 4 äàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3



Â ýòîì òåêñòå ¾òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R
3
¿ êîðîòêî íàçûâàåòñÿ ¾ïðîñòðàí-

ñòâîì¿.

Íàïóòñòâèå. Îáû÷íî òîëüêî ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà â ïëàíèìåòðèè è ñòåðåîìåòðèè

âûâîäÿòñÿ èç àíàëèòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé (èëè æå ïðèíèìàþòñÿ çà àêñèîìû). Áîëåå

ñëîæíûå ñâîéñòâà ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç ïðîñòåéøèõ ¾ñèíòåòè÷åñêè¿ (ò.å., êàê â

øêîëüíîé ãåîìåòðèè, áåç èñïîëüçîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé). ×àñòî áûâàåò

óäîáíî ñâåñòè äâóìåðíóþ çàäà÷ó ê îäíîìåðíîé (ò.å., ê çàäà÷å íà ïðÿìîé), à òðåõìåðíóþ

çàäà÷ó � ê äâóìåðíîé. Àíàëîãè÷íî, ëó÷øèé ïîäõîä ê ÷åòûðåõìåðíûì çàäà÷àì � ýòî

àíàëîãèÿ ñ òðåõìåðíûìè çàäà÷àìè, èëè ñâåäåíèå ê íèì.

Äëÿ òî÷åê A = (x1, y1, z1, t1), B = (x2, y2, z2, t2) ∈ R
4
è ÷èñëà λ ∈ R îáîçíà÷èì

λA := (λx1, λy1, λz1, λt1) è A+B := (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2, t1 + t2).

1.3. �àçáèâàåò ëè äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íà êóñêè? Ò.å.

äëÿ ëþáûõ ëè äâóõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè x = y = 0 ÷åòûðåõìåð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà (x, y, z, t), ñóùåñòâóåò ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè è íå ïåðåñå-

êàþùàÿ ïëîñêîñòü?

Äëÿ òî÷åê A,B ∈ R
4
îòðåçêîì AB íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {λA+(1−λ)B : λ ∈ [0, 1]}.

Ëîìàíîé A1A2 . . . An íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ AiAi+1 ïî âñåì i = 1, 2, . . . , n−1.
Óêàçàíèå. Äëÿ òî÷åê A = (x0, y0, z0, t0) è B, íå ëåæàùèõ íà ïëîñêîñòè x = y = 0,

îïðåäåëèì òî÷êè

Ax = A+ (1, 0, 0, 0) = (x0 + 1, y0, z0, t0) è Ay = A + (0, 1, 0, 0) = (x0, y0 + 1, z0, t0).

Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ëîìàíûõ AB, AAxB è AAyB íå ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü

x = y = 0.

1.4. ×åì ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå äâóìåðíîé ñ�åðû

S2 := {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 1}

ñî ñëåäóþùèìè ìíîæåñòâàìè:

(a) ïðÿìàÿ x = y = 0, ñîäåðæàùàÿ öåíòð ñ�åðû;

(b) ïëîñêîñòü x = 0, ñîäåðæàùàÿ öåíòð ñ�åðû;

(
) ïåðåñå÷åíèå íåîòðèöàòåëüíîãî îêòàíòà â R
3
è îáúåäèíåíèÿ äâóìåðíûõ êîîðäè-

íàòíûõ ïëîñêîñòåé, òî åñòü ìíîæåñòâî

{(x, y, z) ∈ R
3 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 è xyz = 0}.

1.5. ×åì ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå òðåõìåðíîé ñ�åðû

S3 := {(x, y, z, t) ∈ R
4 : x2 + y2 + z2 + t2 = 1}

ñî ñëåäóþùèìè ìíîæåñòâàìè:

(a) ïðÿìàÿ x = y = z = 0, ñîäåðæàùàÿ öåíòð ñ�åðû;

(b) ïëîñêîñòü x = y = 0, ñîäåðæàùàÿ öåíòð ñ�åðû;

(
) (òðåõìåðíàÿ) ãèïåðïëîñêîñòü x = 0, ñîäåðæàùàÿ öåíòð ñ�åðû;

(d) ïåðåñå÷åíèå íåîòðèöàòåëüíîé ¾îäíîé øåñòíàäöàòîé¿ R
4
è îáúåäèíåíèÿ äâóìåð-

íûõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, òî åñòü ìíîæåñòâî

{(x, y, z, t) ∈ R
4 :

: x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, t ≥ 0 è õîòÿ áû äâà èç ÷åòûðåõ ÷èñåë x, y, z, t ðàâíû íóëþ}.
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Ïîäìíîæåñòâî L ⊂ R
4
íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, åñëè L íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé è íàéäóòñÿ

òî÷êè A,B ∈ R
4
, äëÿ êîòîðûõ L = {A+Bt : t ∈ R}.

Ïîäìíîæåñòâî L ⊂ R
4
íàçûâàåòñÿ (äâóìåðíîé) ïëîñêîñòüþ, åñëè L íå ÿâëÿåòñÿ íè

òî÷êîé, íè ïðÿìîé, è íàéäóòñÿ òî÷êè A,B,C ∈ R
4
, äëÿ êîòîðûõ L = {A + Bt + Cu :

t, u ∈ R}.
�àíåå óæå áûëî ââåäåíî îïðåäåëåíèå ïðÿìîé. Îäíàêî äàëåå ïîä ïðÿìîé ïîäðàçó-

ìåâàåòñÿ äðóãîå � ïîäìíîæåñòâî â R
d
, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî àíàëîãè÷íî âûøåïðèâå-

äåííîìó. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïëîñêîñòè.

1.6. Íàïèøèòå àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå (òðåõìåðíîé) ãèïåðïëîñêîñòè â R
4
.

Â ðåøåíèÿõ ñëåäóþùèõ çàäà÷ Âû ìîæåòå èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâ ðåçóëüòà-

òû çàäà÷è 1.7, à òàêæå âñå ñòðîãî ñ�îðìóëèðîâàííûå Âàìè âåðíûå �àêòû î ðåøåíèÿõ

ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

1.7. * (a) Ïîäìíîæåñòâî L ⊂ R
4
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà L 6= ∅, L 6= R
4
è ñóùåñòâóþò a, b, c, d, e ∈ R, òàêèå ÷òî

L = {(x, y, z, t) ∈ R
4 : ax+ by + cz + dt = e}.

(b) Ïîäìíîæåñòâî L ⊂ R
4
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L 6= ∅,

L 6= R
4
, L íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ è ñóùåñòâóþò a1, b1, c1, d1, e1, a2, b2, c2, d2, e2 ∈ R,

äëÿ êîòîðûõ

L = {(x, y, z, t) ∈ R
4 : a1x+ b1y + c1z + d1t = e1, a2x+ b2y + c2z + d2t = e2}.

(
) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðÿìîé â R
4
.

1.8. ×åì ìîæåò áûòü ïåðåñå÷åíèå â R
4
:

(a) ïðÿìîé è ãèïåðïëîñêîñòè? (b) ïðÿìîé è ïëîñêîñòè?

(
) ïëîñêîñòè è ãèïåðïëîñêîñòè? (d) äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé? (e) äâóõ ïëîñêîñòåé?

Ïîäñêàçêà ê (a). Îòâåò. Ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî÷êà, ïðÿìàÿ.

Ïðèìåðû. Ïðÿìàÿ x = y = z = 0 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ x = 1 ïî ïóñòîìó
ìíîæåñòâó. Ïðÿìàÿ x = y = z = 0 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ t = 0 ïî òî÷êå.

Ïðÿìàÿ x = y = z = 0 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ x = 0 ïî ïðÿìîé.
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äðóãèå ïåðåñå÷åíèÿ íåâîçìîæíû. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî åñëè ïåðåñå÷åíèå â R
4
ïðÿìîé l è ãèïåðïëîñêîñòè ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå òî÷êè, òî ïå-

ðåñå÷åíèå ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé l. Ýòî âåðíî, òàê êàê äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ îáå ýòè òî÷êè. Ïîñëåäíèé �àêò ëåãêî âûâîäèò-

ñÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé. (Âî ìíîãèõ äðóãèõ èçëîæåíèÿõ ýòîò �àêò ïðèíèìàåòñÿ çà

àêñèîìó.)

1.9. Äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê X, Y ∈ R
4
îïðåäåëèì ïðÿìóþ XY êàê {X + (Y −X)t =

(1−t)X+tY : t ∈ R}. Äëÿ òî÷åê X, Y, Z ∈ R
4
, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, îïðåäåëèì

ïëîñêîñòü XY Z êàê

{X + (Y −X)t+ (Z −X)u = (1− t− u)X + tY + uZ : t, u ∈ R}.

Íèêàêèå ïÿòü èç âîñüìè òî÷åê 1,2,3,4,5,6,7,8 â R
4
íå ëåæàò íà îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè.

×åì ìîæåò áûòü ïåðåñå÷åíèå:

(b) ïðÿìîé 12 è ïëîñêîñòè 567? (d) ãèïåðïëîñêîñòåé 1234 è 5678?

(e) ïëîñêîñòåé 123 è 567?

Âûïóêëîé îáîëî÷êîé êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê A1, . . . , An ∈ R
d
íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî

〈A1, . . . , An〉 := {λ1A1 + . . .+ λnAn : λ1, . . . , λn ≥ 0, λ1 + . . .+ λn = 1}.
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1.10. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê íà ïëîñêîñòè � íàèìåíüøèé (ïî

âêëþ÷åíèþ, èëè ïî ïëîùàäè) âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, èõ ñîäåðæàùèé.

Òåîðåìà D(d): òåîðåìà �àäîíà.

Ëþáûå d + 2 òî÷êè d-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà,

âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.

2 Ëåììû î ÷åòíîñòè

Ëåììà 2.1 (î ÷åòíîñòè). Åñëè èç 6 âåðøèí äâóõ òðåóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè íèêàêèå

3 íå ëåæàò íà ïðÿìîé, òî êîíòóðû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòíîì

÷èñëå òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíòóð òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü.

1

Ëîìàíàÿ, ñîñòàâëåííàÿ

èç ñòîðîí îäíîãî òðåóãîëüíèêà çàõîäèò âíóòðü äðóãîãî òðåóãîëüíèêà ñòîëüêî æå ðàç,

ñêîëüêî âûõîäèò íàðóæó.

Íåñêîëüêî òî÷åê ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè íèêàêèå òðè

èç íèõ íå ëåæàò íà ïðÿìîé è íèêàêèå òðè îòðåçêà, èõ ñîåäèíÿþùèå, íå èìåþò îáùåé

âíóòðåííåé òî÷êè.

2.2. (a) Íàõîäÿòñÿ ëè âñå òî÷êè îêðóæíîñòè â îáùåì ïîëîæåíèè?

(b) Åñëè âåðøèíû äâóõ ïëîñêèõ ëîìàíûõ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, òî ëîìàíûå

ïåðåñåêàþòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.

Óêàçàíèå: (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

2.3. (a) Ïëîñêîñòü íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ.

(b) Ñóùåñòâóþò ëè 100 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè?

(
) Íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ 14 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ: 7 êðàñíûõ è 7 æåëòûõ. Òî-

ãäà êîëè÷åñòâî âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàñíûõ îòðåçêîâ (ò.å. îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ

êðàñíûå òî÷êè) ñ æåëòûìè îòðåçêàìè ÷åòíî.

Ëåììà 2.4 (î ÷åòíîñòè). Åñëè íèêàêèå 4 èç 7 âåðøèí òðåóãîëüíèêà è òåòðàýäðà â

ïðîñòðàíñòâå íå ëåæàò íà îäíîé ïëîñêîñòè, òî êîíòóð òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåòñÿ

ñ ãðàíÿìè òåòðàýäðà â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê.

A

6

A

5

A

4

A

3

A

2

A

1

�

�

�

�

�

�

�èñ. 3: Øåñòü òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

Íåñêîëüêî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè íèêàêèå

4 èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïëîñêîñòè, è íèêàêèå îòðåçîê, òðåóãîëüíèê è òðåóãîëüíèê,

íàòÿíóòûå íà íèõ, íå èìåþò îáùåé âíóòðåííåé òî÷êè. Ïðèìåð øåñòè òî÷åê îáùåãî

ïîëîæåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.

1

Ýòîò �àêò, â îòëè÷èå îò êóñî÷íî-ëèíåéíîé òåîðåìû Æîðäàíà [Sk20, �1.4℄, äîêàçûâàåòñÿ áåç èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ëåììû î ÷åòíîñòè.
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2.5. (a) Ñóùåñòâóþò ëè 100 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå?

(b) Â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ 17 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ: 7 êðàñíûõ è 10 æåëòûõ.

Òîãäà êîëè÷åñòâî âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàñíûõ îòðåçêîâ (ò.å. îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ

êðàñíûå òî÷êè) ñ æåëòûìè òðåóãîëüíèêàìè ÷åòíî.

Ëåììà 2.6 (î ÷åòíîñòè). Åñëè íèêàêèå 5 èç 8 âåðøèí äâóõ òåòðàýäðîâ â ÷åòûðåõ-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ëåæàò íà îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, òîãäà ïîâåðõíîñòè ýòèõ

òåòðàýäðîâ ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòíîì ÷èñëå âíóòðåííèõ òî÷åê.

Óêàçàíèå: 
onsider the interse
tion of the 
onvex hulls of the tetrahedra. Alternatively,

âîçüìèòå ñå÷åíèå ãèïåðïëîñêîñòüþ îäíîãî èç òåòðàýäðîâ; 
he
k the general position property

before appli
ation of the Parity Lemma 2.1.

Íåñêîëüêî òî÷åê â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè,

åñëè íèêàêèå 5 èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, è íèêàêèå òðè òðåóãîëüíèêà,

íàòÿíóòûå íà íèõ, íå èìåþò îáùåé âíóòðåííåé òî÷êè.

2.7. (a) Ñóùåñòâóþò ëè 100 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå?

(b) Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ 16 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ: 8 êðàñ-

íûõ è 8 æåëòûõ. Íàçîâåì êðàñíûìè/æåëòûìè äâóìåðíûå òðåóãîëüíèêè, íàòÿíóòûå

íà êðàñíûå/æåëòûå òî÷êè. Òîãäà êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðàñíûõ òðåóãîëüíè-

êîâ ñ æåëòûìè òðåóãîëüíèêàìè ÷åòíî.

3 Êîëè÷åñòâåííûå âåðñèè

Q = quantitative. Ñðåäè äàííûõ 4 òî÷åê ïëîñêîñòè íèêàêèå 3 íå ëåæàò íà ïðÿìîé. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî èõ íåóïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå íà äâà ìíîæåñòâà, âûïóêëûå

îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.

QS: êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïëîñêîñòè î ìíîæåñòâàõ îäèíàêîâîãî ðàç-

ìåðà; ëèíåéíàÿ òåîðåìà âàí Êàìïåíà-Ôëîðåñà äëÿ ïëîñêîñòè.

Ñðåäè äàííûõ 5 òî÷åê ïëîñêîñòè íèêàêèå 3 íå ëåæàò íà ïðÿìîé. Òîãäà êîëè÷åñòâî

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííîñòåé îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ äàííûå òî÷êè, íå÷åòíî.

QD: êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà.

(3) Ñðåäè äàííûõ 5 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà íèêàêèå 4 íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî èõ ðàçáèåíèå íà äâà ìíîæåñòâà, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ

ïåðåñåêàþòñÿ.

(4) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ÷åòûðåõìåðíûé è d-ìåðíûé àíàëîã.

Âíóòðåííîñòüþ òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ åãî äîïîëíåíèå äî åãî êîíòóðà.

Òåîðåìà QSD: êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà î ìíîæåñòâàõ

ïî÷òè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.

(3) Ñðåäè äàííûõ 6 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà íèêàêèå 4 íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Òîãäà êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííîñòåé îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ äàííûå

òî÷êè, ñ (äâóìåðíûìè) òðåóãîëüíèêàìè, íàòÿíóòûìè íà 3 èç îñàâøèõñÿ îò îòðåçêà

÷åòûðåõ òî÷åê, ÷åòíî.

(4) Íèêàêèå 5 èç äàííûõ 7 òî÷åê â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ëåæàò â îäíîé

òðåõìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Òîãäà êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïàð âíóòðåííîñòåé

òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â äàííûõ 7 òî÷êàõ íå÷åòíî.

Òåîðåìà QSD(4) ñëåäóåò èç íèæåïðèâåäåííûõ òåîðåìû QS'D è óòâåðæäåíèé 3.7.d,

3.8.b.

Ñâîéñòâî áûòü çàöåïëåííûìè íå ñèììåòðè÷íî àïðèîðè.
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Ëåììà 3.1 (î ñèììåòðèè). Òðåóãîëüíèêè ∆ è ∆′
â ïðîñòðàíñòâå çàöåïëåíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆′
è ∆ çàöåïëåíû.

Óêàçàíèå. �àññìîòðèòå ∆ ∩∆′
.

Òðåóãîëüíèêè, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé âåðøèí, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

3.2.

Â ïðîñòðàíñòâå îòðåçîê p íèæå îòðåçêà q (ïðè âçãëÿäå èç òî÷êè O), åñëè ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà X ∈ p, äëÿ êîòîðîé îòðåçêè OX è q ïåðåñåêàþòñÿ.

Ëåììà 3.3 (î ïîíèæåíèè ðàçìåðíîñòè). Íèêàêèå ÷åòûðå èç òî÷åê O,A1, . . . , A5 â ïðî-

ñòðàíñòâå íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, è ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, îòäåëÿþùàÿ O îò

A1, . . . , A5. Òîãäà òðåóãîëüíèêè OA1A2 è A3A4A5 çàöåïëåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà A1A2 íèæå ðîâíî îäíîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà A3A4A5.

Òåîðåìà QS'D: êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà î çàöåïëåííîñòè

ìíîæåñòâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.

Åñëè ñðåäè 6 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà íèêàêèå 4 íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî êîëè-

÷åñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ

íå÷åòíî.

Òåîðåìû SD è QSD ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ðàçìåðíîñòè 2 ê ðàçìåðíîñòè 3

ñâîéñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, â òî æå âðåìÿ ÷åòíîñòü ÷èñëà ïåðå-

ñå÷åíèé èçìåíÿåòñÿ. Íå÷åòíîìåðíûå àíàëîãè SD è QSD èìåþò áîëåå ñèëüíóþ �îðìó:

òåîðåìû S'D è QS'D.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñöåïëåííîñòè ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè ïåðåñå÷åíèé QS, QSD.

3.4. (2) Ñóùåñòâóþò 5 òî÷åê ïëîñêîñòè, íèêàêèå 3 èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé è òàêèå, ÷òî ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 2 èç íèõ, ïåðåñåêàåò êîíòóð òðåóãîëü-

íèêà, îáðàçîâàííîãî îñòàëüíûìè 3-ìÿ, â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê.

(2') Äëÿ ëþáûõ 5 òî÷åê ïëîñêîñòè, íèêàêèå 3 èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-

ìîé, ÷èñëî îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ 2 èç íèõ, è ïåðåñåêàþùèõ êîíòóð òðåóãîëüíèêà,

îáðàçîâàííîãî îñòàëüíûìè 3-ìÿ, ðîâíî â îäíîé òî÷êå, ÷åòíî.

Çàäà÷à 3.4 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ïàðà òî÷åê ¾ðàñöåïëåíà¿ (ò.å., íå ¾çàöåïëåíà¿) ñ

òðåóãîëüíèêîì, îáðàçîâàííîì îñòàëüíûìè 3-ìÿ. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü àíàëîãè÷íûå

ïîÿñíåíèÿ äëÿ ñâîéñòâ 3.5.3, 3.6.(4-2),(4-3) íèæå.

Â ïðîñòðàíñòâå âìåñòî ñâîéñòâà ðàñöåïëåííîñòè 3.4 åñòü ñâîéñòâî çàöåïëåííîñòè

(òåîðåìà QS'D) è ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñöåïëåííîñòè.

3.5. (3) Ñóùåñòâóþò 6 òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, íèêàêèå 4 èç êîòîðûõ íå ëåæàò â îäíîé

ïëîñêîñòè è òàêèå, ÷òî ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 2 èç íèõ, ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü

òåòðàýäðà, îáðàçîâàííîãî îñòàâøèìèñÿ 4-ìÿ òî÷êàìè, â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê.

(3') Åñëè íèêàêèå 4 èç 6 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî êî-

ëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ, èõ ñîåäèíÿþùèõ, ñ ïîâåðõíîñòÿìè òåòðàýäðîâ,

îáðàçîâàííûõ îñòàþùèìèñÿ 4-ìÿ òî÷êàìè, ÷åòíî.

Çäåñü ìîæíî ñäåëàòü çàìå÷àíèå, àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèþ ïîñëå òåîðåìû QSD.

Áûëî áû èíòåðåñíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 3.6.(4'-3), ãèïîòåçû 3.6.(4-3),(4'-2),(4-2) è

èõ àíàëîãè â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ. (Ìû áëàãîäàðíû Ì. Òàíöåðó çà ïðèñëàííîå íàì

äîêàçàòåëüñòâî PL âåðñèè óòâåðæäåíèÿ 3.6.(4-3).)

3.6. (4'-3) Åñëè íèêàêèå 5 èç 7 òî÷åê â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ëåæàò â

îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ 3-ìÿ èç íèõ, è ïå-

ðåñåêàþùèõ òåòðàýäð, îáðàçîâàííûé îñòàâøèìèñÿ 4-ìÿ òî÷êàìè, ðîâíî â îäíîé òî÷êå,

÷åòíî.
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(4-3) Ñóùåñòâóþò 7 òî÷åê â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íèêàêèå 5 èç êîòîðûõ

íå ëåæàò â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè è òàêèå, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé 3-ìÿ

èç íèõ, ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü òåòðàýäðà, îáðàçîâàííîãî îñòàâøèìèñÿ 4-ìÿ òî÷êàìè, â

÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê.

(4'-2) Åñëè íèêàêèå 5 èç 7 òî÷åê â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ëåæàò â îäíîé

ãèïåðïëîñêîñòè, òî êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ, èõ ñîåäèíÿþùèõ, ñ òðåõ-

ìåðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ÷åòûðåõìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, îáðàçîâàííûõ îñòàâøèìèñÿ 5-þ

òî÷êàìè, ÷åòíî.

(4-2) Ñóùåñòâóþò 7 òî÷åê â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íèêàêèå 5 èç êîòîðûõ íå

ëåæàò â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè è òàêèå, ÷òî ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 2 èç íèõ, ïå-

ðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà, îáðàçîâàííîãî îñòàâøèìèñÿ 5-þ òî÷-

êàìè, â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê.

3.7. (a) Ïÿòü òî÷åê íà ïëîñêîñòè îáðàçóþò äâà òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé âåðøèíîé

O. Ïðÿìàÿ l îòäåëÿåò åå îò îñíîâàíèé òðåóãîëüíèêîâ. Åñëè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l ñ
êîíòóðàìè òðåóãîëüíèêîâ ÷åðåäóþòñÿ âäîëü ïðÿìîé, òî êîíòóðû òðåóãîëüíèêîâ èìåþò

îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò O.

�èñ. 4: Äâà òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé âåðøèíîé íà ïëîñêîñòè

(b) Íèêàêèå 3 èç äàííûõ 5 òî÷åê íà ïëîñêîñòè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòè 5
òî÷åê îáðàçóþò äâà òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé âåðøèíîé. Ïðÿìàÿ l îòäåëÿåò åå îò îñíîâàíèé
òðåóãîëüíèêîâ. Êîíòóðû òðåóãîëüíèêîâ ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l ñ êîíòóðàìè òðåóãîëüíèêîâ ÷åðåäóþòñÿ âäîëü
ïðÿìîé.

(
) Ñåìü òî÷åê â R
4
îáðàçóþò äâà òåòðàýäðà ∆ è ∆′

ñ îáùåé âåðøèíîé O. �èïåð-
ïëîñêîñòü α îòäåëÿåò åå îò îñíîâàíèé òåòðàýäðîâ. Åñëè òðåóãîëüíèêè α ∩ ∆ è α ∩ ∆′

çàöåïëåíû â ãèïåðïëîñêîñòè α, òî ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðîâ ∆ è ∆′
èìåþò îáùóþ òî÷êó,

îòëè÷íóþ îò O.

O

A5 A4

A2

A3
A6

A1

�èñ. 5: Äâà òåòðàýäðà â R
4
ñ îáùåé âåðøèíîé O è ãèïåðïëîñêîñòü (èçîáðàæåííàÿ êàê

ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå), îòäåëÿþùàÿ O îò îñíîâàíèé òåòðàýäðîâ

(d) Íèêàêèå 5 èç äàííûõ 7 òî÷åê â R4
íå ëåæàò â îäíîé òðåõìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ýòè 7 òî÷åê îáðàçóþò äâà òåòðàýäðà ∆ è ∆′
ñ îáùåé âåðøèíîé. �èïåðïëîñêîñòü α îòäå-

ëÿåò åå îò îñíîâàíèé òåòðàýäðîâ. Òîãäà ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðîâ ∆ è ∆′
ïåðåñåêàþòñÿ â
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÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðåóãîëüíèêè α∩∆ è α∩∆′
çàöåïëåíû

â ãèïåðïëîñêîñòè α.

Ï. (a) î÷åâèäåí. Ï. (
) ñâîäèòñÿ ê ï. (a) óäà÷íûì âûáîðîì ñå÷åíèÿ.

3.8. (a) Äëÿ ëþáûõ òî÷åê O,A1, A2, A3, A4 îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè êîëè÷å-

ñòâî èç òåîðåìû QS ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííîñòåé îòðåçêîâ

òðåóãîëüíèêîâ O∆ è O∆′
, ïî âñåì íåóïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèÿì òî÷åê A1, A2, A3, A4 íà

äâå ïàðû ∆ è ∆′
.

(b) Äëÿ ëþáûõ òî÷åê O,A1, . . . , A6 ∈ R
4
îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîëè÷åñòâî èç òåîðå-

ìû QSD.4 ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííîñòåé ãðàíåé òåòðàýäðîâ

O∆ è O∆′
, ïî âñåì íåóïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèÿì òî÷åê A1, . . . , A6 íà äâå òðîéêè ∆ è

∆′
.

4 Êðàòíûå âåðñèè (M)

M = multipli
ity. Ëþáûå 17 òî÷åê íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà 3 ìíîæåñòâà, âû-

ïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

1
2

3

4

56

7

8

�èñ. 6: Îáùàÿ òî÷êà òðåõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðøèíû ëþáîãî âûïóêëîãî 8-óãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàç-

áèòü íà 3 ìíîæåñòâà, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó (ðèñ. 6).

Åñëè ó âûïóêëîé îáîëî÷êè äàííîãî ìíîæåñòâà èç 17 (èëè äàæå èç 11) òî÷åê íå

ìåíåå 8 âåðøèí, òî ðàçîáüåì ýòè âîñåìü âåðøèí íà 3 ìíîæåñòâà êàê âûøå. Åñëè æå ó

íåå ìåíåå 8 âåðøèí, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 ìíîæåñòâî ýòèõ âåðøèí. Îñòàâøèõñÿ òî÷åê

íå ìåíåå 4. Ïîýòîìó èõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ

ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî ïåðåñå÷åíèå ëåæèò è â âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà S1.

Òåîðåìà 4.1 (M: r-êðàòíàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïëîñêîñòè; òåîðåìà Òâåðáåðãà äëÿ

ïëîñêîñòè, 1965). Ëþáûå 7 òî÷åê ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà 3 ìíîæåñòâà, âûïóê-

ëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Ëþáûå 3r−2 òî÷êè ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà r ìíîæåñòâ, âûïóêëûå îáîëî÷êè

êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìû M è DM, ðåêîìåíäóåì ðåøèòü çàäà÷è 4.2, 4.3, 4.4,

4.6.

4.2 (ñð. ñ òåîðåìîé M). (a) Ñóùåñòâóþò 6 òî÷åê ïëîñêîñòè, ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè

êîòîðûõ íà 3 ìíîæåñòâà âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ìíîæåñòâ íå èìåþò îáùåé òî÷êè.

Óêàçàíèå. Âîçüìåì ïî ïàðå òî÷åê îêîëî êàæäîé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà.

(b) Ñóùåñòâóþò 7 òî÷åê ïëîñêîñòè, íè îäíà èç êîòîðûõ íå ëåæèò íè â îäíîì èç

òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ îñòàâøèìèñÿ òî÷êàìè.

Óêàçàíèå. Âîçüìåì âåðøèíû âûïóêëîãî 7-óãîëüíèêà.
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1

2

3

4 5

6

7

1

2

3

4

5

6

7

�èñ. 7: Îáùàÿ òî÷êà òðåõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê

(
) Ñóùåñòâóþò 7 òî÷åê ïëîñêîñòè ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Âîçüìåì ëþáûå äâà îò-

ðåçêà, ñîåäèíÿþùèå äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû äàííûõ òî÷åê. Òîãäà ëèáî ýòè îòðåçêè

íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî èõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íå ëåæèò â òðåóãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì

òðåìÿ îñòàâøèìèñÿ òî÷êàìè èç äàííûõ.

Óêàçàíèå. Âîçüìåì âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà è åãî öåíòð. Äîáàâèì ê âçÿ-

òûì òî÷êàì ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ öåíòðîì.

(d) Îáîáùèòå ýòè ïðèìåðû íà r-êðàòíûé ñëó÷àé.

Êîëè÷åñòâåííàÿ òðåõêðàòíàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïëîñêîñòè (QM) íåèçâåñòíà!

4.3. Ñóùåñòâóþò ëè 6 òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè êîòîðûõ íà 3 ìíî-

æåñòâà âûïóêëûå îáîëî÷êè íåêîòîðûõ äâóõ èç ýòèõ ìíîæåñòâ íå ïåðåñåêàþòñÿ?

4.4. (a) Äëÿ âåðøèí ïðàâèëüíîãî 7-óãîëüíèêà ÷èñëî ðàçáèåíèé èç òåîðåìû M ðàâíî

7.
Óêàçàíèå. Êàæäîå òàêîå ðàçáèåíèå ïîõîæå íà ïîâåðíóòîå ðàçáèåíèå ñ ðèñ. 7 ñëåâà.

(b) Äëÿ òî÷åê ðèñóíêà 7 ñïðàâà ÷èñëî ðàçáèåíèé èç òåîðåìû M ðàâíî 4.
Óêàçàíèå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðàçáèåíèÿ îäíà èç âûïóêëûõ

îáîëî÷åê � ýòî òðåóãîëüíèê ñ ïåðâîé âåðøèíîé 4, âòîðîé âåðøèíîé 1 èëè 2 è òðåòüåé

âåðøèíîé 6 èëè 7.
Çàìå÷àíèå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñëåäóþùàÿ ñóììà èìååò ðàçíóþ ÷åòíîñòü äëÿ

äâóõ âûøåóïîìÿíóòûõ 7-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ Ma,Mb

v(Mi) :=
∑

{R1,R2,R3} : Mi=R1⊔R2⊔R3

| 〈R1〉 ∩ 〈R2〉 ∩ 〈R3〉 |.

Ñì. ïîäðîáíåå [Sk18, �2℄.

Òåîðåìà 4.5 (DM: r-êðàòíàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà; òåîðåìà Òâåðáåðãà

äëÿ ïðîñòðàíñòâà, 1965). Ëþáûå 4r−3 òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàçáèòü íà r ìíî-
æåñòâ, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

4.6 (ñð. ñ òåîðåìîé DM). (a) Ñóùåñòâóþò 8 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ïðè ëþáîì ðàç-

áèåíèè êîòîðûõ íà 3 ìíîæåñòâà âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ìíîæåñòâ íå èìåþò îáùåé

òî÷êè.

(b) Ñóùåñòâóþò 4r − 4 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè êîòîðûõ íà r
ìíîæåñòâ âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ìíîæåñòâ íå èìåþò îáùåé òî÷êè.

(
) Ñóùåñòâóþò (r − 1)(d+ 1) òî÷åê d-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè

êîòîðûõ íà r ìíîæåñòâ âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ìíîæåñòâ íå èìåþò îáùåé òî÷êè.

4.7. * Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã çàäà÷è 4.3 äëÿ ïðîñòðàíñòâà.

Â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì M è DM ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà öâåòíóþ

òåîðåìó Êàðàòåîäîðè (äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ýòîãî ïðîåêòà).
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Òåîðåìà 4.8 (Áàðàíü; öâåòíàÿ òåîðåìà Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü òî÷êà 0 ∈ R
n
ëåæèò â

âûïóêëîé îáîëî÷êå êàæäîãî èç n+ 1 êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ M0,M1, . . . ,Mn ⊂ R
n
. Òîãäà

ñóùåñòâóþò òî÷êè mi ∈ Mi, äëÿ êîòîðûõ 0 ∈ 〈m0, m1, . . . , mn〉.

Òåîðåìà 4.9 (SM: òðåõêðàòíàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ìàëîé ðàçìåðíîñòè î ìíîæåñòâàõ

îäèíàêîâîãî ðàçìåðà; ëèíåéíàÿ òåîðåìà Ñàðêàðèè, 1991). * Èç ëþáûõ 11 òî÷åê ïðî-

ñòðàíñòâà ìîæíî âûáðàòü 3 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðîéêè òàê, ÷òîáû òðè òðå-

óãîëüíèêà, îáðàçîâàííûå ýòèìè òðîéêàìè, èìåëè îáùóþ òî÷êó.

4.10 (ñð. ñ òåîðåìîé SM). Ñóùåñòâóþò 10 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, èç êîòîðûõ íåëü-

çÿ âûáðàòü 3 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðîéêè, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ èìåþò

îáùóþ òî÷êó.

Òåîðåìà 4.11 (SDM: r-êðàòíàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè î ìíî-
æåñòâàõ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà; ëèíåéíàÿ òåîðåìà Ñàðêàðèè-Âîëîâèêîâà, 1991-1996). *

Åñëè r � ñòåïåíü ïðîñòîãî, òî èç ëþáûõ (kr + 2)(r− 1) + 1 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R
kr

ìîæíî âûáðàòü òàêèå r ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ ïî k(r − 1) + 1 òî÷êå â

êàæäîì, ÷òî âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ íàáîðîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Âåðåí ëè àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ r = 6, íåèçâåñòíî!
Êîëè÷åñòâåííûå âåðñèè (QSM), (QDM), (QSDM) íåèçâåñòíû, äàæå åñëè r � ñòå-

ïåíü ïðîñòîãî! Âåðñèÿ (S'M) î òðåõêðàòíîé çàöåïëåííîñòè íåèçâåñòíà, ñì. [Sk, �4℄.

5 Ïðèëîæåíèå: òîïîëîãè÷åñêèå âåðñèè (T)

Íà÷íåì ñ óñèëåíèÿ íåïëàíàðíîñòè ãðà�à K5 � òîïîëîãè÷åñêîé âåðñèè (ST) òåîðåìû

�àäîíà äëÿ ïëîñêîñòè î ìíîæåñòâàõ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå èçîáðàæåíèÿ ãðà�à íà ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðûõ ðåáðà

èçîáðàæàþòñÿ ëîìàíûìè è äîïóñêàþòñÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Ôîðìàëèçóåì ýòî ïîÿñíåíèå

äëÿ ãðà�à Kn.

Êóñî÷íî-ëèíåéíûì (PL) îòîáðàæåíèåì f : Kn → R
2
ãðà�à Kn â ïëîñêîñòü

íàçîâåì íàáîð

(

n

2

)

(íåçàìêíóòûõ) ëîìàíûõ, ïîïàðíî ñîåäèíÿþùèõ íåêîòîðûå n òî÷åê

íà ïëîñêîñòè. Îáðàçîì f(σ) ðåáðà σ íàçîâåì ëîìàíóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåáðó σ.
Îáðàçîì íàáîðà ðåáåð íàçîâåì îáúåäèíåíèå îáðàçîâ ðåáåð èç íàáîðà.

Òåîðåìà 5.1 (ST). Äëÿ ëþáîãî PL îòîáðàæåíèÿ ãðà�à K5 â ïëîñêîñòü íàéäóòñÿ äâà

íåñìåæíûõ ðåáðà, îáðàçû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà (ST) âûâîäèòñÿ èç åå êîëè÷åñòâåííîé âåðñèè (QST): ïðè ¾ñëó÷àéíîì¿ èçîá-

ðàæåíèè ãðà�à K5 íà ïëîñêîñòè êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåñìåæíûõ ðåáåð íå÷åò-

íî (â âûâîäå èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ [Sk20, Ëåììà îá àïïðîêñèìàöèè 1.4.6b℄.)

Ïóñòü f : Kn → R
2
� PL îòîáðàæåíèå. Îíî íàçûâàåòñÿ PL îòîáðàæåíèåì îáùåãî

ïîëîæåíèÿ, åñëè âñå âåðøèíû ëîìàíûõ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Òîãäà îáðàçû

ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ ðåáåð ïåðåñåêàþòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Íàçîâåì ÷èñëîì

âàí Êàìïåíà (èëè èíâàðèàíòîì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ) v(f) ÷åòíîñòü ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå-

÷åíèÿ îáðàçîâ íåñìåæíûõ ðåáåð.

Òåîðåìà 5.2 (QST). Äëÿ ëþáîãî PL îòîáðàæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãðà�à K5 â ïëîñ-

êîñòü ÷èñëî âàí Êàìïåíà íå÷åòíî.
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Ïðèìåð 5.3. (a) Âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê è åãî äèàãîíàëè îáðàçóþò òàêîå PL îòîá-

ðàæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ f : K5 → R
2
, ÷òî v(f) = 1.

(b) Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê è åãî äèàãîíàëè îáðàçóþò òàêîå PL îòîáðàæåíèå

îáùåãî ïîëîæåíèÿ f : K4 → R
2
, ÷òî v(f) = 1. Òðåóãîëüíèê è òî÷êà âíóòðè íåãî

îáðàçóþò òàêîå PL îòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ f : K4 → R
2
, ÷òî v(f) = 0.

Ëåììà 5.4 (î ÷åòíîñòè). Åñëè âåðøèíû äâóõ çàìêíóòûõ ïëîñêèõ ëîìàíûõ íàõîäÿòñÿ

â îáùåì ïîëîæåíèè, òî ëîìàíûå ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê.

2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (QST). Ââèäó çàäà÷è QS äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

v(f) = v(f ′) äëÿ ëþáûõ äâóõ PL îòîáðàæåíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ f, f ′ : K5 → R
2
,

îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî íà âíóòðåííîñòè îäíîãî ðåáðà σ, ïðè÷åì f |σ ëèíåéíî (ñì. ðèñ.).
�åáðà ãðà�à K5, íåñìåæíûå ñ σ, îáðàçóþò öèêë ∆. Òîãäà

v(f)− v(f ′) = |(fσ ∪ f ′σ) ∩ f∆| mod 2 = 0.

Çäåñü âòîðîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïî ëåììå î ÷åòíîñòè.

�èñ. 8: Íåçàâèñèìîñòü v(f) îò f

Óòâåðæäåíèå 5.5. Âîçüìåì çàìêíóòóþ ïëîñêóþ ëîìàíóþ L, âåðøèíû êîòîðîé íà-

õîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

(a) Äîïîëíåíèå äî L äîïóñêàåò øàõìàòíóþ ðàñêðàñêó (òàêóþ, ÷òî ñîñåäíèå îáëà-

ñòè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, ñì. ðèñ.).

(b) Êîíöû ëîìàíîé P , âåðøèíû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ñ âåðøèíàìè ëîìàíîé L â îá-

ùåì ïîëîæåíèè, èìåþò îäèíàêîâûé öâåò, åñëè è òîëüêî åñëè |P ∩ L| ÷åòíî.

Âíóòðåííîñòüþ ïî ìîäóëþ 2 ïëîñêîé ëîìàíîé, âåðøèíû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ â îá-

ùåì ïîëîæåíèè, íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ÷åðíûõ îáëàñòåé øàõìàòíîé ðàñêðàñêè (ïðè

óñëîâèè, ÷òî ¾áåñêîíå÷íàÿ¿ îáëàñòü áåëàÿ).

Òåîðåìà 5.6 (T: òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà �àäîíà äëÿ ïëîñêîñòè; Áàéìî÷-Áàðàíü, 1979).

Äëÿ ëþáîãî PL îòîáðàæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ f : K4 → R
2
ëèáî

• îáðàçû íåêîòîðûõ íåñìåæíûõ ðåáåð ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî

• îáðàç íåêîòîðîé âåðøèíû ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ïî ìîäóëþ 2 îáðàçà öèêëà èç

òðåõ ðåáåð, íå ñîäåðæàùèõ ýòó âåðøèíó.

2

Ýòà ëåììà íåòðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó ëîìàíûå ìîãóò èìåòü ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, è ïîñêîëüêó òåîðå-

ìà Æîðäàíà íåòðèâèàëüíà. Âûâîäèòü ëåììó î ÷åòíîñòè èç òåîðåìû Æîðäàíà èëè �îðìóëû Ýéëåðà

íåðàçóìíî, èáî èõ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò ëåììó î ÷åòíîñòè èëè áëèçêîå óòâåðæäåíèå. Èíòåðåñ-

íûå ïðèëîæåíèÿ ëåììû î ÷åòíîñòè 5.4 ê òåîðåìå Æîðäàíà è àëãîðèòìè÷åñêèì âîïðîñàì ïðèâåäåíû

â [Sk20, �1.4℄.
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�èñ. 9: Âíóòðåííîñòè ïî ìîäóëþ 2 ëîìàíûõ

Ýòà òåîðåìà âûâîäèòñÿ èç åå êîëè÷åñòâåííîé âåðñèè (QT).

Äëÿ ëþáîãî PL îòîáðàæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ f : K4 → R
2
íàçîâåì ÷èñëîì

�àäîíà ρ(f) ∈ Z2 ñóììó ÷åòíîñòåé

• ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçîâ íåñìåæíûõ ðåáåð, è

• ÷èñëà òåõ âåðøèí ãðà�à K4, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò âî âíóòðåííîñòè ïî ìîäóëþ 2

îáðàçà öèêëà èç òðåõ ðåáåð, íå ñîäåðæàùèõ ýòó âåðøèíó.

Òåîðåìà 5.7 (QT). Äëÿ ëþáîãî PL îòîáðàæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãðà�à K4 â ïëîñ-

êîñòü ÷èñëî �àäîíà íå÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó çàäà÷è Q äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ρ(f) = ρ(f ′) äëÿ ëþáûõ

äâóõ PL îòîáðàæåíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ f, f ′ : K4 → R
2
, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî íà

âíóòðåííîñòè îäíîãî ðåáðà σ, ïðè÷åì f |σ ëèíåéíî (ñì. ðèñ.). Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ ðåáðî

ãðà�à K4, íå ñîñåäíåå ñ ðåáðîì σ, ÷åðåç S � âíóòðåííîñòü ïî ìîäóëþ 2 ëîìàíîé ∂S :=
fσ ∪ f ′σ. Ïîëó÷èì

ρ(f)− ρ(f ′) = (|∂S ∩ fτ |+ |S ∩ f(∂τ)|) mod 2 = 0.

Çäåñü âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 5.5.b.

×èñëîì îáîðîòîâ çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêîé ëîìàíîé A1 . . . An âîêðóã

íå ëåæàùåé íà íåé òî÷êè O íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñóììà îðèåíòèðîâàííûõ óãëîâ,

äåëåííàÿ íà 2π:

A1 . . . An ·O := (∠A1OA2 + ∠A2OA3 + . . .+ ∠An−1OAn + ∠AnOA1)/2π.

Ïðèìåð 5.8. (a) ×èñëî îáîðîòîâ (ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííîãî) ìíîãîóãîëüíèêà âî-

êðóã òî÷êè âíå íåãî ðàâíî 0, à âîêðóã òî÷êè âíóòðè íåãî ðàâíî ±1.
(b) Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé ëîìàíîé åå âíóòðåííîñòü ïî ìîäóëþ

2 ñîñòîèò èç âñåõ òåõ òî÷åê, âîêðóã êîòîðûõ ÷èñëî îáîðîòîâ íå÷åòíî.

(
) Äëÿ êàæäîé ëîìàíîé (ñ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèåé) íà ðèñ. è òî÷êè íà âàø

âûáîð (â ëþáîé èç îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé) íàéäèòå ÷èñëî îáîðîòîâ ëîìàíîé âîêðóã

òî÷êè.

Áîëüøå èí�îðìàöèè ìîæíî íàéòè íà [Wn℄.

Ëåììà 5.9. �àññìîòðèì çàìêíóòóþ è íåçàìêíóòóþ ëîìàíûå L è P íà ïëîñêîñòè,

âñå âåðøèíû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0 è P1 íà-

÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè P . Òîãäà L · P = L · P1 − L · P0.

×èñëî L · P îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà çíàêîâ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëîìàíûõ L è P . Ýòà
ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî äîïîëíåíèå äî L èìååò íóìåðàöèþ Ìåáèóñà-Àëåêñàíäåðà, òî åñòü

¾öåëî÷èñëåííóþ øàõìàòíóþ ðàñêðàñêó¿.

Òåîðåìà 5.10 (MT: òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà äëÿ ïëîñêîñòè; Áàðàíü-Øëîñìàí�

Ñþ÷ 1981, Åçàéäûí 1987, Âîëîâèêîâ 1996). Åñëè r � ñòåïåíü ïðîñòîãî, òî äëÿ ëþáîãî

PL îòîáðàæåíèÿ f : K3r−2 → R
2
ëèáî r−1 òðåóãîëüíèêîâ îáîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã îäíîé

âåðøèíû, ëèáî r − 2 òðåóãîëüíèêîâ îáîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðåáåð, ãäå

íèêàêèå äâà èç óêàçàííûõ òðåóãîëüíèêîâ, ðåáåð è âåðøèí íå èìåþò îáùèõ âåðøèí.
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�èñ. 10: Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà íà ïëîñêîñòè, r = 3

Âåðåí ëè àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ r = 6, íåèçâåñòíî!
Êîëè÷åñòâåííàÿ âåðñèÿ (QMT) íåèçâåñòíà, äàæå åñëè r � ñòåïåíü ïðîñòîãî!

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆N ñèìïëåêñ ðàçìåðíîñòè N .

Òåîðåìà 5.11 (DT: òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà �àäîíà). Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ ∆d+1 → R
d
îáðàçû íåêîòîðûõ åãî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàíåé ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïîïðîáóéòå ñ�îðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå (QDT). Îíî âåðíî.

Òåîðåìà 5.12 (DMT: òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà). Åñëè r � ñòåïåíü ïðîñòîãî,

òî äëÿ ëþáîãî PL îòîáðàæåíèÿ f : ∆(d+1)(r−1) → R
d
ñóùåñòâóþò ïîïàðíî íåïåðåñåêà-

þùèåñÿ ãðàíè σ1, . . . , σr ⊂ ∆(d+1)(r−1), äëÿ êîòîðûõ f(σ1) ∩ . . . ∩ f(σr) 6= ∅.

Êîëè÷åñòâåííàÿ âåðñèÿ (QDMT) íåèçâåñòíà, äàæå åñëè r � ñòåïåíü ïðîñòîãî!

Àíàëîã òåîðåìû (DMT) íåâåðåí, åñëè r � íå ñòåïåíü ïðîñòîãî (äëÿ d > 2r). Äëÿ
ýòèõ êîíòðïðèìåðîâ âàæíû ðàáîòû Ì. Åçàéäûíà (1987), Ì. �ðîìîâà (2010), Ô. Ôðèêà,

Ï. Áëàãîåâè÷à, �. Öèãëåðà (2014-2015), È. Ìàáèéÿðà è Ó. Âàãíåðà (2015). Ìû íå îá-

ñóæäàåì ñîîòíîøåíèå âêëàäîâ ðàçíûõ àâòîðîâ, ïîñêîëüêó ýòî ñîîòíîøåíèå íåïðîñòîå.

×èòàòåëü ìîæåò ñîñòàâèòü ñîáñòâåííîå ìíåíèå, èçó÷èâ äîêàçàòåëüñòâà è òî÷íûå ññûë-

êè íà êàæäûé åãî øàã, ñì. îáçîðû [Sk16℄. Êîíòðïðèìåðû áûëè ñíà÷àëà ïîñòðîåíû äëÿ

d > 3r, à çàòåì äëÿ d > 2r (Àââàêóìîâ-Ìàáèéÿð-Ñêîïåíêîâ-Âàãíåð, 2015).

Âåðåí ëè àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ d ≤ 2r è r íå ñòåïåíè ïðîñòîãî (íàïðèìåð, äëÿ

d = 2 è r = 6), íåèçâåñòíî!
Ïîïðîáóéòå ñ�îðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèÿ (SDT), (QSDT), (SMT), (QSMT), (SDMT),

è (QSDMT)!

Óòâåðæäåíèÿ (SDT) è (QSDT) âåðíû (òåîðåìà âàí Êàìïåíà-Ôëîðåñà, 1932-34).

Óòâåðæäåíèÿ (SMT), (SDMT) âåðíû, åñëè r � ñòåïåíü ïðîñòîãî (r-êðàòíàÿ òåîðåìà
âàí Êàìïåíà-Ôëîðåñà, Ñàðêàðèÿ 1991, Âîëîâèêîâ 1996). Óòâåðæäåíèÿ (SMT) è (SDMT)

íåâåðíû äëÿ d ≤ 2r è r íå ñòåïåíè ïðîñòîãî (Ìàáèéÿð-Âàãíåð 2015 äëÿ ¾êîðàçìåðíîñòè¿

≥ 3, Àââàêóìîâ-Ìàáèéÿð-Ñêîïåíêîâ-Âàãíåð 2015 äëÿ ¾êîðàçìåðíîñòè¿ 2). ñì. îáçîðû

[Sk16℄. Âåðíû ëè ýòèõ óòâåðæäåíèÿ äëÿ ¾êîðàçìåðíîñòè¿ 1, íåèçâåñòíî!.

Êîëè÷åñòâåííûå âåðñèè (QSMT) è (QSDMT) íåèçâåñòíû, äàæå åñëè r � ñòåïåíü

ïðîñòîãî!
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6 Îòâåòû è íåêîòîðûå ðåøåíèÿ

SD. (3) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ èç ïåðâîãî àáçàöà øàãà èíäóêöèè â äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåìû �àäîíà äëÿ d = 2. Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì S äëÿ ìíîæåñòâà M . Ïîëó÷èì

ðàçáèåíèå íà äâà äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâà U ′
1 è U ′

2, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ïå-

ðåñåêàþòñÿ. Ïîâòîðèì 4, 5 è 6 àáçàöû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû �àäîíà. Ïîëó÷èì, ÷òî

X2 ∈ 〈O,U1〉 ∩ 〈U2〉, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(4) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íèêàêèå 5 èç äàííûõ 7 òî÷åê íå ëåæàò â îäíîé òðåõìåðíîé

ãèïåðïëîñêîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü α, äëÿ êîòîðîé ðîâíî îäíà òî÷êà

O èç íàáîðà ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò α, à îñòàëüíûå òî÷êè A1, . . . , A6 � ïî äðóãóþ

(ðèñ. 5). Âîçüìåì 6 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè α ñ îòðåçêàìè OA1, . . . , OA6. Òàê êàê

íèêàêèå 5 èç äàííûõ 7 òî÷åê íå ëåæàò â îäíîé òðåõìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî íèêàêèå

4 èç âçÿòûõ 6 òî÷åê íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ïî òåîðåìå S'D èìåþòñÿ äâà

çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè âî âçÿòûõ òî÷êàõ. Çíà÷èò, ïî óòâåðæäåíèþ 3.7

äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåòðàýäðà ñ âåðøèíîé â O èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò O.
Ëþáûå äâå èõ áîêîâûå ãðàíè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â âåðøèíå O. Ïîýòîìó îñíîâàíèå

îäíîãî èç äâóõ òåòðàýäðîâ ïåðåñåêàåò íåêîòîðóþ ãðàíü äðóãîãî.

1.1. 0, åñëè îíè ïàðàëëåëüíû; 1, åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü; ∞, åñëè ïðÿìàÿ

ïîëíîñòüþ ëåæèò â ïëîñêîñòè.

1.4. (a) Ïàðà òî÷åê (0, 0, 1) è (0, 0,−1).

(b) Îêðóæíîñòü

{

x = 0,

y2 + z2 = 1
.

(
) Îáúåäèíåíèå ÷åòâåðòåé òðåõ îêðóæíîñòåé:

{

x = 0, y > 0, z > 0

y2 + z2 = 1
,

{

y = 0, x > 0, z > 0

x2 + z2 = 1
è

{

z = 0, x > 0, y > 0

x2 + y2 = 1
.

1.5. (a) Ïàðà òî÷åê (0, 0, 0, 1) è (0, 0, 0,−1).

(b) Îêðóæíîñòü

{

x = y = 0

z2 + t2 = 1
.

(
) Ñ�åðà

{

x = 0

y2 + z2 + t2 = 1
.

(d) �ðà� K4, îáðàçîâàííûé îáúåäèíåíèåì ÷åòâåðòåé øåñòè îêðóæíîñòåé, îäíà èç

êîòîðûõ �

{

x = y = 0, z > 0, t > 0

z2 + t2 = 1
.

1.8. (b) Ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî÷êà (åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü), ïðÿìàÿ (åñëè

ïðÿìàÿ ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè).

(
) Ïóñòîå ìíîæåñòâî, ïðÿìàÿ (åñëè ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòü), ïëîñ-

êîñòü (åñëè ïëîñêîñòü ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè).

(d) Ïóñòîå ìíîæåñòâî, ïëîñêîñòü (åñëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ), ãèïåðïëîñêîñòü (åñëè îíè

ñîâïàäàþò).

(e) Ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî÷êà èëè ïðÿìàÿ (åñëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ), ïëîñêîñòü (åñëè

îíè ñîâïàäàþò).

1.9. Îòâåòû: (b) ïóñòîå ìíîæåñòâî; (d) ïëîñêîñòü èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî; (e) òî÷êà

èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Çàìå÷àíèå. Èç îòâåòà ê (b) ñëåäóåò, ÷òî åñëè íèêàêèå 5 èç 6 âåðøèí äâóõ òðåóãîëü-

íèêîâ â R
4
íå ëåæàò â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî êîíòóð ïåðâîãî íå ïåðåñåêàåò âòîðîé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêèå äâà òðåóãîëüíèêà ¾îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿ â R
4
¾íå çàöåïëåíû¿.
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D(d). Èíäóêöèÿ ïî d. Áàçà äëÿ d = 1 î÷åâèäíà.
Ïåðåõîä îò d ê d + 1. Ñóùåñòâóåò d-ìåðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü α, äëÿ êîòîðîé ðîâíî

îäíà òî÷êà èç äàííîãî íàáîðà ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò α, à îñòàëüíûå � ïî äðóãóþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O îäíó òî÷êó íàáîðà, à ÷åðåç M ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ òî÷åê íàáîðà

òàê, ÷òîáû α îòäåëÿëà O îò M . Äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈ M îáîçíà÷èì A′ := α ∩OA.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé �àäîíà äëÿ ìíîæåñòâà M ′ := {A′ | A ∈ M } èç d+ 2 òî÷åê

â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå α. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå íà äâà ìíîæåñòâà U ′
1 è U ′

2, âûïóêëûå

îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X ′
. Îáîçíà÷èì U1 := {A | A′ ∈ U ′

1 } è U2 :=
{A | A′ ∈ U ′

2 }.
ßñíî, ÷òî U ′

1 ⊂ 〈O,U1〉. Ñëåäîâàòåëüíî, X
′ ∈ 〈O,U1〉, è, áîëåå òîãî, âåñü îòðåçîê OX ′

ñîäåðæèòñÿ â 〈O,U1〉. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1 òî÷êó, äëÿ êîòîðîé ïðÿìàÿ OX ′
ïåðåñåêàåò

〈O,U2〉 ïî îòðåçêó OX1. Òîãäà X1 ∈ 〈U1〉 è X ′ ∈ OX1.

Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç X2 îáîçíà÷èì òî÷êó, äëÿ êîòîðîé ïðÿìàÿ OX ′
ïåðåñåêàåò 〈O,U2〉

ïî îòðåçêó OX2. Òîãäà X2 ∈ 〈U2〉 è X ′ ∈ OX2.

Òî÷êè X1 è X2 ëåæàò íà ëó÷å OX ′
. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, X2 ëåæèò ìåæäó O è X1.

Òîãäà X2 ∈ 〈O,U1〉 ∩ 〈U2〉, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

2.2. (a) Íåò, íå íàõîäÿòñÿ. Ëþáûå òðè äèàìåòðà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

2.3. (a) Sin
e the plane has in�nitely many points, it has in�nitely many lines. Hen
e

there is a ïðÿìàÿ l, îòëè÷íàÿ îò äàííûõ. Åé ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê.

Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò l íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òî÷êà

íà l, íå ïðèíàäëåæàùàÿ íè îäíîé èç äàííûõ ïðÿìûõ.

(b) Äà, ñóùåñòâóþò. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî ñóùåñòâóåò n òî÷åê îáùåãî ïîëî-

æåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Áàçà äëÿ n = 1 î÷åâèäíà, ïåðåõîä ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.3.a.

(
) Óêàçàíèå. Îáúåäèíåíèå êðàñíûõ îòðåçêîâ åñòü ñóììà ïî ìîäóëþ 2 êîíòóðîâ

êðàñíûõ òðåóãîëüíèêîâ. È (A⊕ B) ∩ C = (A ∩ C)⊕ (B ∩ C).

2.4. Òåòðàýäð ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî, äàëåå àíàëîãè÷íî ëåììå î ÷åòíîñòè 2.1.

2.5. (a) Îòâåò: äà, ñóùåñòâóþò. Ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.3.b.

(b) Ñëåäóåò èç ëåììû î ÷åòíîñòè 2.4 àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 2.3.
.

2.7. (a)Îòâåò: äà, ñóùåñòâóþò. Ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèÿì â çàäà÷àõ 2.3.b

è 2.5.a.

(b) Ñëåäóåò èç ëåììû î ÷åòíîñòè 2.1 àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèÿì 2.3.
 è 2.5.b.

QSD. (3) Ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà, íàòÿíóòûå íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðîéêè îò-

ìå÷åííûõ âåðøèí, ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, ëèáî ïî îòðåçêó. Îòìåòèì

âñå êîíöû âñåõ îòðåçêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïåðåñå÷åíèåì òðåóãîëüíèêîâ. Ââèäó îáùíîñòè

ïîëîæåíèÿ êîíöîâ ÷åòíîå ÷èñëî, è òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì îòðåçêà ñ òðåóãîëüíèêîì.

QS'D. Ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü α, äëÿ êîòîðîé ðîâíî îäíà òî÷êà O èç äàííûõ 6 ëå-

æèò ïî îäíó ñòîðîíó îò α, à îñòàëüíûå òî÷êè A1, . . . , A5 � ïî äðóãóþ. Âîçüìåì òî÷êè

A′
1, . . . , A

′
5 ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè α ñ îòðåçêàìè OA1, . . . , OA5. Òàê êàê íèêàêèå 4 èç

äàííûõ 6 òî÷åê íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî íèêàêèå 3 èç âçÿòûõ 5 òî÷åê íå ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé.

Îòðåçîê íå ìîæåò ïåðåñåêàòü òðåóãîëüíèê áîëåå, ÷åì ïî äâóì òî÷êàì. Ïîýòîìó â

ëåììå 3.3 î ïîíèæåíèè ðàçìåðíîñòè ìîæíî çàìåíèòü ¾ðîâíî îäíîé ñòîðîíû¿ íà ¾íå÷åò-

íîãî ÷èñëà ñòîðîí¿. Òîãäà ñëåäóþùèå ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü:

• êîëè÷åñòâî P çàöåïëåííûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ

äàííûìè 6 òî÷êàìè;
• êîëè÷åñòâî Q îòðåçêîâ AiAj, ëåæàùèõ íèæå íå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ñòîðîí èõ ¾äî-

ïîëíèòåëüíûõ¿ òðåóãîëüíèêîâ AkAlAm, {i, j, k, l,m} = {1, 2, 3, 4, 5};
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• êîëè÷åñòâî ¾ïðîõîäîâ¿, ò.å. òàêèõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (AiAj , AkAl) îòðåçêîâ, ó

êîòîðûõ ïåðâûé îòðåçîê íèæå âòîðîãî;

• êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííîñòåé îòðåçêîâ ñ âåðøèíàìè â A′
1, . . . , A

′
5.

Çäåñü ñðàâíåíèå P ≡ Q mod 2 ñëåäóåò èç ëåììû 3.3 î ïîíèæåíèè ðàçìåðíîñòè.

Ïî òåîðåìå QS ïîñëåäíåå ÷èñëî íå÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî P òàêæå íå÷åòíî.

3.5. (3) Take points 
lose to the verti
es of regular o
tahedron.

(3') This number has the same parity a twi
e the number from theorem QSD(3).

Alternatively, we have

∑

{A,B}

|AB ∩ ∂∆AB |2 =
∑

{A,B}

(|A ∩∆AB|2 + |B ∩∆AB|2) =
∑

A

∑

B 6=A

|A ∩∆AB|2 = 0.

Here the last equality holds be
ause for every A the set {∆AB}B 6=A is a 3-
y
le.

3.6. (4'-3) Ïîìåòèì âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð òðåóãîëüíèêîâ, íàòÿíóòûõ íà äâå

íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðîéêè äàííûõ òî÷åê. Òîãäà èñêîìîå êîëè÷åñòâî èìååò òó æå ÷åò-

íîñòü, ÷òî è óäâîåííîå ÷èñëî ïîìå÷åííûõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî êîëè÷åñòâî ÷åòíî.

3.7. (
) Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ ïëîñêîñòü ïåðåñå÷åíèÿ òðåõìåðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé,

íàòÿíóòûõ íà òåòðàýäðû. Òîãäà α ∩ γ � ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé çàöåïëåííûõ

òðåóãîëüíèêîâ α ∩∆ è α ∩∆′
. Òîãäà ∆∩ γ è ∆′ ∩ γ � òðåóãîëüíèêè ñ îáùåé âåðøèíîé

O (ðèñ. 4). Òàê êàê α îòäåëÿåò O îò îñíîâàíèé òåòðàýäðîâ, òî α ∩ γ îòäåëÿåò O îò

îñíîâàíèé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè α ∩ ∆ è α ∩ ∆′
çàöåïëåíû, òî

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé α∩ γ ñ êîíòóðàìè òðåóãîëüíèêîâ ∆∩ γ è ∆′ ∩ γ ÷åðåäóþòñÿ

âäîëü ïðÿìîé l. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ï. (a) ýòè êîíòóðû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, îòëè÷íîé

îò O.
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