
Îò÷åò À.Þ. Ñàâèíà î ðàáîòå â 2010 ãîäó

1. Ðåçóëüòàòû 2010 ãîäà

Ðàáîòà áûëà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå èíäåêñà äëÿ íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïå-
ðàòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ïðîèçâîëüíîìó äèôôåîìîðôèçìó g : X −→ X ãëàäêîãî çà-
ìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ( [1,2]). Ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû èìåþò âèä êîíå÷íîé
ñóììû

D =
∑
k

DkT
k : C∞(X) −→ C∞(X), (1)

ãäå Dk � (ïñåâäî)äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (ÏÄÎ) íà ìíîãîîáðàçèè X, à T k �
k-ÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà ñäâèãà Tu(x) = u(g(x)).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ýëëèïòè÷íîñòè íåëîêàëüíûé îïåðàòîð (1) ÿâëÿåòñÿ ôðåä-
ãîëüìîâûì â ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, è âîçíèêàåò çàäà÷à î âû÷èñëåíèè
åãî èíäåêñà indD = dim kerD − dim cokerD â òåðìèíàõ ñèìâîëà. Ôîðìóëû èíäåêñà
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âèäà (1) áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû äëÿ ðÿäà ñïåöèàëüíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ g: êîãäà äèôôåîìîðôèçì ïîðîæäàåò êîíå÷íóþ ãðóïïó è, áîëåå
îáùèì îáðàçîì, êîãäà îí âêëþ÷àåòñÿ â êîìïàêòíóþ ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ. Îò-
ìåòèì, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì.

Öåëü èññëåäîâàíèé ýòîãî ãîäà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ïðîáëåìó èíäåê-
ñà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

indD = ind(D,B) (2)

èíäåêñà íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà (1) è èíäåêñà íåêîòîðîé êðàåâîé çàäà÷è (D,B) íà
öèëèíäðåX×[0, 1], â êîòîðîé êðàåâîå óñëîâèå ñâÿçûâàåò çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè íà îñíîâàíèÿõX×{0},X×{1} öèëèíäðà. Ïðè ýòîì êðàåâàÿ çàäà÷à âûïèñûâàåòñÿ
â ÿâíîì âèäå â òåðìèíàõ ñèìâîëà îïåðàòîðà D. Òàê êàê ôîðìóëà èíäåêñà äëÿ êðàå-
âûõ çàäà÷ òàêîãî òèïà áûëà ïîëó÷åíà ðàíåå, òî ôîðìóëà (2) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ
èíäåêñà îïåðàòîðà D â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ.

Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå ñèìâîë îïåðàòîðà (1) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íûì îáúåêòîì1, à óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè òðóäíî ïðîâåðÿåìî. Â ýòîé ñèòóàöèè èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå îïåðàòîðû, äëÿ êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à â (2) èìååò äîñòàòî÷íî
ïðîñòîé âèä. Ïðèìåðàìè òàêèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ (ñïåöèàëüíûå) äâó÷ëåííûå îïå-
ðàòîðû:

D = ATP + (1− P ), (3)

ãäå A,P � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ïðè÷¼ì îïåðàòîð P ÿâëÿåòñÿ ïî-
÷òè ïðîåêòîðîì (P 2 = P ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ). Îïåðàòîð (3) ýë-
ëèïòè÷åñêèé, åñëè ñèìâîë σ(A) îïåðàòîðà A îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì ðàññëîåíèé
Imσ(g∗P ) è Imσ(P ), îïðåäåëÿåìûõ äèôôåîìîðôèçìîì g è ñèìâîëîì îïåðàòîðà P . Â
ñëó÷àå, êîãäà dimX = 2, ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè,
èç (2) ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà èíäåêñà:

indD =
1

(2πi)23!

∫
S∗X

tr
[
2α3 + 6αΩ + 3αpdα− 3α2dp

]
1Îí ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáðû ñèìâîëîâ ÏÄÎ è ãðóïïû Z.
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ãäå a = σ(A), p = σ(P ), Ω = pdpdp, α = ad(a−1), à S∗X � êîñôåðè÷åñêîå ðàññëîåíèå
ìíîãîîáðàçèÿ X.

Êðîìå âûøåèçëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì ãîäó áûëà òàêæå âûïîëíåíà ðàáî-
òà [7], â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ èíäåêñ äëÿ òðàíñëÿòîðîâ � âàæíîãî êëàññà ýëëèïòè-
÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, âîçíèêàþùåãî íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà òðàíñâåð-
ñàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

2. Ïóáëèêàöèè 2010 ãîäà

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] À. Þ. Ñàâèí. Oá èíäåêñå ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ äèô-
ôåîìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèÿ. Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê, 435, No. 2, 2010, 170�172.

[2] À. Þ. Ñàâèí, Á.Þ. Ñòåðíèí. Îá èíäåêñå íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
äëÿ ãðóïïû ðàñòÿæåíèé. Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê, 433, No. 1, 2010, 21�24.

[3] À. Þ. Ñàâèí, Á. Þ. Ñòåðíèí. Îá èíäåêñå íåêîììóòàòèâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïå-
ðàòîðîâ íàä C∗-àëãåáðàìè. Ìàòåì. ñá., 201, No. 3, 2010, 63�106.

[4] À. Þ. Ñàâèí, Á.Þ. Ñòåðíèí. Íåëîêàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû äëÿ êîì-
ïàêòíûõ ãðóïï Ëè. Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê, 431, No. 4, 2010, 457�460.

[5] À. Þ. Ñàâèí, Á.Þ. Ñòåðíèí. Íåêîììóòàòèâíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Ïðèìåðû.
Òðóäû ÌÈÀÍ, 271, 2010, 204�223.

[6] À.Þ. Ñàâèí, Á.Þ. Ñòåðíèí. Ôîðìóëû èíäåêñà äëÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîãî-
îáðàçèé. Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 46, No. 8, 2010, 1135�1146.

[7] À. Þ. Ñàâèí, Á.Þ. Ñòåðíèí. Îá èíäåêñå ýëëèïòè÷åñêèõ òðàíñëÿòîðîâ. Äîêëàäû
àêàäåìèè íàóê, 436, No. 4, 2011.
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3. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

1. Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �XLVI Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïðîáëåìàì
ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè, ôèçèêè è õèìèè�, Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, 19-23 àïðåëÿ 2010 ã.

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Analysis and geometric singularities� 27.06. - 03.07.2010,
Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, Germany.

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �K-theory, C∗-algebras and index theory�, G�ottingen,
Germany, 1 - 5 November 2010.

4. Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

Ëåòîì 2010 ãîäà ÿ ðàáîòàë íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì â èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè Ãàííî-
âåðñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ã.Â. Ëåéáíèöà â ðàìêàõ íåìåöêî-ðîññèéñêîãî ïðîåêòà N
436 RUS 113/849/0-1r�K-theory and noncommutative geometry of strati�ed manifolds�.
Ïðîåêò ôèíàíñèðóåòñÿ Deutsche Forschungsgemeinschaft.

5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü â Ðîññèéñêîì óíèâåðñèòåòå äðóæáû
íàðîäîâ (ÐÓÄÍ)

1. ×èòàþ ëåêöèè è âåäó ñåìèíàðû ïî ìàòåìàòèêå.
2. Íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî àñïèðàíòîì Íãóåí Ëå Ëèíåì (Âüåòíàì) (ñîâìåñòíî ñ

ïðîô. Á.Þ. Ñòåðíèíûì)
3. ×èòàþ ñïåöèàëüíûé êóðñ äëÿ àñïèðàíòîâ è ñîòðóäíèêîâ �Î ïðîáëåìå èíäåêñà

â ýëëèïòè÷åñêîé òåîðèè�. (ñîâìåñòíî ñ ïðîô. Á.Þ. Ñòåðíèíûì)
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6. Èòîã òðåõ ëåò (ñðàâíåíèå çàÿâêè ñ äîñòèãíóòûìè ðåçóëüòàòàìè).

Ïðèâåäåì êðàòêîå ñðàâíåíèå îñíîâíûõ çàäà÷, êîòîðûå ñòàâèëèñü â çàÿâêå â 2007
ãîäó, ñ ïîëó÷åííûìè ê êîíöó 2010 ãîäà ðåçóëüòàòàìè â âèäå òàáëèöû.

Çàäà÷à èç çàÿâêè 2007 ãîäà Ïîëó÷åííûå ê 2010 ãîäó ðåçóëüòàòû

1. Ïîëó÷èòü ôîðìóëó èíäåêñà
(òèïà Àòüè�Çèíãåðà) äëÿ íåëî-
êàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå
èçîìåòðè÷åñêîãî äåéñòâèÿ äèñ-
êðåòíîé ãðóïïû

Ïðåäúÿâëåíà ôîðìóëà èíäåêñà äëÿ íåëîêàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå èçîìåòðè÷åñêîãî äåé-
ñòâèÿ ïðîèçâîëüíîé äèñêðåòíîé ãðóïïû ñòåïåí-
íîãî ðîñòà. Äëÿ ýòîãî äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû
ïåðèîäè÷íîñòè Áîòòà, òåîðåìû Ðèìàíà�Ðîõà,
ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå ïðÿìîãî îáðàçà è õàðàê-
òåð ×åðíà íà K-ãðóïïàõ ñêðåùåííûõ ïðîèçâå-
äåíèé. Ïóáëèêàöèè: 1 ìîíîãðàôèÿ è 3 ñòàòüè.

2. Îïðåäåëèòü è âû÷èñëèòü â
òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ âûñ-
øèå èíäåêñû (òèïà Êîííà�
Ìîñêîâè÷è) íåëîêàëüíûõ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

Ïîñòðîåíà ýëëèïòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëÿ íåëîêàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ íàä C∗-àëãåáðàìè. Â ýòîé ñèòó-
àöèè ïîëó÷åíà èíäåêñà. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ
ïîëó÷åíû âûñøèå èíäåêñû è ôîðìóëû äëÿ íèõ.
Ïóáëèêàöèè: 2 ñòàòüè.

3. Ïîëó÷èòü ôîðìóëû èíäåê-
ñà äëÿ íåëîêàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ äëÿ íåèçîìåòðè÷åñêèõ äåé-
ñòâèé.

Äëÿ íåëîêàëüíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà,
àññîöèèðîâàííîãî ñ ïðîèçâîëüíûì äåéñòâèåì
ãðóïïû Z íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè ïîëó÷åíà
ôîðìóëà èíäåêñà â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ
(â òåðìèíàõ ñèìâîëà îïåðàòîðà). Èññëåäîâàíû
ïðèìåðû. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåí êëàññ íåëî-
êàëüíûõ îïåðàòîðîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ãðóï-
ïîé ðàñòÿæåíèé. Ïóáëèêàöèè: 2 ñòàòüè.

4. � Ïîñòðîåíà ýëëèïòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëÿ íåëîêàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ, îòâå÷àþùèõ äåéñòâèþ êîì-
ïàêòíîé ãðóïïû Ëè. Óñòàíîâëåíà òåîðåìà êî-
íå÷íîñòè è ïîëó÷åíà ôîðìóëà èíäåêñà. Ïóáëè-
êàöèè: 1 ñòàòüÿ.

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî çàäà÷è 1,2,4 (ïîñëåäíåé çàäà÷è íå áûëî â èñõîäíîé çàÿâêå!)
ðåøåíû ïîëíîñòüþ. Â çàäà÷å 3 ïîëíîñòüþ èññëåäîâàí ñëó÷àé äåéñòâèÿ ãðóïïû Z, à
äëÿ îáùèõ ãðóïï ïðîáëåìà èíäåêñà îñòàåòñÿ îòêðûòîé.
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