
Îò÷åò î ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõ
â ðàìêàõ ïðîåêòà Òàëàëàåâà Äìèòðèÿ:

�Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû
â êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ�

1 Êðàòêîå îïèñàíèå öåëè ïðîåêòà

Â îñíîâíîì ïðîåêò íàïðàâëåí íà ïîñòðîåíèå êâàíòîâîãî àíàëîãà ìåòîäà ðåøåíèÿ
êëàññè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, îñíîâàííîãî íà êîíñòðóêöèè ñïåêòðàëüíîé êðè-
âîé è ëàãðàíæåâà ñëîåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî îòîáðàæåíèåì Àáåëÿ. Îñíîâîé ïðîåêòà
áûëà êîíñòðóêöèÿ êâàíòîâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ êâàíòîâîé ñèñòå-
ìû Ãîäåíà [1], êîòîðàÿ èãðàåò èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü â ðåøåíèè êâàíòîâîé ñèñòåìû,
êàê â òåðìèíàõ ðàçäåëåííûõ ïåðåìåííûõ, òàê è íà ÿçûêå ìåòîäà àíçàöà Áåòå. Êðîìå
ýòîãî, êîíñòðóêöèÿ êâàíòîâîé ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ïîçâîëèëà ÿâíî îïèñàòü ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå Ëåíãëåíäñà íàä ïîëåì C [2] è ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíûé èíòåðåñ
â ðàìêàõ íåêîììóòàòèâíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

2 Îñíîâíûå çàäà÷è è ðåçóëüòàòû ïðîåêòà

Öåíòðàëüíûìè çàäà÷àìè ïðîåêòà â ðàìêàõ ðàçâèòèÿ êâàíòîâîãî ìåòîäà ñïåêòðàëü-
íîé êðèâîé, êîòîðûå ñîïðîâîæäàëèñü íîâûìè ðåçóëüòàòàìè, áûëè: ðàñøèðåíèå îá-
ëàñòè åãî ïðèìåíåíèÿ (ðàíåå áûëà èçâåñòíà êîíñòðóêöèÿ òîëüêî äëÿ ðàöèîíàëüíîé
ñèñòåìû Ãîäåíà), à òàêæå ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî îïèñàíèÿ ñïåêòðà êâàíòîâûõ
ñèñòåì, ÷òî â òåðìèíàõ ìåòîäà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíî-
øåíèå ê êâàíòîâàíèþ îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ. Â ÷àñòíîñòè áûëè ïîñòðîåíû êâàíòîâàíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîé âåðñèè ñèñòåìû Ãîäåíà [4], êîòîðàÿ ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ìåòîäà äî
êëàññà ñèñòåì òèïà Õèò÷èíà íà êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè ñ ýëëèïòè÷åñêîé íîðìàëèçà-
öèåé; à òàêæå êâàíòîâàíèå ïîëíîé öåïî÷êè Òîäû [6], êîòîðàÿ èìååò ïðèíöèïèàëüíî
èíóþ ïðèðîäó è òåñíî ñâÿçàíà ñ òàêèìè ñîâðåìåííûìè çàäà÷àìè, êàê èññëåäîâàíèå
ïðîñòðàíñòâ ìîíîïîëåé, Çàñòàâû Äðèíôåëüäà è âîîáùå ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà
ôëàãîâ.

Â ÷àñòè ïðîåêòà, ñâÿçàííîé ñ çàäà÷åé ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì,
òàêæå áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû, à èìåííî áûëî ïîñòðîåíî äèñêðåòíîå ñåìåé-
ñòâî ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êâàíòîâîé ìîäåëè [3]. Ïîñëåäíåå
ñåìåéñòâî èíòåðåñíî ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì èç òåîðèè èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé
è â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ãåêêå.
Ïî ìàòåðèàëàì ïðîåêòà â 2010 ãîäó ìíîé áûëà çàùèùåíà äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ

”
Êâàíòîâûé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé“ â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå Ä 002.022.03 ïðè
Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå Â.À. Ñòåêëîâà.

3 Ðåçóëüòàòû 2010 ãîäà

Îñòàíîâëþñü ïîäðîáíåå íà ðåçóëüòàòàõ 2010 ãîäà. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðå-
íèå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ êâàíòîâîãî ìåòîäà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé äëÿ òàê íàçûâàåìîé
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ïîëíîé ñèñòåìû Òîäû. Êëàññè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ñòðîèòñÿ íà ïðîñòðàí-
ñòâå ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö n × n ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé ïðîöåäóðû âû÷åðêè-
âàíèÿ: ââåäåì ÷àñòè÷íûå ìàòðèöû Ak(λ) ïîëó÷àåìûå óäàëåíèåì ïðàâûõ k ñòîëá-
öîâ è âåðõíèõ k ñòðîê ìàòðèöû A − λId. Èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû âûðàæåíèÿ
Pk(λ) = ∆k(λ)/∆n−k(λ) ãäå

∆k(λ) = detAk(λ) =
∑

i

Ik,iλ
i (1)

ïîðîæäàþò Ïóàññîí-êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó â êîëüöå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà
b∗.

Êâàíòîâàíèå äàííîé ñèñòåìû áûëî ïîñòðîåíî áëàãîäàðÿ íàõîæäåíèþ ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèè êëàññè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìàòðèöó A êîýôôè-
öèåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè sln

A =
∑
ij

Eij ⊗ eij.

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

Ξε =


0 · · · 0 1
...

. . . ε 0

0 εn−2 . . .
...

εn−1 0 · · · 0

 (2)

Òîãäà èíòåðåñóþùèå íàñ ôóíêöèè ìîãóò áûòü èíòåãðèðîâàíû â ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ

P (z, λ, ε) = Det
(
Az−1 + Ξε − λId

)
=

∑
k

Ik(z, λ, ε) =
∑

k

εk(k−1)/2(I0
k(z, λ) + O(ε)) (3)

ãäå Ik(z, λ, ε) îäíîðîäíû ïî z−1, λ ñòåïåíè n− k. Â ÷àñòíîñòè

∆k(λ) = I0
k(1, λ). (4)

Áûë ðåàëèçîâàí ôîðìàëèçì ðåäóêöèè ÀÊÑ äëÿ ðàçëîæåíèÿ sln = b− ⊕ son. Â
÷àñòíîñòè áûëî äîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàëû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî Áîðåëåâñêîé
ïîäãðóïïû.

Êâàíòîâàíèå áûëî ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû äî ðåäóêöèè ÀÊÑ,
à èìåííî ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

PQ(z, λ, ε) = Det
(
Az−1 + Ξε − ∂zId

)
=

∑
k

QIk(z, ∂z, ε) =
∑

k

εk(k−1)/2(QI0
k(z, ∂z) + O(ε)) (5)

â êîòîðîì ãåíåðàòîðû àëãåáðû Ëè èãðàþò ðîëü êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ, à îïðåäå-
ëèòåëü áåðåòñÿ â ïîëíîñòüþ ñèììåòðèçîâàííîé ôîðìå. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå òàêæå
áûëà ðåàëèçîâàíà ðåäóêöèÿ ÀÊÑ: áûëà ïîñòðîåíà ïîäõîäÿùàÿ ëîêàëèçàöèÿ U(b) ïî
ïîäìíîæåñòâó, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè {QIk,n−k}, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Îðå, äîêàçàíà êîììóòàòèâíîñòü âûðàæåíèé (QIk,i)+/QIk,n−k â
êîòîðûõ èíäåêñ + îïðåäåëÿåò ýëåìåíò èç U(b) â ñîîòâåòñâèè ñ ðàçëîæåíèåì:

U(sln) = sonU(sln)⊕ U(b). (6)
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Îïåðàòîð Ëàêñà äàííîé ìîäåëè, à òàêæå íåïîñðåäñòâåííûõ ìíîãîòî÷å÷íûõ îáîá-
ùåíèé, èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå â ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñåìåéñòâî
ïîñòðîåííûõ èíòåãðàëîâ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Áîðåëåâñêîé ïîäãðóï-
ïû, îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Òîäû îïðåäåëÿåò êîììóòèðóþùèå ïîòîêè è íà ïðîñòðàíñòâå
îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ.

4 Ïóáëèêàöèè è ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ

Ïóáëèêàöèè 2010:
[5], [6].

Êîíôåðåíöèè 2010 ãîä:

• Êîíôåðåíöèÿ ñòèïåíäèàòîâ êîíêóðñà Äåëèíÿ è ôîíäà Äèíàñòèÿ, äîêëàä
"Êâàíòîâûé ìåòîä ñïåêòðàëüíîé êðèâîé".

• Representation Theory & Quantization, äàòà è ìåñòî ïðîâåäåíèÿ: January 25-29,
2010, FIM, ETH Zurich.
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