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1. Íàó÷íûå ïóáëèêàöèè

Â ðàáîòå [2] ìû èçó÷àëè îáîáùåíèÿ çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû Ðåòòðåÿ: âñÿêîå íå÷¼ò-
íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Sn−1 → Sn−1 ïåðåâîäèò íåêîòîðûé îðòîíîðìàëüíûé
áàçèñ â îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ. Ýòî óòâåðæäåíèå � íåëèíåéíûé àíàëîã òåîðåìû îá
îðòîãîíàëèçàöèè (èëè î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè). Â.Â. Ìàêååâ îáíàðóæèë, ÷òî òîïî-
ëîãè÷åñêîå óòâåðæäåíèå, ëåæàùåå â îñíîâå òåîðåìû Ðåòòðåÿ ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü
íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î äåëåíèè ìåð. Â íàøåé ðàáîòå ìû òàêæå îáîáùàåì ýòè
òåîðåìû î äåëåíèè ìåð.
Â ðàáîòå [3] äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Íåéìàíà�Ðàäî î öåíòðàëüíîé òî÷êå, â

êîòîðîì âìåñòî êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà â êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîêàçàíî, ÷òî âåðíû è àíà-
ëîãè÷íûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Òâåðáåðãà, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îòîáðà-
æåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà ïðèõîäèòñÿ óâåëè÷èòü
ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé Òâåðáåðãà äëÿ îòîáðàæåíèé â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî èëè
ìíîãîîáðàçèå. Òàêæå óêàçàíî íà ñâÿçü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ òåîðåìîé Ê. Ñèòíèêîâà î
ïîïåðå÷íèêå Àëåêñàíäðîâà.
Â ðàáîòå [4] äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà: åñëè äàíû d àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûå ìåðû â Rd, òî íåêîòîðîå âûïóêëîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà íà q ÷à-
ñòåé äåëèò íà ðàâíûå ÷àñòè êàæäóþ ìåðó. Ïîìèìî ìåð ÷àñòåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
òàêæå äðóãèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âûïóêëûõ ÷àñòåé, íàïðèìåð: ëþáóþ âûïóêëóþ
ôèãóðó íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà q âûïóêëûõ ÷àñòåé ñ ðàâíûìè ïëîùàäÿìè è
ïåðèìåòðàìè. Òîïîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî (èñïîëüçóþùåå îäíó ëåììó Â.À. Âàñè-
ëüåâà) òðåáóåò, ÷òîáû ÷èñëî q áûëî ñòåïåíüþ ïðîñòîãî. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ q = 2` èñïîëüçîâàëèñü Ì. Ãðîìîâûì äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû î ïîïåðå÷íèêå ñôåðû. Ñäåëàíà ïîïûòêà äîêàçàòü òåîðåìó Í. Àëîíà î
äåëåíèè ìåð íà îòðåçêå ñ ïîìîùüþ ýòîé òåõíèêè, íî îêàçàëîñü, ÷òî òåîðåìà ïîëó-
÷àåòñÿ ñ õóäøåé îöåíêîé êîëè÷åñòâà ÷àñòåé � íà íåêîòîðûé î÷åíü ñëàáî ðàñòóùèé
ìíîæèòåëü.
Â çàìåòêå [5] ïðèâåäåíî ñèëüíî óïðîù¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî Ì. Ãðîìîâà òåîðåìû î

âåðîÿòíîñòè ïîêðûòèè òî÷êè ñèìïëåêñîì. Â ðåçóëüòàòå ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà ñîêðà-
òèëñÿ äî ôàêòè÷åñêè îäíîé ñòðàíèöû è èç íåýëåìåíòàðíûõ ïîíÿòèé â í¼ì èñïîëüçó-
åòñÿ òîëüêî ñòåïåíü êóñî÷íî-ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ. Ýòî óïðîùåíèå áûëî âàæíûì,
òàê êàê â áîëüøèíñòâå ñâî¼ì ñïåöèàëèñòû, èíòåðåñóþùèåñÿ òàêèìè ðåçóëüòàòàìè,
íå âëàäåþò òîïîëîãè÷åñêîé òåõíèêîé (ñèìïëèöèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
öèêëîâ, ñèìïëèöèàëüíûé àíàëîã òåîðåìû Äîëüäà�Òîìà�Àëüìãðåíà è ò.ï.), èñïîëü-
çîâàííîé Ì. Ãðîìîâûì â åãî äîêàçàòåëüñòâå.
Â ðàáîòå [6] ìû îáîáùàåì òåîðåìó Ãðîìîâà î ïîïåðå÷íèêå ñôåðû íà ñëó÷àé îòîá-

ðàæåíèé â ïðîèçâîëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ (à íå òîëüêî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî). Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã òåîðåìû Áîðñóêà�Óëàìà ñ ïîìî-
ùüþ ðàçâèòîé ðàíåå À.Þ. Âîëîâèêîâûì òåõíèêè.
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Â ðàáîòå [7] ìû èçó÷àåì âîïðîñ, êîòîðûé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ìîæíî ëè
âñÿêîìó íàáîðó èç q ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, . . . , xq íà ñôåðå Sn ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå òî÷êó f(x1, . . . , xq) íà òîé æå ñôåðå, ÷òîáû ýòî ñîîòâåòñòâèå áûëî èí-
âàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê òî÷åê è âñÿêóþ òî÷êó xi ìîæíî áûëî áû
ñîåäèíèòü ïóò¼ì ñ f(x1, . . . , xq), òàê ÷òîáû ýòîò ïóòü íåïðåðûâíî è èíâàðèàíòíî îò-
íîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê çàâèñåë îò íàáîðà òî÷åê? Â ýòîé ñòàòüå ìû äà¼ì îòðèöà-
òåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ìíîãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (q, n), íî îñòàþòñÿ
è îòêðûòûå ñëó÷àè. Èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì òîïîëîãè÷åñêàÿ òåõíèêà ñâÿçàííàÿ ñ
äåëèìîñòüþ èíâàðèàíòà Õîïôà îòîáðàæåíèé.
Â ðàáîòå [8] äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî ðàçáèåíèå âûïóêëîãî òåëà B ⊂ Rd ìû ïûòà-

åìñÿ ïîìåñòèòü ãîìîòåòè÷íóþ êîïèþ B â êàæäîå ìíîæåñòâî ðàçáèåíèÿ òàê, ÷òîáû
ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ãîìîòåòèè áûëà íå ìåíåå 1. Íà ïëîñêîñòè
ýòî âîçìîæíî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ, â áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ íàì óäà¼òñÿ ýòî
ñäåëàòü òîëüêî äëÿ ðàçáèåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ýòà çàäà÷à èìååò ìíîãî îáùåãî
ñ ãèïîòåçîé Áàíãà î ïîêðûòèè ïîëîñêàìè, îäíàêî ñîáñòâåííî ïî ãèïîòåçå Áàíãà ìû
ïîêà íå ñäåëàëè íèêàêèõ ïðîäâèæåíèé.
Â ðàáîòå [9] ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû î êðàòíîñòè îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèâíîãî

ïðîñòðàíñòâà â åâêëèäîâî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèé ïàðû êëàññè÷åñêèõ âîïðî-
ñîâ Á. Ãðþíáàóìà: Ñêîëüêî àôôèííûõ äèàìåòðîâ âûïóêëîãî òåëà â Rn ãàðàíòèðî-
âàííî ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó? Ñêîëüêî öåíòðîâ (â íåêîòîðîì ðàçóìíîì ñìûñëå)
ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé âûïóêëîãî òåëà â Rn ãàðàíòèðîâàííî ñîâïàäóò? Ãðþíáàóì
ïðåäïîëàãàë, ÷òî îòâåò íà ýòè âîïðîñû � n+1, îäíàêî òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû ïîêà
ïîçâîëÿþò äîêàçàòü îöåíêè ïîõóæå.
Â ðàáîòå [10] ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèé âîïðîñ: ìîæíî ëè âïèñàòü â âûïóê-

ëûé ìíîãîãðàííèê P ïðàâèëüíûé îêòàýäð? Ïîä ñëîâîì ¾âïèñàòü¿ ìû ïîäðàçóìåâàåì
ðàñïîëîæèòü îêòàýäð òàê, ÷òîáû åãî âåðøèíû ëåæàëè íà ãðàíèöå P . Äëÿ ãëàäêèõ
âûïóêëûõ òåë âìåñòî ìíîãîãðàííèêà P , è äàæå äëÿ ãëàäêî âëîæåííûõ 2-ñôåð, ïî-
ëîæèòåëüíûé îòâåò áûë ïîëó÷åí Ìàêååâûì. Íî ñòàíäàðòíûé ¾ïåðåõîä ê ïðåäåëó¿
íå ïîçâîëÿåò ñðàçó âûâåñòè óòâåðæäåíèå äëÿ ìíîãîãðàííèêà èç óòâåðæäåíèÿ äëÿ
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Â ýòîé ðàáîòå ìû äîñòàòî÷íî àêêóðàòíî ïðîâîäèì ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä è ðåøàåì âîïðîñ ïîëîæèòåëüíî äëÿ ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ P . Ñëó÷àé
íåïðîñòûõ P ñ äîñòàòî÷íî ¾îñòðûìè¿ óãëàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.
Â ðàáîòå [11] ìû èçó÷àåì ÷èñëî Òóðàíà ex(H,n) ãðàôà H � ýòî ìàêñèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðàôå G íà n âåðøèíàõ, íå èìåþùåì ïîäãðàôà, èçîìîðôíîãî
H. Äëÿ ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ H = Ks,t ñóùåñòâóþò êîíñòðóêöèè G ñ áîëü-
øèì ÷èñëîì ð¼áåð, çàäàííûå àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ïàðîé òî÷åê â
Fd
p. Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì îòíîøåíèÿ íà Rd èëè Cd, êîòîðûå îïðåäåëåíû íàä

öåëûìè ÷èñëàìè, è òàêèì îáðàçîì äàþò ãðàôû íàä Fp, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî óêàçàòü
àñèìòîòè÷åñêîå (ñ ðîñòîì p) ÷èñëî ð¼áåð. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî âñÿêàÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü â Rd×Rd ñîäåðæèò ðåø¼òêó (òî åñòü ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ S×T )
ðàçìåðà ïðèìåðíî (2d − 3) × (2d − 3) ïî òîïîëîãè÷åñêèì ïðè÷èíàì. Ýòî èñêëþ÷àåò
êîíñòðóêöèè èíòåðåñíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëà Òóðàíà ãðàôîâ, ñâîáîäíûõ îò Ks,s,
ïðè s áîëüøèõ 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû êîíñòðóèðóåì ãèïåðïîâåðõíîñòè â Rd × Rd

áåç ðåø¼òîê ðàçìåðà d×d4d. Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòåé áåç ðåø¼òîê d×d2, íàïðèìåð,
ïîêà îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì.
Òåêóùàÿ èíôîðìàöèÿ î ìîèõ ïóáëèêàöèÿõ äîñòóïíà òàêæå íà ñàéòå www.rkarasev.ru.
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2. Êîíôåðåíöèè è ìåæäóíàðîäíîå ñîòðóäíè÷åñòâî

• Êîíôåðåíöèÿ ¾Topological and Geometric Combinatorics¿ â Îáåðâîëüôàõå, Ãåð-
ìàíèÿ.
• Êîíôåðåíöèÿ ¾Discrete Geometry¿ â Îáåðâîëüôàõå, Ãåðìàíèÿ.
• Êîíôåðåíöèÿ ¾Convexity, Topology, Combinatorics, and Beyond¿ â ã. Ïóýðòî-
Âàëüÿðòà, Ìåêñèêà.
• Ðàáîòà â òå÷åíèè ìåñÿöà â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. À. Ðåíüè â Áóäà-
ïåøòå ñîâìåñòíî ñ È. Áàðàíåì (I. B�ar�any) è È. Ìàòóøåêîì (J. Matou�sek).

3. Ïðåïîäàâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ïðîäîëæàþ ïðåïîäàâàòü â ÌÔÒÈ, ÷èòàþ êóðñ ëåêöèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëè-
çó è âåäó ñåìèíàðû. Çàíèìàþñü ïîäãîòîâêîé êîìàíäû ñòóäåíòîâ ÌÔÒÈ äëÿ ó÷àñòèÿ
â ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ, â ýòîì ãîäó êîìàíäà ó÷àñòâîâàëà â îëèìïèàäå èì.
Â. ßðíèêà â ã. Îñòðàâà, ×åõèÿ è â IMC 2011 â ã. Áëàãîåâãðàä, Áîëãàðèÿ.

4. Èòîãè òð¼õ ëåò

Èç çàäà÷, ïðåäëîæåííûõ â ìîåé çàÿâêå òðè ãîäà íàçàä, íåêîòîðûå ðåøèòü óäàëîñü,
íåêîòîðûå � íåò. Îòìå÷ó íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ðåçóëüòàòû:

• Ãèïîòåçà 3 î êðàòíîñòè îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà â åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî òîé æå ðàçìåðíîñòè äîêàçàíà â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå. Â
ðàáîòå [9] äàíû íåêîòîðûå å¼ ñëåäñòâèÿ. Íî â çàäà÷àõ î êðàòíîñòè îòîáðàæå-
íèé åù¼ ìíîãî îòêðûòûõ âîïðîñîâ.
• Ãèïîòåçà 5 (ãèïîòåçà Á. Ãðþíáàóìà) î äåëåíèè ìåðû â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïîêà îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Â ñòàòüå Ð. Æèâàëåâè÷à (R. �Zivaljevi�c)
áûëî ïðîâåäåíî âû÷èñëåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé, êîòîðîå äàëî îòðè-
öàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Â ìî¼ì íåîïóáëèêîâàííîì òåêñòå ïîäõîä Æèâàëåâè÷à
áûë íåñêîëüêî óñèëåí, íî òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ îáíàðóæèòü íå óäà-
ëîñü.
• Ãèïîòåçà 6 (îêàçàëîñü, ÷òî ýòà ãèïîòåçà ïðèíàäëåæèò Ì. Ãðîìîâó è áûëà
óïîìÿíóòà â ñòàòüå Â. Ìèëüìàíà 1988 ãîäà) äîêàçàíà, õîòÿ íèêàêîãî ÿâíîãî
âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè N(k, d) íå óñòàíîâëåíî. Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòûå
âîïðîñû åù¼ îñòàþòñÿ.
• Ãèïîòåçà 7 î íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòà íà ïëîñêîñòè â ñåáÿ
îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Ýòà ñòàðàÿ ãèïîòåçà äåéñòâèòåëüíî ñëîæíà.
• Óäàëîñü äîñòèãíóòü íåêîòîðîãî ïîíèìàíèÿ â çàäà÷àõ äåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà
âûïóêëûå ÷àñòè ñ ðàâíûìè ìåðàìè (èëè äðóãèìè äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíûìè
ïàðàìåòðàìè), ñì. ðàáîòó [4].
• Òàêæå õîòåëîñü áû îòìåòèòü íîâûå èäåè Ì. Ãðîìîâà î ¾ñòÿãèâàíèè â ïðî-
ñòðàíñòâå (êî)öèêëîâ¿[1], êîòîðûå ìíå ïîñ÷àñòëèâèëîñü ïîíÿòü (ñì. [5]) è ïðè-
ìåíèòü â íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòàõ, êîòîðûå ñåé÷àñ íàõîäÿòñÿ â ðàáîòå.
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[11] P.V.M. Blagojević, B. Bukh, R.N. Karasev, Turán numbers for Ks,t-free graphs: topological
obstructions and algebraic constructions, arXiv:1108.5254, 2011.

http://dx.doi.org/10.1007/s00454-011-9332-1
http://arxiv.org/abs/1102.0647
http://arxiv.org/abs/1106.1549
http://arxiv.org/abs/1106.5635
http://arxiv.org/abs/1106.6176
http://arxiv.org/abs/1107.4428
http://arxiv.org/abs/1108.5254

	1. Научные публикации
	2. Конференции и международное сотрудничество
	3. Преподавательская деятельность
	4. Итоги трёх лет
	Список литературы
	Список литературы

