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Основные результаты за 2012 год. 
 

Симплектические многообразия играют фундаментальную роль в современной 

алгебраической геометрии и математической физике.  Исследования последних 20 лет 

показали тесную связь G-бирациональных инвариантов вложений однородных 

пространств для редуктивной группы G и симплектической геометрии их кокасательных 

расслоений. Одним из примечательных результатов последних лет была теорема 

Д.И.Панюшева, которая утверждает, что для G-многообразия X и его G-инвариантного 

подмногообразия Y  сложность и ранг конормального расслоения к Y в X равны 

соответственно сложности и рангу X. Напомним, что для многообразия X сложность - это 

коразмерноcть типичной орбиты в X борелевской подгруппы B в G,  а ранг - это ранг 

решетки характеров B-полуинвариантных функций на X. В связи с этой теоремой 

Панюшев высказал гипотезу о том, что в кокасательном расслоении к G-многообразию X 

ранг и сложность G-инвариантного лагранжева подмногообразия равны рангу и 

сложности X соответственно (отметим, что конормальное расслоение к инвариантному 

подмногообразию в X как раз является примером инвариантного лагранжевого 

подмногообразия в кокасательном расслоении в X). В работе В.С.Жгуна и Д.А.Тимашева 

“Симплектические многообразия с инвариантными лагранжевыми подмногообразиями,”  

опубликованной в Докладах Российской Академии наук, мы доказали обобщение теоремы 

Панюшева о сложности конормальных расслоений, которое заключается в том, что для 

конормального расслоения к G-инвариантному многообразию Y был описан стабилизатор 

общего положения в некоторой параболической подгруппе,  канонически связанной с Y 

(эта подгруппа является нормализатором общих орбит борелевской подгруппы группы G 

в многообразии Y). Более того, в этой работе нам удалось доказать гипотезу Панюшева. 

Оказалось, что эта гипотеза может быть сформулирована в большей общности, чем это 

было сделано самим Панюшевым. А именно, пусть M симплектическое многообразие, 

снабженное отображением моментов, тогда все G-инвариантные лагранжевы 

подмногообразия в M имеют одинаковую сложность и ранг. Более того, разумно 

высказать гипотезу о том, что сложность и ранг G-инвариантного лагранжева 

подмногообразия могут быть выражены через симплектические инварианты M, а именно 

через коранг и дефект. Напомним, что корангом симплектического многообразия M 

называется ранг ограничения симплектической формы на косоортогональное дополнение 

к касательному пространству к общей G-орбите в M, а дефектом называется размерность 

ядра ограничения симплектической формы на касательное пространство к общей G-

орбите в M. Отметим также, что эти инварианты могут быть выражены через размерность  

образа отображения моментов и размерность рационального фактора этого образа по 

группе G. В вышеуказанной работе, мы доказали эту гипотезу в случае, когда 

инвариантные лагранжевы подмногообразия являются квазиаффинными (или более обще 

невырожденными в терминологии Ф.Кнопа). Основным инструментом исследований 

было использование деформации к нормальному расслоению. Заметим, что нормальное 

расслоение к лагранжеву многообразию изоморфно кокасательному расслоению. Нами 

было показано, что при деформации к нормальному расслоению симплектическая форма 

на M деформируется в стандартную симплектическую форму на кокасательным 

расслоении к лагранжевому многообразию, а отображение моментов для M в стандартное 

отображение моментов. Более того, нам удалось показать, что M и  кокасательное 

расслоение к лагранжевому подмногообразию, к которому было продеформировано M, 

имеют одинаковое замыкание образа отображения моментов. Последний результат 

является наиболее технически сложным (из общих теорем алгебраической геометрии 

очевидно только включение в одну сторону). Его доказательство опирается на глубокую 

теорию, развитую в вышеуказанной работе, описывающую структуру симплектического 

многообразия в окрестности лагранжева подмногообразия. Она обобщает теорию Кнопа, 



описывающую G-эквивариантную структуру кокасательных расслоений.  Учитывая 

результаты Кнопа (1990) о связи коранга и дефекта кокасательного расслоения со 

сложностью и рангом нулевого сечения, а также то, что коранг и дефект вычисляется по 

образу отображения моментов, мы получаем доказательство гипотезы и инвариантности 

ранга и сложности для G-инвариантных лагранжевых подмногообразий в 

симплектических многообразиях. Последняя теорема существенно обобщает упомянутые 

результаты Панюшева и Кнопа и является интересным достижением в эквивариантной 

симплектической геометрии. 
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