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1. Полученные результаты.
В случае гиперэллиптических спектральных кривых получены урав-

нения, эквивалентные уравнениям Кричевера-Новикова на дискретную
динамику параметров Тюрина. Построены примеры коммутирующих
разностных операторов ранга два, отвечающих гиперэллиптичесим спек-
тральным кривым произвольного рода (совместно с Г. Маулешовой).

Введены дискретные модули Бейкера-Ахиезера на алгебраических мно-
гообразиях. Построены примеры свободных модулей. Построены приме-
ры коммутативных колец разностных операторов от нескольких дис-
кретных переменных (совместно с А.Накаяшики).

1.1 Коммутирующие разностные операторы.
И.М. Кричевером и С.П. Новиковым открыт замечательный класс

точных решений солитонных уравнений – алгебро–геометрических ре-
шений ранга l > 1. Этот класс выделяется следующим условием. Сов-
местные собственные функции вспомогательных линейных операторов,
задающих спектральную кривую Γ, образуют векторное расслоение ран-
га l над Γ. Для двумеризованной цепочки Тоды

∂2
ξηϕn = eϕn−ϕn−1 − eϕn+1−ϕn (1)

это означает следующее. Уравнение (1) допускает представление Лакса

[L1,L2] = 0,

где
L1 = ∂ξ − T − ϕnξ, L2 = ∂η − eϕn−ϕn+1T−1,

T— оператор сдвига, Tϕn = ϕn+1. Решения ранга l выделяются допол-
нительными условиями

[Li, L1] = [Li, L2] = [L1, L2] = 0, i = 1, 2,

где L1, L2–разностные операторы, определяющие спектральную кривую

L1 =

N+∑

k=N−

uk(n)T k, L2 =

M+∑

k=M−

vk(n)T k,
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коэффициенты L1, L2 также зависят от ξ, η. При этом предполагается,
что размерность пространства совместных собственных функций

L1ψ = zψ, L2ψ = wψ,

для общей точки P = (z, w) ∈ Γ равна l. Спектральная кривая Γ задается
уравнением R(z, w) = 0, где R– полином, с постоянными коэффициента-
ми зануляющий L1, L2, R(L1, L2) = 0.

Максимальное коммутативное кольцо разностных операторов, содер-
жащее L1 и L2, изоморфно кольцу мероморфных функций на алгебраи-
ческой спектральной кривой Γ с полюсами в q1, . . . , qn. Такие операторы
называются n-точечными.

В случае n = 2 и l = 1 разностные коммутирующие операторы найде-
ны И.М. Кричевером и Д. Мамфордом. Общая теория операторов ранга
l развита К.М. Кричевером и С.П. Новиковым. В частности ими найдены
операторы ранга два с эллиптической спектральной кривой.

Рассмотрим операторы, отвечающие гиперэллиптической спектраль-
ной кривой Γ рода g

w2 = Fg(z) = z2g+1 + c2gz
2g + c2g−1z

2g−1 + ... + c0, (2)

при этом

L4 =
2∑

i=−2

ui(n)T i, L4g+2 =

2g+1∑

i=−(2g+1)

vi(n)T i,

L4ψ = zψ, L4g+2ψ = wψ, ψ = ψ(n, P ), P = (z, w) ∈ Γ.

Кривая Γ допускает голоморфную инволюцию

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = σ(z,−w).

Совместные собственные функции L4 и L4g+2 удовлетворяют следующе-
му уравнению

ψ(n + 1, P ) = χ1(n, P )ψ(n− 1, P ) + χ2(n, P )ψ(n, P ). (3)

Функции χ1(n, P ) и χ2(n, P ) рациональны на Γ и имеют 2g простых по-
люсов, зависящих от n. Функция χ2(n, P ) дополнительно имеет простой
полюс в точке q = ∞ ∈ Γ. Для того, чтобы найти операторы L4 и L4g+2,
достаточно найти функции χ1 и χ2.
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Нами доказаны следующие теоремы.

Теорема 1 Если

χ1(n, P ) = χ1(n, σ(P )), χ2(n, P ) = −χ2(n, σ(P )), (4)

то оператор L4 имеет вид

L4 = (T + V (n)T−1)2 + W (n), (5)

при этом

χ1(n) = −V (n)Q(n + 1)

Q(n)
, χ2(n) =

w

Q(n)
, (6)

где
Q(n) = zg + αg−1(n)zg−1 + . . . + α0(n).

Функции V (n),W (n), Q(n) удовлетворяют уравнению

Fg(z) = Q(n− 1)Q(n + 1)V (n) + Q(n)(Q(n + 2)V (n + 1) +

Q(n + 1)(z − V (n)− V (n + 1)−W (n))). (7)

Замечательно, что уравнение (7) линеаризуется . А именно, если в (7)
заменить n на n+1 и от полученного уравнение отнять (7), то результат
делится на Q(z, n + 1). В итоге приходим к линейному уравнению на Q.

Функции Q(n), V (n), W (n) удовлетворяют уравнению

Q(n− 1)V (n) + Q(n)(z − V (n)− V (n + 1)−W (n))−
Q(n + 2)(z − V (n + 1)− V (n + 2)−W (n + 1))−Q(n + 3)V (n + 2) = 0. (8)

Если Q удовлетворяет уравнению (8), то Q удовлетворяет уравнению
(7) для некоторого Fg(z).

Таким образом, нахождение пар коммутирующих операторов сводит-
ся к уравнению (8). Теорема 1 позволяет эффективно строить примеры
коммутирующих операторов.

Теорема 2Оператор

L4 = (T + (r3n
3 + r2n

2 + r1n + r0)T
−1)2 + g(g + 1)r3n, r3 6= 0.
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коммутирует с разностным оператором L4g+2, где r0, r1, r2, r3 — произ-
вольные параметры.

Теорема 3Оператор

L4 = (T + (r1a
n + r0)T

−1)2 + g(g + 1)mr1a
n, r1 6= 0.

коммутирует с разностным оператором L4g+2, где

m =
a2g+1 − ag+1 − ag + 1

g(g + 1)ag
,

r0, r1 — произвольные параметры.

Теорема 4 Оператор

L4 = (T + (r1 cos(n) + r0)T
−1)2 + r2 cos(n) + r3 sin(n), r1 6= 0,

где
r2 = −r3 cot(

1

2
), r3 = 4r1 sin(

1

2
) sin(

g

2
) sin

(1 + g)

2
,

r0, r1 — произвольные параметры, коммутирует с разностным опера-
тором порядка (4g + 2).

2.1 Дискретизация модулей Бейкера–Ахиезера и коммути-
рующие разностные операторы нескольких дискретных пере-
менных

Введем понятие дискретного модуля Бейкера–Ахиезера (ДБА). С по-
мощью ДБА-модулей мы построим коммутативные кольца разностных
операторов с матричными коэффициентами со спектральными парамет-
рами, принадлежащими многомерным алгебраическим многообразиям.

Определение 1 Пусть X — алгебраическое многообразие, Y — под-
многообразие в X. Множество C-значных функций M̂ = {ψ(n, P ) |n ∈
Zg, P ∈ X} называется ДБА-модулем, если выполнены следующие усло-
вия.

1. Tiψ(n, P ) ∈ M̂, где Ti — оператор сдвига по i-й дискретной перемен-
ной в n = (n1, ..., ng).
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2. f(n)ψ(n, P ) ∈ M̂ , для произвольной функции f(n).

3. λ(P )ψ(n, P ) ∈ M̂ для каждой мероморфной функции λ(P ) на X с
полюсом на Y .

4. Сумма любых двух элементов из M̂ принадлежит M̂ .

Пусть AY — кольцо мероморфных функций на X с полюсом на Y ,
Tg = K̂[T1, . . . , Tg] кольцо разностных операторов, где K̂ кольцо функций
на Zg. Свойства 1–3 означают, что M̂ является модулем над кольцом
разностных операторов Tg и одновременно модулем на AY . Мы назовем
M̂ дискретным модулем Бейкера–Ахиезера (ДБА)-модулем.

Предположим, что M̂ является свободным Tg-модулем конечного ран-
га. Тогда ДБА-модуль позволяет построить коммутирующие разност-
ные операторы нескольких переменных. Действительно, выберем сво-
бодный базис ψ1, . . . , ψN в M̂ и рассмотрим векторнозначную функцию
Ψ = t(ψ1, . . . , ψN). Тогда в силу свободности Tg-модуля M̂ для λ ∈ AY

существует единственный разностный оператор с матричными коэффи-
циентами D(λ) такой, что

D(λ)Ψ = λΨ.

Аналогично для µ ∈ AY , имеем

D(µ)Ψ = µΨ.

Операторы D(λ) и D(µ) коммутируют, так как M̂ является свободным и
так как λ, µ не зависят от дискретной переменной n. Это означает, что
семейство совместных собственных векторнозначны функций {Ψ(n, P )},
параметризованное точками X, достаточно велико и из коммутативности
операторов на {Ψ(n, P )} следует коммутативность на пространстве всех
векторнозначных функций.

Мы построим свободные ДБА-модули по абелевым многообразиям с
несингулярными тэта-дивизорами и по некоторым рациональным мно-
гообразиям посредством дискретизации соответствующих БА-модулей.
Мы покажем, что базис БА-модуля задает базис соответствующего ДБА-
модуля.

ДБА-модули на абелевых многообразиях
Пусть τ — точка верхней полуплоскости Зигеля, θa,b(z, τ) — тэта-

функция Римана с характеристиками t(ta, tb), a, b ∈ Rg, X = C/(Zg +
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τZg), Θ ⊂ X — тэта-дивизор, заданный нулями θ(z) := θ0,0(z, τ) и пусть
Lc, c ∈ Cg плоское расслоение на X, для которого θ(z + c)/θ(z) является
мероморфным сечением. Мероморфные сечения Lc могут быть отож-
дествлены с мероморфными функциями f(z) на Cg, которые удовлетво-
ряют условию

f(z + m + τn) = exp(−2πitnc)f(z), (9)

m,n ∈ Zg + τZg.
Пусть Lc(m) — пространство мероморфных сечений Lc с полюсом на

Θ порядка не выше чем m и Lc = ∪∞m=0Lc(m). Базис Lc(m) может быть
задан достаточно явно. А именно, для неотрицательного целого числа m
и a ∈ Zg/mZg положим

Fm,a(z, c) = θa/m,0(mz + c,mτ)/θ(z)m.

Множество функций {Fm,a(z, c)} является базисом в Lc(m).
Обозначим через K кольцо мероморфных функций на Cg с коорди-

натами x = (x1, ..., xg). Модуль Бейкера–Ахиезера Mc пары (X, Θ) имеет
вид

Mc = ∪∞m=0Mc(m), Mc(m) =
∑

a

KFm,a(z, c + x).

Мы дискретизируем Mc следующим образом.
Определим оператор Ti

TiF (z, x) = F (z, x + hiei)
θ(z − hiei)

θ(z)
, F (z, x) ∈ Mc,

где ei — i-й единичный вектор в Cg и hi ∈ C — параметр. Не сложно
видеть, что Ti действует на Mc, так как он сохраняет соотношение (9)
для Lc+x.

С функцией f(x) ∈ K мы ассоциируем отображение f̂ : Zg → K
f̂(n) = f(x + nh),

где n = (n1, ..., ng) и nh = (n1h1, ..., nghg). Отождествим отображение f̂ с
его значением f̂(n). Пусть

K̂ = {f̂(n)|f ∈ K}.
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Таким образом мы можем рассматриватьK как кольцо дискретных функ-
ций дискретного переменного n ∈ Zg.

Для неотрицательного целого m и a ∈ Zg/mZg определим отображе-
ние F̂m,a : Zg → Mc

F̂m,a(n) = T nFm,a(z, c + x),

где T n = T n1
1 · · ·T ng

g . Отождествим отображение F̂m,a с его значением
F̂m,a(n). Будем писать F̂m,a(n, z), если необходимо указать зависимость
от z.

Определим дискретный модуль Бейкера–Ахиезера M̂c

M̂c = ∪∞m=0M̂c(m), M̂c(m) =
∑

a∈Zg/mZg

K̂F̂m,a(n).

В явном виде

M̂c(m) =
∑

a

K̂θa/m,0(mz + c + x + nh,mτ)

θ(z)m

g∏
j=1

(
θ(z − hej)

θ(z)

)nj

.(10)

Укажем пример элементов в M̂c(m) при m = 1, 2.

Пример.

θ(z + c + x + nh)

θ(z)

g∏
j=1

(
θ(z − hej)

θ(z)

)nj

∈ M̂c(1),

θ(z + c + x + nh + β)θ(z − β)

θ2(z)

g∏
j=1

(
θ(z − hej)

θ(z)

)nj

∈ M̂c(2),

где β произвольная константа в Cg. Первый пример отвечает m = 1,
a = 0 в (10).

Оператор Ti действует на M̂c как оператор сдвига:

Ti

(
f̂(n)F̂m,a(n)

)
= f̂(n + ei)F̂m,a(n + ei).

Обозначим через Tg = K̂[T1, ..., Tg] кольцо разностных операторов с
коэффициентами в K̂. Тогда M̂c становится Tg-модулем.
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Пусть A = L0 является кольцом мероморфных функций на X с по-
люсом на Θ. Очевидно, что Lc+x является A-модулем. Это влечет, что
кольцо A также действует на M̂c. На самом деле для f(z) ∈ A выполне-
но равенство

f(z)Fm,a(z, c + x) =
∑

m′,a′
fm′,a′(x)Fm′,a′(z, c + x), (11)

для некоторых fm′,a′(x) ∈ K, так как Lc+x является A-модулем. Заметим,
что умножение на f(z) коммутирует с действием Ti. Поэтому, применяя
T n к (11), получаем

f(z)F̂m,a(n) =
∑

m′,a′
f̂m′,a′(n)F̂m′,a′(n),

что означает f(z)M̂c ⊂ M̂c. Следовательно, M̂c является (Tg, A)-бимодулем.
Далее мы предполагаем, что Θ не сингулярен. Сформулируем нашу

первую теорему.

Теорема 1 Для несчетного множества h ∈ (C∗)g модуль M̂c является
Tg-модулем ранга g!, где C∗ = C\{0}.

Следствие 1 Для h, указанных в Теореме 1, существует кольцевое
вложение

A → Mat(g!, Tg).

ДБА-модули на рациональных многообразиях
Построим рациональное спектральное многообразие Γ отождествляя

на CP 1×CP g−1 две гиперповерхности. Будем обозначать точки проектив-
ного пространства CPm−1 через [t1, ..., tm], а точки m-мерного аффинного
пространства через (t1, ..., tm).

Зафиксируем a1, a2, b1, b2 ∈ C такие, что (ai, bi) 6= (0, 0) и [a1, b1] 6=
[a2, b2]. Пусть P невырожденное линейное отображение P : Cg → Cg,
λj и vj, j = 1, . . . , g собственные значения и собственные векторы P .
Будем предполагать, что λi 6= λj при i 6= j. Обозначим индуцированное
отображение CP g−1 → CP g−1 тем же символом P .

Положим

Γ = CP 1 × CP g−1/{([a1, b1], t) ∼ ([a2, b2],P(t)), t ∈ CP g−1}.
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На Γ существует структура алгебраического многообразия.
Пусть f(P ), fi(P ), 1 . . . , g функции зависящие от P = (z1, z2, t1, ..., tg) ∈

Cg+2 вида

f(z1, z2, t1, . . . , tn) =

g∑
j=1

(αjz1tj + βjz2tj), αj, βj ∈ C, (12)

fi(z1, z2, t1, . . . , tg) =

g∑

k=1

(αikz1tk + βikz2tk) , αik, βik ∈ C. (13)

Предложение 1 Для общих (α, β) ∈ C2g и (αi, βi) ∈ C2g, i = 1, ..., g,
существуют A, c1, ..., cg ∈ C∗ такие, что для всех t = (t1, ..., tg) ∈ Cg

функции (12), (13) удовлетворяют уравнениям:

f(a1, b1, vj) 6= 0, 1 ≤ j ≤ g, (14)
f(a1, b1, t)− Af(a2, b2,P(t)) = 0, (15)
fi(a1, b1, t)− cifi(a2, b2,P(t)) = 0, 1 ≤ i ≤ g. (16)

Согласно (15) уравнение

f(z1, z2, t1, . . . , tg) = 0

корректно определяет гиперповерхность в Γ.
Для Λ ∈ C∗, дискретный модуль Бейкера–Ахиезера M̂Λ определяется

аналогично случаю абелевых многообразий как дискретизация модуля
Бейкера–Ахиезера. А именно,

M̂Λ = ∪∞k=0M̂Λ(k), (17)

M̂Λ(k) =

{
ψ(n, P ) =

h(n, P )

f(P )k

g∏
j=1

(
fj(P )

f(P )

)nj
}

, (18)

где h(n, P ) = h(n, z1, z2, t) произвольные функции вида

h(n, P ) =
∑

0≤j≤k,|α|=k

hj α(n) zj
1z

k−j
2 tα, (19)

α = (α1, . . . , αg), tα = tα1
1 · . . . · tαg

g , удовлетворяющие уравнению

h(n, a1, b1, t)− ΛAkh(n, a2, b2,P(t))

g∏
j=1

(
A

cj

)nj

= 0. (20)
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Это уравнение эквивалентно множеству однородных уравнений на {hjα(n)},
которые имеют нетривиальные решения при условиях Предложения 1.
Заметим, что уравнение (20) может быть записано в виде

ψ(n, a1, b1, t)− Λψ(n, a2, b2,P(t)) = 0. (21)

Согласно (15), (16), (21), если ψ ∈ M̂Λ(k), то Tjψ = ψ(n + ei, P ) ∈
M̂Λ(k + 1). Следовательно, мы имеем g отображений

Tj : M̂Λ(k) → M̂Λ(k + 1), j = 1, . . . , g.

Теорема 2 Для несчетного множества h ∈ (C∗)g модуль M̂Λ является
свободным Tg-модулем ранга g порожденным g функциями из M̂Λ(1).

Пусть A кольцо мероморфных функций на Γ с полюсом на дивизоре
(f = 0).

Следствие 2 Для h определенных в Теореме 2 существует кольцевое
вложение

A → Mat(g, Tg).
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