
Îöåíêè êðàòíîñòè è çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Ìèõàèë Êàðïóõèí

Ïðîåêò ïîñâÿùåí ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè èëè, áîëåå òî÷íî, îöåíêàì íà êðàòíîñòè è çíà÷åíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè. Ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè � âàæíûé èíâàðèàíò ðè-
ìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, òîïîëîãè÷åñêèå è ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî è ïëàíèðóåòñÿ èçó÷àòü â äàííîì
ïðîåêòå. Èññëåäîâàíèå áóäåò ïðîâîäèòñÿ â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ.

Èçó÷åíèå ôóíêöèîíàëîâ Λi(T2, g). Ïóñòü (M, g) � çàìêíóòîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2.
Íîðìàëèçîâàííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè Λi(M, g) = λi(M, g) Area(M) ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå ìåòðèê íà M . Êîðåâààð äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåé
îöåíêè äëÿ ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùåé òîëüêî îò òîïîëîãèè M . Òåì íå ìåíåå, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàê-
ñèìàëüíûõ ìåòðèê ðåøåíà äëÿ î÷åíü îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ìíîãîîáðàçèé è íîìåðîâ i. Â ïîïûòêàõ ðåøèòü
ýòó çàäà÷ó áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ýêñòðåìàëüíîé ìåòðèêè, êîòîðîå îêàçàëîñü òåñíî ñâÿçàííûì ñ ìèíèìàëüíî
ïîãðóæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â åâêëèäîâûõ åäèíè÷íûõ ñôåðàõ Sn. Ýëü Ñóôè è Èëèàñ äîêàçàëè, ÷òî
ìåòðèêà g, èíäóöèðîâàííàÿ òàêèì ïîãðóæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ôóíêöèîíàëà ΛN(2)(M, g), ãäå
N(λ) = #{λi(M, g) < λ}. Ýòà ñâÿçü èñïîëüçîâàëàñü Ëÿïóàíòîì, Ïåíñêèì è àâòîðîì ïðîåêòà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ÿâíûõ ïðèìåðîâ ýêñòðåìàëüíûõ ìåòèê íà òîðàõ è áóòûëêàõ Êëåéíà. Â áëèæàéøåå âðåìÿ ïëàíèðóåòñÿ äîêà-
çàòü, ÷òî âñå ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ýêñòðåìàëüíûå ìåòðèêè íå ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè. Äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ áóäóò âåñòèñü â íàïðàâëåíèè ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷.

1) Ïîñòðîåíèå ìåòðèêè, ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ôóíêöèîíàëà Λ2(T2, g). Ýòî åäèíñòâåííûé ôóíêöèîíàë íà
òîðå, äëÿ êîòîðîãî íå èçâåñòíî íè îäíîé ýêñòðåìàëüíîé ìåòðèêè.

2) Ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíûõ ìåòðèê äëÿ ôóíêöèîíàëà Λ1(T2, g), îãðàíè÷åííîãî íà êîíôîðìíûé êëàññ
[g]. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êëàññû, â êîòîðûõ ìàêñèìàëüíàÿ ìåòðèêà íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé.

3) Õñÿíã è Ëîóñîí êëàññèôèöèðîâàëè âñå ìèíèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîîäíîðîäíîñòè 1 â S3. Â ÷àñò-
íîñòè, äâà èç ÷åòûðåõ èçâåñòíûõ ñåìåéñòâ ýêñòðåìàëüíûõ ìåòðèê ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîäìíîãî-
îáðàçèÿìè êîîäíîðîäíîñòè 1 â S3. Ïëàíèðóåòñÿ èçó÷èòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îñòàâøèõñÿ ïîäìíîãî-
îáðàçèé â êëàññèôèêàöèè Õñÿíãà-Ëîóñîíà.

Çàäà÷à Ñòåêëîâà íà ïîâåðõíîñòÿõ. Çàäà÷à Ñòåêëîâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ ïîñòàíîâêè ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ãðàíèöåé. Â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðó
ïðîåêòà ñîâìåñòíî ñ Êîêàðåâûì è È. Ïîëòåðîâè÷åì óäàëîñü ïîëó÷èòü âåðõíèå îöåíêè íà êðàòíîñòè ñîîò-
âåòñâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë σi. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðîäîëæèòü èçó÷åíèå ñïåêòðà Ñòåêëîâà, â
÷àñòíîñòè, ïîëó÷èòü îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ.

4) Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (Mn, gn), òàêàÿ ÷òî dimMn = 2 è íîðìà-
ëèçîâàííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà Ñòåêëîâà σ1(Mn, gn)L(∂Mn) → ∞ ïðè n → ∞? Çäåñü L(∂M) îçíà÷àåò
äëèíó ãðàíèöû ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îçíà÷àåò, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà
íà ïåðâîå íîðìàëèçîâàííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ.

Êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ôîðìàõ. Îïåðàòîð Ëàïëàñà åñòåñòâåííî
ïðîäîëæàåòñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è â ýòîì êîíòåêñòå èìåþòñÿ èíòåðåñíûå íåðåøåííûå âîïðîñû.
Äîëãîñðî÷íûì ïëàíîì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îòâåòîâ íà ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà.

5) Âåðíî ëè, ÷òî íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèèM ñ dimM > 6 è äëÿ ëþáîãî N ñóùåñòâóåò ìåòðèêà, äëÿ êîòîðîé
êðàòíîñòü ïåðâîãî íåíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà Ω1(M) áîëüøå N .

6) Ïóñòü dimM = 3. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò îöåíêà íà êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà,
îãðàíè÷åííîãî íà Ω1(M), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò òîïîëîãèè M?
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