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Ðàçðåøèìîñòü òåîðèé è ýôôåêòèâíûå ñèñòåìû îðäèíàëüíûõ
îáîçíà÷åíèé.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé â áîëåå àëãåáðàè÷åñêîì ñòèëå, ÷åì
ýòî èíîãäà ïðèíÿòî � êàê ìîäåëè íåêîòîðîé ðåóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìîé ñèãíàòóðû, ñîñòîÿ-
ùåé èç êîíñòàíòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, à òàêæå áèíàðíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà
<, òàêèå, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ < ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷èâàíèåì, âñå ýëåìåíòû ýòîé ìîäå-
ëåé ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ òåðìîâ è ðàçðåøèìà ïðîáëåìà <-ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé
çàìêíóòûõ òåðìîâ. Îñíîâíîé ìîòèâàöèåé ìîèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ, äàâíî îáíàðóæåíàÿ,
ïðîáëåìà ñâÿçàííàÿ ñ ôîðìàëèçàöèåé, âîçíèêàþùåãî íà ïðàêòèêå ïîíÿòèÿ �åñòåñòâåííîé� ñè-
ñòåìû îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé; äàííûé ïëàí íå ïðåäïîëàãàåò ðàçðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû,
èçâåñòíîé, êàê ïðîáëåìà êàíîíè÷íîñòè ñèñòåì îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé, íî íåêîòîðûå ðå-
çóëüòàòû, êîòîðûå ïëàíèðóåòñÿ ïîëó÷èòü â ðàìêàõ ýòîãî èññëåäîâàíèÿ, ìîãóò áûòü ïîëåçíû
â äàëüíåéøåì äëÿ å¼ ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòå [1] è ìîåé äèïëîìíîé ðàáîòå �Î ðàçðåøèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé àëãåáð äî-
êàçóåìîñòè è èõ ôðàãìåíòîâ.� ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé, îñíîâàí-
íûå, íà ïîëèìîäàëüíîé ëîãèêå äîêàçóåìîñòè GLP. Ïîðÿäêîâûå òèïû òàêèõ ñèñòåì îðäè-
íàëüíûõ îáîçíà÷åíèé äîõîäÿò äî è âêëþ÷àþò ε0 � áîëüøîé ñ÷¼òíûé îðäèíàë, òåîðåòèêî-
äîêàçàòåëüñòâåííûé îðäèíàë PA. Ýòà ëîãèêà è òàêîãî ðîäà ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé àêòèâíî
èçó÷àëèñü â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå. Â óêàçàííûõ â íà÷àëå àáçàöà ðàáîòàõ áûëî óñòàíîâëå-
íî, ÷òî òàêîãî ðîäà ñèñòåìû îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé îáëàäàþò ðàçðåøèìîé ýëåìåíòàðíîé
òåîðèåé(ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë ñ êâàíòîðàìè, èñòèííûõ â äàííîé ìîäåëè) äëÿ îòíîñèòåëü-
íî ìàëåíüêèõ îðäèíàëîâ è íåðàçðåøèìîé äëÿ áîëüøèõ, áûëè óñòàíîâëåíû òî÷íûå ãðàíèöû;
â çàâèñèìîñòè îò íåêîòîðûõ äåòàëåé ïîñòðîåíèÿ, âåðõíåé ãðàíèöåé ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ
ëèáî îðäèíàë ωω, ëèáî îðäèíàë ωωω

.
Âåä¼òñÿ ðàáîòà íàä òåîðåìîé, êîíòðàñòèðóþùåé ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè � ïëàíè-

ðóåòñÿ äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ñâîáîäíîïîðîæä¼ííîé èç êîíñòàíòGLP-
àëãåáðû; âñå ñòðóêòóðû èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ âêëàäûâàþòñÿ â ýòó àëãåáðó.

Íåäàâíî (2009 ã.) Ë. Áðî äëÿ âñåõ α < ε0 áûëà óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü ìîíàäè÷åñêîé
òåîðèè (ìíîæåñòâà âñåõ ôîðìóë ñ êâàíòîðàìè ïî ìíîæåñòâàì ýëåìåíòîâ è èíäèâèäóàëüíûì
ýëåìåíòàì, èñòèííûõ â äàííîé ìîäåëè) ñèñòåìû îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé, ïîñòðîåííîé åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì èç ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû êîôèíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äî α. Ïîçäíåå
òåì æå àâòîðîì è À. Êàðà¼ëåì áûëà ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ ãðàíü ε0(òî÷íàÿ â ñèëó ïðåäûäóùåãî
ðåçóëüòàòà) äëÿ âïîëíå óïîðÿäî÷èâàíèé, ëåæàùèõ â èåðàðõèè Êóêàëÿ � áîëüøîì è àêòèâíî
èçó÷àåìîì êëàññå ñòðóêòóð ñ ðàçðåøèìîé ìîíàäè÷åñêîé òåîðèåé.

Ïëàíèðóåòñÿ ïîëó÷èòü óñèëåíèå ïðåäûäóùåãî ðåçóëüòàòà äî òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ε0 íà
âûñîòû ôóíäèðîâàíûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé èç ýòîé èåðàðõèè.

Ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåñòè àíàëèç ñèñòåì îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â èåðàð-
õèè Êóêàëÿ íà ïðåäìåò èõ àäåêâàòíîñòè äëÿ Π2-îðäèíàëüíîãî àíàëèçà è Π1-îðäèíàëüíîãî
àíàëèçà; òåêóùàÿ ãèïîòåçà î íåôîðìàëüíûõ ñâîéñòâàõ ýòèõ ñèñòåì îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé
ñîñòîèò â èõ íå-�ïàòàëîãè÷íîñòè�, ÷òî äîëæíî îçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïðåäûäóùèå
âîïðîñû.

Êðîìå òîãî ïëàíèðóåòñÿ ðåøèòü ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè÷åñêîé òåîðèèè äëÿ ñèñòå-
ìû îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé äî ε0, àíàëîãè÷íóþ ðàññìîòðåíûì Ë. Áðî. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà, ïðåäïîëîæèòåëüíî, ïîòðåáóåòñÿ íîâûé ìîùíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè÷åñêèõ òåîðèé è ïðè ýòîì, â ñèëó ëåæàíèÿ ó ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè èç-
âåñòíîãî ìåòîäà, âîçìîæíî êîíñòðóêöèÿ íîâîãî(ãèïîòåòè÷åñêîãî) ìåòîäà áóäåò çíà÷èòåëüíî
ÿñíåå, ÷åì ýòî ìîãëî áûòü äî ïðèâåä¼ííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ Áðî è Êàðà¼ëÿ. Ñêîðåå âñå-
ãî, îïÿòü æå ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåøåíèå ïðîáëåìû, ðàçðàáîòàííóþ òåõíèêó ìîæíî áóäåò
ïðèìåíÿòü äëÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ ñî çíà÷èòåëüíî áîëüøèìè îðäèíàëàìè.
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