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Ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ìàòåìàòèêè. Çà÷àñòóþ äàæå ïîïûòêè ðåøåíèÿ òåõ èëè èíûõ
êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷ ïðèâîäÿò ê ñîçäàíèþ íîâûõ òåîðèé, à èíîãäà è öåëûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè-
êè.

Ïðàêòè÷åñêè âñå êëàññèôèêàöèîííûå çàäà÷è (îñîáåííî èç ãåîìåòðèè è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ äæåòîâ è äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.
À èìåííî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M êëàññèôèöèðóåìûõ îáúåêòîâ (íàïðèìåð, ãëàäêèõ ôóíêöèé èëè
âåêòîðíûõ ïîëåé) è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà k-äæåòîâ Jk ýòèõ îáúåêòîâ. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíî-
æåñòâå M êàíîíè÷åñêè ïîäíèìàåòñÿ äî äåéñòâèÿ G : Jk äëÿ âñåõ k. Èíâàðèàíòû äåéñòâèÿ ãðóïïû G â
ïðîñòðàíñòâàõ äæåòîâ íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî çíàíèå âñåé àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïîçâîëÿåò îïèñàòü îð-
áèòû èñõîäíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå M . Ïîýòîìó îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè òàêîì ïîäõîäå
ê îïèñàíèþ G-îðáèò çàêëþ÷àåòñÿ, êàê ïðàâèëî, â íàõîæäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èíâàðèàíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ êîíêðåòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, âî-
ïåðâûõ, êðàéíå ãðîìîçäêè â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå, à âî-âòîðûõ, íåïðèìåíèìû â îáùèõ çàäà÷àõ (íà-
ïðèìåð, îíè íåïðèìåíèìû ê ïðîáëåìàì, ôîðìóëèðóåìûì íèæå). Áîëåå òîãî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå
ñóùåñòâóåò îáùèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ (ò.å. îïèñàíèÿ âñåõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ãðóïï).

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ïîäõîäà, ñâÿçàííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èíâàðèàíòîâ, äëÿ êëàññèôèêàöèè ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ, è ïîñòðîåíèå àëãåáð äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ðàçëè÷íûõ (ïñåâäî)ãðóïï íà ïðîñòðàíñòâàõ äæåòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàìêàõ
ïðîåêòà ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå êëàññèôèêàöèîííûå ïðîáëåìû (êàê äîñòàòî÷íî îáùåãî
õàðàêòåðà, òàê è êîíêðåòíûå), îòíîñÿùèåñÿ ê àëãåáðå, ãåîìåòðèè è äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.
Îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî èçó÷åíèþ ñëåäóþùèõ ïðîáëåì.

Ïðîáëåìà 1. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî B := G/H (íà êîòîðîì ãðóïïà G äåéñòâóåò ëå-
âûìè ñäâèãàìè) è âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π : P → B ñ äåéñòâèåì ñòðóêòóðíîé ãðóïïû G. Ñîãëàñíî
ïîäõîäó, ïðåäëîæåííîìó Ô. Êëåéíîì â ðàìêàõ ¾Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììû¿, äåéñòâèå G : π îïðåäåëÿåò
íàì ãåîìåòðèþ, ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ π ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, à èçó÷åíèå ãåîìåòðèè
çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ìîäóëå ñå÷åíèé Γ(π). Íàéòè è èñ-
ñëåäîâàòü ïîëå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ñòðóêòóðíîé ãðóïïû G íà ìîäóëå ñå÷åíèé
Γ(π).

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ ñòðóêòóð-
íîé ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå G/H.

Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã ýòîé çàäà÷è: êëàññèôèöèðî-
âàòü (êîñî)ñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñî ìíîãèìè
äðóãèìè èíòåðåñíûìè ïðîáëåìàìè, â ÷àñòíîñòè, ñ êëàññèôèêàöèåé ñèìâîëîâ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ìîíæà�Àìïåðà.

Ïðîáëåìà 2. Êëàññèôèöèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèÿ òî÷å÷íîé è êîíòàêòíîé ïñåâäîãðóïï. Ôóíêöèÿ y çäåñü ìîæåò áûòü êàê ñêàëÿðíîé,
òàê è âåêòîðíîé (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äåéñòâèå êîíòàêòíîé ïñåâäîãðóïïû ñîâïàäàåò ñ òî÷å÷íîé).

Ýòà ïðîáëåìà èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè (â òîì ÷èñëå Ëè, Òðåññå, Ëèóâèëëåì, ×åðíîì è
äð.), îäíàêî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òî÷å÷íàÿ è êîíòàêòíàÿ êëàññèôèêàöèè òàêèõ óðàâíåíèé íåèçâåñòíû
ïðè n > 3.
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