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Ïîëó÷åííûå â 2013 ãîäó ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ãîäó óäàëîñü äîêàçàòü íåñêîëüêî òåîðåì, óñèëèâàþùèõ íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå
òåîðåìû, ïðèíàäëåæàùèå Êóðòó Ìàëåðó. Ýòè òåîðåìû êàñàþòñÿ òàê íàçûâàåìîãî ïðèí-

öèïà ïåðåíîñà, èãðàþùåãî âàæíóþ ðîëü â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðèíöèï
ïåðåíîñà ñâÿçûâàåò â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííûå çàäà÷è. Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç
óïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ Ìàëåðà. Óäîáíåå âñåãî äëÿ ýòîãî ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèÿìè ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ ìèíèìóìîâ è ïñåâäîïðèñîåäèíåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ℓ1, . . . , ℓd � d ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ ôîðì íà Rd è ïóñòü
ℓ∗1, . . . , ℓ

∗
d � äâîéñòâåííûé íàáîð ëèíåéíûõ ôîðì, òî åñòü ⟨ℓi, ℓ∗j⟩ = δij, ãäå ⟨ · , · ⟩ îáîçíà÷àåò

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä

Π =
{
z ∈ Rd

∣∣∣ |ℓi(z)| 6 1, i = 1, . . . , d
}
.

Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåä

Π∗ =
{
z ∈ Rd

∣∣∣ |ℓ∗i (z)| 6 1, i = 1, . . . , d
}

íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïðèñîåäèíåííûì ê ïàðàëëåëåïèïåäó Π.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü M � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå òåëî â Rd ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü Λ � d-ìåðíàÿ ðåøåòêà â Rd. Òîãäà k-ì ïîñëåäîâàòåëüíûì
ìèíèìóìîì µk(M,Λ) òåëà M îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè Λ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå µ > 0,
òàêîå ÷òî µM ñîäåðæèò k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òî÷åê ðåøåòêè Λ.

Èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ Ìàëåðîì â 1939-ì ãîäó, ñëåäóåò

Òåîðåìà A. Ïóñòü â Rd çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä Π ñ öåíòðîì â òî÷êå íà-

÷àëà êîîðäèíàò. Ïóñòü

µ1(Π
∗,Zd) 6 1 è µ1(Π,Zd) > 1.

Òîãäà

µk(Π,Zd) 6 d
1

d−k , k = 1, . . . , d− 1.

Â ýòîì ãîäó óäàëîñü ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â Rd çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä Π ñ öåíòðîì â òî÷êå íà÷àëà

êîîðäèíàò. Ïóñòü

µ1(Π
∗,Zd) 6 1 è µ1(Π,Zd) > 1.

Òîãäà

µk(Π,Zd) 6 d
1

2(d−k) , k = 1, . . . , d− 1. (1)
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Äëÿ k = 2 óäàëîñü ïîëó÷èòü íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â Rd çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä Π ñ öåíòðîì â òî÷êå íà÷àëà

êîîðäèíàò. Ïóñòü

µ1(Π
∗,Zd) 6 1 è µ1(Π,Zd) > 1.

Òîãäà

µ2(Π,Zd) 6 cd, (2)

ãäå cd � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà t2(d−1) − (d− 1)t2 − 1.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

d
1

2(d−1) < cd < d
1

2(d−2) . (3)

Òî åñòü, äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî (2) ñèëüíåå íåðàâåíñòâà (1) äëÿ k = 2. Êðîìå òîãî,
èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

cd = 1 +
ln d

2d
+O

(
ln2 d

d2

)
ïðè d → ∞.

Â ñëó÷àå d = 3 óäàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâà, áîëåå ñèëüíûå, ÷åì (1) è (2), ÿâëÿþùèåñÿ
ê òîìó æå òî÷íûìè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü â R3 çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä Π ñ öåíòðîì â òî÷êå íà÷àëà

êîîðäèíàò. Ïóñòü

µ1(Π
∗,Z3) 6 1 è µ1(Π,Z3) > 1.

Òîãäà

µ1(Π,Z3) 6 2/
√
3 è µ2(Π,Z3) 6 5/4.

Ïðè ýòîì êîíñòàíòû 2/
√
3 è 5/4 íåóëó÷øàåìû.

Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, ñîäåðæàùóþ â ñåáå â íåêîòîðîì ñìûñëå áåñêîíå÷íî
ìíîãî òåîðåì ïåðåíîñà. Îáû÷íûå òåîðåìû ïåðåíîñà â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷-
êè ðåøåòêè â îäíîì ìíîæåñòâå óòâåðæäàþò íàëè÷èå òî÷êè ðåøåòêè â íåêîòîðîì äðóãîì
ìíîæåñòâå. Ìû æå â òàêîì æå ïðåäïîëîæåíèè ïîñòðîèì öåëîå ñåìåéñòâî ïàðàëëåëåïè-
ïåäîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ áóäåò òî÷êà ðåøåòêè.

Ïóñòü Π � ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä â Rd ñ öåíòðîì â òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð A ∈ GLd(R), ÷òî AΠ = [−1, 1]d. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà
τττ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd

>0 ïîëîæèì

Hτττ = A−1


τ1 0 · · · 0
0 τ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · τd

A.

Òî åñòü îïåðàòîð Hτττ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîìïîçèöèþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà è ãî-
ìîòåòèè, ïðè÷åì îñè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ïàðàëëåëåïèïåäà Π.

Â ýòîì ãîäó ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü â Rd çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä Π ñ öåíòðîì â òî÷êå íà÷àëà

êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà τττ = (τ1, . . . , τd), òàêîãî ÷òî

d∑
i=1

τ 2i =
d∏

i=1

τ 2i , (4)

ñïðàâåäëèâî

µ1(Π
∗,Zd) 6 1 =⇒ µ1(HτττΠ,Zd) 6 1.
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Ó÷àñòèå â ðàáîòå êîíôåðåíöèé â 2013 ãîäó

◦ �Multidimensional Continued Fractions� (Ãðàö, Àâñòðèÿ, èþíü 2013), ïëåíàðíûé äîêëàä

◦ 26th Journ�ee Arithm�etiques Grenoble 2013 (Ãðåíîáëü, Ôðàíöèÿ, èþëü 2013), ñåêöèîííûé
äîêëàä

◦ �Palanga Conference in Combinatorics and Number Theory� (Ïàëàíãà, Ëèòâà, ñåíòÿáðü
2013), ïëåíàðíûé äîêëàä

◦ �Geometry, Topology and Applications� (ßðîñëàâëü, ñåíòÿáðü 2013), ïëåíàðíûé äîêëàä

◦ �Thue 150� (Áîðäî, Ôðàíöèÿ, îêòÿáðü 2013), áåç äîêëàäà

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

◦ Êóðñ �Òåîðèÿ ÷èñåë�, ìåõìàò, 4-é êóðñ, ëåêöèè è ñåìèíàðû

◦ Êóðñ �Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ÷èñåë�, ìåõìàò, 1-é êóðñ, ñåìèíàðû

◦ Êóðñ �Òåîðèÿ ÷èñåë�, Áàêèíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ, 4-é êóðñ, ëåêöèè è ñåìèíàðû

◦ Êóðñ �Ãåîìåòðèÿ�, ÑÓÍÖ ÌÃÓ, 11-é êëàññ, ëåêöèè è ñåìèíàðû

◦ Çàâåäîâàíèå êàôåäðîé ìàòåìàòèêè ÑÓÍÖ ÌÃÓ

◦ Íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî äâóìÿ àñïèðàíòàìè (Êîíñòàíòèí Åâäîêèìîâ è Èëüÿ Ìàêàðîâ) è
äâóìÿ ñòóäåíòàìè (Èáðàãèì Òëþñòàíãåëîâ è Âåðîíèêà Ìèíãàëååâà)

3


